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初始误差和参数误差对混沌系统

可预报性影响的比较
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摘　要　利用非线性误差增长理论，以Ｌｏｒｅｎｚ系统为例比较研究了初始误差和参数误差对混沌系统可预报性的

影响．结果表明：在初始误差和参数误差单独存在时，系统的可预报期限随误差大小的变化规律基本上相同；对于

相同的误差大小，初始误差和参数误差对系统可预报期限的影响几乎相同，这一结果基本上不随参数范围的变化

而变化．当初始误差和参数误差同时存在时，两者对可预报期限影响所起的作用大小主要取决于初始误差和参数

误差的相对大小．当初始误差远大于参数误差时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限主要由初始误差决定，可以不用考虑参

数误差对预报模式可预报性的影响；反之，当参数误差远大于初始误差时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限主要由参数误

差决定；当初始误差和参数误差大小相当时，两者都对系统的可预报期限起重要作用．在后两种情况下，在考虑初

始误差对可预报性影响的同时还必须考虑参数误差的作用．这提醒我们在作实际数值天气预报的时候，不仅要重

视初值的确定，也要重视数值模式控制参数的确定．
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１　引　言

Ｌｏｒｅｎｚ
［１］把初值问题看成第一类可预报性，主

要强调初始状态不确定性对预报的影响．利用预报

模式研究初始误差对可预报性影响已做了大量的工

作［２～６］，这些工作的一个共同点就是假定预报模式

是完全正确的，预报误差完全源自初始误差，不存在

模式误差，即模式方程和方程的控制参数都是完全

准确的．然而，在实际情形中，即使模式方程完全正

确，要作出数值预报，除了要确定初始状态之外，还

要确定模式方程的一些控制参数（如动力系统中各

物理项的系数等）．这些系数绝大多数需要通过观测

实验来确定，也给预报带来了不确定性因素，从而提

出了参数误差的可预报性问题．

Ｃｈｕ
［７］研究了Ｌｏｒｅｎｚ系统中参数误差对可预

报性的影响，并与初始误差对可预报性的影响进行

了比较，研究结果表明，两类误差导致系统误差增长

的幅度和持续时间大体相当，因此正确地确定预报

模式的参数对于数值天气预报是十分重要的．卞建

春等［８］也利用Ｌｏｒｅｎｚ系统研究了参数误差的可预

报性问题，与Ｃｈｕ
［７］研究不同的是，除了单独研究初

始误差和参数误差对可预报性的影响外，他们还研

究了当初始误差和参数误差同时存在时Ｌｏｒｅｎｚ系

统的误差增长情况，认为对于既存在初值（观测）误

差（其存在性是不可避免的），又存在控制参数（外部

条件）误差的可预报性问题而言，不需要考虑控制参

数的微小变化对预报的影响．这些研究对于认识初

始误差和参数误差在可预报性问题研究中的相对重

要性是很有意义的．然而，过去的研究还存在一些缺

陷和不足，主要表现在：只针对单个初值进行研究，

反映的只是在相空间中的局部区域系统行为对初始

误差和参数误差的响应，而对于相空间全局即多个

初值的系统平均来说模式行为如何对初始误差和参

数误差响应却没有涉及；以往的研究都是在给定一

定大小的初始误差和参数误差的情况下，定性地判

断可预报性的大小，不能定量地比较两类误差导致

的可预报性的大小．

为了克服线性误差增长理论在可预报性研究中

的局限性，Ｄｉｎｇ和Ｌｉ
［９］对非线性系统的误差发展方

程不作线性化近似，直接用原始的误差发展方程来

研究初始误差的发展，在此基础上引入了非线性局

部Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的概念，发展了非线性误差增长

理论．与以前的线性误差增长理论相比较，非线性误

差增长理论最大的优越性就是可以定量地估计混沌

系统的可预报期限［１０～１２］．本文利用非线性误差增长

理论来比较研究初始误差和参数误差的可预报性问

题，针对以往工作的局限性，同样也利用Ｌｏｒｅｎｚ系

统进行数值实验来着重研究以下几个问题：在固定

参数条件下，比较研究可预报期限随初始误差和参

数误差大小的变化；在固定初始误差和参数误差的

情况下，比较研究可预报期限随参数范围的变化；在

初始误差和参数误差都存在的情况下，两者的非线

性相互作用问题等．

２　非线性局部Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数及混沌

系统可预报期限的确定

对于一个狀维非线性动力系统，如果对其误差

演化方程不作任何近似，保留所有的非线性项，误差

演化方程的解可以从狋＝狋０ 到狋０＋τ进行数值积分，

我们可得到：

δ（狋０＋τ）＝η（狓（狋０），δ（狋０），τ）δ（狋０）， （１）

其中η（狓（狋０），δ（狋０），τ）为非线性误差传播算子，

狓（狋０）为初始状态，δ（狋０）为初始误差，τ为演化时间；

由（１）式可以定义非线性局部Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数：

λ（狓（狋０），δ（狋０），τ）＝
１

τ
ｌｎ
‖δ（狋０＋τ）‖
‖δ（狋０）‖

， （２）

这里λ（狓（狋０），δ（狋０），τ）不仅依赖于相空间中参考轨

道的初始状态狓（狋０）和演化时间τ，还与初始误差

δ（狋０）有 关，而 以 前 定 义 的 局 部 或 有 限 时 间

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
［１３～１５］是建立在线性误差增长方程基

础上的，仅依赖于初始状态狓（狋０）和演化时间τ，与

初始误差δ（狋０）无关，因此两者完全不同．下面为了

方便，将误差向量δ（狋）的大小表示为δ（狋）＝‖δ（狋）‖．

如果要从整体上对非线性系统的动力特性进行研究，

８００１
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需要引入整体系统平均的非线性局部Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数：

λ
—
（δ（狋０），τ）＝ 〈λ（狓（狋０），δ（狋０），τ）〉犖

＝
１

犖∑
犖

犻＝１

１

τ
ｌｎ
δ犻（狋０＋τ）

δ犻（狋０）
， （３）

其中〈　〉犖 表示犖（犖→∞）个样本的集合平均；误

差平均相对增长犈
—

（δ（狋０），τ）可以通过平均非线性

局部Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λ
—
（δ（狋０），τ）获得：

犈
—

（δ（狋０），τ）＝ｅｘｐ（λ
—
（δ（狋０），τ）τ）． （４）

由（２）、（３）、（４）式可得

犈
—

（δ（狋０），τ）＝ｅｘｐ
１

犖∑
犖

犻＝１

ｌｎ
δ犻（狋０＋τ）

δ犻（狋０（ ）） ． （５）

对于相同大小的初始误差δ（狋０），我们有

犈
—

（δ（狋０），τ）＝
∏
犖

犻＝１

δ犻（狋０＋τ（ ））
１
犖

δ（狋０）
． （６）

对于一个混沌系统，随着τ→∞，δ１（狋０＋τ），δ２（狋０＋

τ），…，δ犖（狋０＋τ）相互独立，并且收敛到同一分布，

利用文献［１０］提出的定理，可得

犈
—

（δ（狋０），τ） →
犘
犮（犖 → ∞）， （７）

其中 →
犘
表示依概率收敛于，犮看作是犈

—

（δ（狋０），τ）

的理论饱和值．误差增长达到饱和，就意味着系统的

初始信息全部丢失，预测失去意义，因此利用这个饱

和值，混沌系统的可预报期限犜ｐ 能被定量地确定

（这里的可预报期限对应着一个平均的时间长度，超

出这个时间长度由于初始扰动在整个吸引子上的传

播，预测将完全失去意义）．

３　试验设计

Ｌｏｒｅｎｚ系统的方程为
［１６］

犡
·

＝－σ犡＋σ犢

犢
·

＝狉犡－犢－犡犣

犣
·

＝犡犢－

烅

烄

烆 犫犣

， （８）

其中σ为Ｐｒａｎｄｔｌ数，狉为Ｒａｙｌｅｉｇｈ数（下面本文将

以犘狉代替σ，以犚犪代替狉），犫表示所研究对流区域

的外形比参数．假设系统真实的初始状态为犡（狋０）、

犢（狋０）、犣（狋０），系统真实的参数值分别为犘狉、犚犪、犫，

而实际观测到系统的初始状态为犡′（狋０）、犢′（狋０）、

犣′（狋０），实际观测到系统的参数值为犘狉′、犚犪′、犫′，为

了清楚地阐述初始误差和参数误差对系统可预报性

的影响，需要研究以下三类问题：

（１）初始误差问题，即初始值存在误差，参数为

真实值，讨论

犡′（狋０）＝犡（狋０），犢′（狋０）＝犢（狋０），

犣′（狋０）＝犣（狋０）（１＋ε），犘狉′＝犘狉，

犚犪′＝犚犪，犫′＝犫，

其中ε为引入的误差．

（２）参数误差问题，即初始值为真实值，参数存

在误差，讨论

犡′（狋０）＝犡（狋０），犢′（狋０）＝犢（狋０），犣′（狋０）＝犣（狋０），

犘狉′＝犘狉，犚犪′＝犚犪（１＋ε），犫′＝犫．

　　（３）初始误差和参数误差都存在的问题，讨论

犡′（狋０）＝犡（狋０），犢′（狋０）＝犢（狋０），

犣′（狋０）＝犣（狋０）（１＋ε），犘狉′＝犘狉，

犚犪′＝犚犪（１＋ε），犫′＝犫．

　　从以上三类误差问题所给定的初始条件和参数

条件出发，积分Ｌｏｒｅｎｚ系统得到的预测曲线，与从

真实的初始条件和参数条件出发得到的真实演变曲

线，可以获得误差的演化曲线．根据文献［９～１２］，非

线性误差增长理论主要用来研究初值问题，其主要

思想是假设初始误差存在（不为０）的情况下研究初

始误差的非线性增长．因此，不能直接利用非线性误

差增长理论来研究参数误差问题（初始误差为０）；

但是如果把参数犚犪看成Ｌｏｒｅｎｚ系统除犡，犢，犣的

另外一个变量，则参数误差问题就可以转化为初始

误差问题，同样可以利用非线性误差增长理论来研

究参数误差问题的误差增长．另外，对于初始误差问

题或参数误差问题，按照前面非线性误差增长理论

部分的介绍，把Ｌｏｒｅｎｚ系统长期积分获得的同一条

轨道上的不同点作为初始点作集合平均，可得到反

映系统全局特征的误差增长曲线，最后可以定量地

确定出系统在不同误差水平下的可预报期限．

４　结果分析

在“试验设计”一节中已讨论了本文要研究的三

类问题，下面分别列出所得到的结果．

４．１　可预报期限随初始误差和参数误差大小变化

的比较

对于给定的参数 犘狉＝１０，犚犪＝２８，犫＝８／３，

图１（ａ，ｂ）分别给出了不同大小的初始误差和参数

误差条件下Ｌｏｒｅｎｚ系统的误差平均相对增长随时

间的变化曲线．从图中可以看出，无论是初始误差问

题还是参数误差问题，Ｌｏｒｅｎｚ系统的误差平均相对

增长曲线的形状都十分相似．起始表现为增长，随着

时间的增长，误差达到饱和不再增长．初始误差越
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小，误差增长曲线达到饱和的时间越长；对参数误

差，也同样如此．与以前的工作一致，如果将初始误

差演化到误差饱和值的９９％时，所对应的时间定义

为可预报期限［９～１２］．可以看到，初始误差和参数误

差的可预报期限都随着误差ε的增大而减小，对于

同样大小的误差ε，两者的可预报期限总体来说相

差不大（图２），这说明Ｌｏｒｅｎｚ系统对初始误差和参

数误差的敏感程度基本相同，从这个角度看，正确地估

计初始状态与模式方程的参数对于提高预报效果同样

重要．

图１　不同大小的初始误差（ａ）和参数误差（ｂ）条件下，

Ｌｏｒｅｎｚ系统的误差平均相对增长犈
—

（δ（狋０），τ）随时间τ的变化

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒ（ａ）ａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒ（ｂ）ｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ，ｔｈｅｍｅａｎｒｅｌａｔｉｖｅｇｒｏｗｔｈｏｆｉｎｉｔｉａｌ

ｅｒｒｏｒ犈
—

（δ（狋０），τ）ｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅτ

４．２　初始误差和参数误差大小固定条件下可预报

期限随参数的变化

如图３所示，当误差大小固定为ε＝１０
－６时，

Ｌｏｒｅｎｚ系统初始误差和参数误差的可预报期限随

参数犚犪的变化趋势大体上相同，都随着犚犪的增大

可预报期限呈下降趋势．无论是初始误差还是参数

误差，可预报期限随犚犪的变化都比较平缓，参数

犚犪的微小变化并没有引起可预报期限的很大变化，

这也是本文讨论的一个基础：控制参数的微小变化

不会引起系统性质的重大变化，即控制参数不在临

界点附近．对参数犚犪范围内的大多数取值，初始误

差和参数误差的可预报期限总体上差别不大，仅有

个别的犚犪值两者的可预报期限有明显的差别．这

表明初始误差和参数误差的可预报期限的比较结果

基本上不随参数犚犪而变化，也显示出在固定参数条

件下研究比较初始误差和参数误差问题的合理性．

图２　Ｌｏｒｅｎｚ系统可预报期限犜ｐ 随不同

大小的初始误差和参数误差的变化

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔ犜ｐｏｆＬｏｒｅｎｚ

ｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｇｎｉｔｕｄｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图３　当初始误差和参数误差大小都为ε＝１０
－６时，

Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限犜ｐ 随参数犚犪的变化

Ｆｉｇ．３　Ｗｉｔｈｔｈｅｍａｇｎｉｔｕｄｅｏｆｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｅｒｒｏｒｂｏｔｈｅｑｕａｌｔｏ１０
－６，ｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔ犜ｐ

ｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｂｏｕｎｄａｒｙ

ｆｏｒｃｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒ犚犪

４．３　初始误差和参数误差同时存在时可预报期限

的变化比较

在实际情形下，往往初始误差和参数误差同时

存在，两者对Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限的影响哪一

个作用大？既然初始误差存在不可避免，是否可以

不用考虑参数误差的作用呢？从图４可以看出，在

初始误差大小固定为１０－６，当参数误差相对初始误
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图４　当初始误差固定为１０
－６时，Ｌｏｒｅｎｚ系统

的可预报期限犜ｐ 随参数误差ε的变化（实心圆）

无初始误差时Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限犜ｐ随参数误差ε

的变化用实三角形线表示，虚直线表示初始误差大小为１０－６

而无参数误差时Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限（犚犪＝２８）．

Ｆｉｇ．４　Ｆｏｒａｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒｏｆ１０
－６，ｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙ

ｌｉｍｉｔ犜ｐｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ（ｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅ）

Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｓｏｆｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔ犜ｐｏｆＬｏｒｅｎｚ

ｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒｗｉｔｈｏｕｔｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒ

ａｒｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙｃｌｏｓｅｄｔｒｉａｎｇｌｅ．Ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ

ｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ

ｅｒｒｏｒｅｑｕａｌｔｏ１０－６ａｎｄｎｏｐａｒａｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒ．

图５　当参数误差固定为１０
－６时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预

报期限犜ｐ 随初始误差大小ε的变化（实心圆）

无参数误差时Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限犜ｐ随

初始误差ε的变化用实三角形线表示，虚直线

为参数误差大小为１０－６而无初始误差时

Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限（犚犪＝２８）．

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｒａｃｏｎｓｔａｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒｏｆ１０
－６，ｔｈｅ

ｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔ犜ｐｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｏｆｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ（ｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅ）

ＴｈｅｃｈａｎｇｅｓｏｆｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍ

ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒｗｉｔｈｏｕｔｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｅｒｒｏｒａｒｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙｃｌｏｓｅｄｔｒｉａｎｇｌｅ．Ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ

ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙｌｉｍｉｔｏｆＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｅｒｒｏｒｅｑｕａｌｔｏ１０－６ａｎｄｎｏｉｎｉｔｉａｌｅｒｒｏｒ．

差较小，在１０－１２～１０
－７之间变化时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的

可预报期限基本不随参数误差大小的变化而变化，

与仅有初始误差而无参数误差时Ｌｏｒｅｎｚ系统的可

预报期限基本相同；当参数误差相对初始误差较大，

在１０－５～１０
－３之间变化时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期

限基本上不依赖于初始误差，与仅有参数误差而无

初始误差时系统的可预报期限基本相同；当初始误

差和参数误差大小相同都为１０－６时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的

可预报期限反而比初始误差或参数误差单独存在时

偏高．图５给出当参数误差固定而初始误差大小可

以变化的情况，结果与图４十分相似．

５　结　论

　　本文利用非线性误差增长理论来比较研究

Ｌｏｒｅｎｚ系统的初始误差和参数误差的可预报性问

题，分别研究了三类问题，主要结论如下：

（１）在固定参数条件下，无论是初始误差问题

还是参数误差问题，Ｌｏｒｅｎｚ系统的误差平均相对增

长曲线的形状都十分相似，都是起始表现为增长，随

着时间的增长，误差达到饱和不再增长．初始误差和

参数误差的可预报期限都随着误差的增大而减小，

对于同样大小的误差，两者的可预报期限总体来说

相差不大，从这个角度说明，正确地估计初始状态与

正确地估计模式方程的参数对于提高预报效果同样

重要．

（２）当误差大小固定时，Ｌｏｒｅｎｚ系统初始误差

和参数误差的可预报期限随参数犚犪的变化趋势大

体上相同，对参数范围内的大多数取值，初始误差和

参数误差的可预报期限总体上差别不大，这表明了

初始误差和参数误差的可预报期限的比较结果基本

上不随参数犚犪而变化．

（３）当初始误差和参数误差都存在时，两者对

可预报期限的影响所起的作用大小主要取决于初始

误差和参数误差的相对大小．当初始误差远大于参

数误差时，Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限主要由初始误

差决定；反之，当参数误差远大于初始误差时，

Ｌｏｒｅｎｚ系统的可预报期限主要由参数误差决定；当

初始误差和参数误差大小相当时，两者都对系统的

可预报期限起重要作用．因此，在讨论数值天气预报

的可预报性问题时不能一概而论，还要具体问题具

体分析，如果参数误差相对初始误差较小，可以不用

考虑参数误差对预报模式可预报性的影响；但是，如

果参数误差相对初始误差较大或者两者大小相当，
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在考虑初始误差对可预报性影响的同时就必须考虑

参数误差的作用．
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