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摘要：提出单输入非线性时间最优开关控制的非线性规划算法+针对不同的开关控制划分未知时间段，
以时间段为变量建立与最优控制等价的非线性规划模型+构造每个未知时间段的等分龙格库塔格式，该
格式不但不增加未知变量，而且可构造出不含导数的非线性规划算法+利用龙格库塔格式的收敛性和非
线性规划的一阶最优性条件证明该方法的收敛性+最后以实例验证该算法+
关键词：时间最优控制；开关控制；非线性规划；龙格库塔方法
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考虑时间最优控制问题（ 3）
E68, 45 , ，

G+ F+ 67（ 4）8 5（6（ 4），9（ 4））, ，
, , 6（"）8 6" , ，, 6（ 45）8 6: , ，

（)）

其中 45 ! :，状态 6（ 4）" ;<，控制输入 9：［"，45］# *$ ;是分段常函数，5：;< = *#;%几乎处处连续可微，

最简单的控制是继电器式控制+将动态控制问题化为静态非线性规划是求解该类问题的有效方法之一，特别
是针对控制输入为有限个开关的控制问题+近几年有关这方面的成果较多，文献［)］划分未知整体时间段为
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规定的有限个长度未知的分段，构造了对应的非线性规划，并给出了投影梯度迭代算法，但迭代格式中出现

高阶导数表示的 !"##"矩阵，为求出梯度还须求解关于梯度向量的微分方程组$文［%］利用欧拉折线法化连
续问题为离散问题构造了求解工业机器人实时参数最优控制的非线性规划方法，尽管很好地解决了参数扰

动，但对较复杂的情形，为达到一定的精度离散时间区域会形成规划变量的倍数增长$文献［&，’］研究了时
间最优控制的梯度计算法$笔者以相邻开关时间间隔为变量建立与原问题等价的非线性规划，该规划的约束
条件中包含每分段对应的状态方程初边值问题以及保持状态函数连续的等式$对每分段实施等份分割，利用
龙格库塔格式建立每分段的递推格式，等分每分段的目的是为了更方便地构造算法$利用龙格库塔格式的收
敛性和最优性条件证明该方法的收敛性$

!" 非线性规划模型及算法

设控制问题有 ! 个开关，将时间段［(，"#］划分为 ( $ "( ! ") ! "% ! ⋯! "! ! "!%) $ "#，在每个分段

"&’) ! " ( "&上)（ "）$ )&（常数），当)& $（ ’ )）& *或)& $（ ’ )）& %) *时就是继电器式控制，时间最优开关控
制的目的是选择最优的开关点 "&（ & $ )，%，⋯，!）使得［(，"#］最小$
令 !& $ "& ’ "&’)，显然，"& $ !) % !% % ⋯ % !&，& $ )，%，⋯，! %)+在第 &个时间分段（不妨记为 !&）上轨线

对应的状态方程满足 ,-（ "）$ #（,（ "），)&）$ #&（,（ "）），由文献［)］，在时间分段 !& 上轨线 ,（ "）可表示为
,（ "）$ ,（"&，!& ’)，!& ’%，⋯，!)），( ! "& ( !&，" $ "& % !) % !% % ⋯ %!& ’) +由此得到与问题（.）等价的非线性规
划（%.）

*+,- !) % !% % ⋯ % !!%) - ， （%）

#$ .$ &,
&"&
（"&，!& ’)，!& ’%，⋯，!)）$ #&（,（"&，!& ’)，!& ’%，⋯，!)））- ， （&）

- - ,（"&，!& ’)，!& ’%，⋯，!)） "& $ (
$ ,（"& ’)，!& ’%，⋯，!)） "&’) $ !&’)

- ， （’）

- - ,（(）$ ,( - ，- - ,（!）$ ,/ - ， （/）
其中 ,（!）$ ,（!!%)，!!，⋯，!)），非线性规划（%.）以 ! $（!)，!%，⋯，!!%)）

0 为变量+文献［)］针对该类问题引
进时间终端的 ! % ) ’0 维曲面 1（!）$ ,（!）’,/，计算曲线 1（!）的梯度 ’!（!），’!（!）是一个 0 2
（! %)）的 12345+矩阵$为得到’!（!），需构造关于 12345+矩阵的微分方程初值问题

&
&"&

&,
&!( )

3
$ &#&（,）

&( ),
&,
&!( )

3
- ，- - &,

&! 3 " 3 %) $ (
$ #3（,）

" 3 %) $ (
- + （6）

求解微分方程组（6）得到 12345+矩阵 ’!（!），进一步以某初始值（!（(）) ，!
（(）
% ，⋯，!

（(）
!%)）开始构造投影梯度迭

代算法，构造该算法的主要障碍是求解微分方程组（6）$这里避开求解微分方程组，直接构造常规非线性规
划算法$
对每个假设的时间分段［(，!&］实施 4等份分割，分割步长为 1& $ !& 5 4，令 ,)，( $ ,(，,&，( $ ,&’)，& $ )，%，

⋯，! %)，在［(，!&］上利用龙格库塔公式（不妨以二阶公式为例），有

,&，6 $ ,&，6’) % 1& # , &，6’) %
1&

% #（,&，6’)，)&），)( )& - ，- - 6 $ )，%，⋯，4- + （7）

利用上式以 ,&，(（上一个时间分段［(，!& ’)］终端处状态函数的数值解）为初值递推得到 ,&，4，令,&，4 $ ,&，显然

,& 只与 ,(，!)，!%，⋯，!& 有关，记 ,& $ 7,（,(，!)，!%，⋯，!&）+ 以 ,&%)，( $ ,& 为初值，在［(，!& %)］上取步长 1&%) $
!& %) 5 4继续递推得到 ,&%)，4 $ ,&%) $ ,&%%，(，,&%) $ 7,（,(，!)，!%，⋯，!&，!& %)），如此继续可得 ,!%) $ 7,（,(，!)，!%，⋯，
!!%)），由此得到非线性规划（%.4）

*+,- !) % !% % ⋯ % !!%) - ， （8）

#$ .$ 7,（,(，!)，!%，⋯，!!%)）’ ,/ $ (- + （9）
问题（%.4）是（%.）的近似问题，在一定的条件下，当 4#: 时，问题（%.4）的解收敛于（%.）的解，假设（%.4）的

解收敛于（%.）的解，则可构造问题（.）的直接非线性规划算法$
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算法 !" 步骤 !" 输入开关控制 ! "（!!，!#，⋯，!#$!），定义开关时间变量 ! "（!!，!#，⋯，!#$!），取开关

时间初值 !（$） "（!（$）! ，!
（$）
# ，⋯，!

（$）
#$!），给定适当的正整数 %，精度 " & $’

步骤 #" 取状态方程的初值变量 ($，) % " !’
步骤 &" * % " !，()，*+! " ($ ’ ,) % " !) - %，) " !，#，⋯，# $ !’

步骤 ’" ()，* " ()，*+! $ ,) . ()，*+! $
,)

# .（()，*+!，!)），!( )) ’

步骤 (" 如果 * / %，则令 * % " * $ !，转步骤 ’，如果 * " %，则 ($ " ()，*，转步骤 )*
步骤 )" 如果 ) / # $ !，则 ) % " ) $ !，转步骤 &，如果 ) " # $ !，令 (#$! " ($，转步骤 +*
步骤 +" 求解问题（%0%）：,-. !! $ !# $⋯ $ !#$!，(#$! " (1’得到最优解 !（!） "（!（!）! ，!

（!）
# ，⋯，!

（!）
#$!），如果

!（!） + !（$） !"，则输出 !( " !（!），否则，!（$） % " !（!），% % " #%，清除变量 ($，转步骤 #*
注 !" 如果开关控制问题（0）的解不惟一，则步骤 + 中终止条件 !（!） + !（$） !" 应有所变化，可定义

#（$） " !（$）! $ !（$）# $ ⋯ $ !（$）#$!，#
（!） " !（!）! $ !（!）# $ ⋯ $ !（!）#$!，终止条件为 #（!） + #（$） !"’

!" 收敛性分析

由文献［!，&］，如果问题（0）有惟一解，则问题（%0）也有惟一解’ 令 # " !! $ !# $ ⋯ $!#$!，无论问题

（%0）是否有惟一解，只要其解存在，则所有最优解对应的和 #( 惟一存在*
定理 !" 假设 .（(，!）在 2"［$，1］上分别关于 (和 !是 /-0123-45连续的，如果问题（0）的最优控制存

在，!( "（!(! ，!(# ，⋯，!(#$!）是问题（%0）的一个最优解，!(% "（!(!，%，!(#，%，⋯，!(#$!，%）是问题（%0%）的最优解，令

#( " !(! $ !(# $ ⋯ $!(#$!，#(% " !(!，% $ !(#，% $ ⋯ $ !(#$!，%，则有 6-,
%#7

#(% " #( ’

证明" 式（+）可改写为 ()，* " ()，*+! $ ,) $（()，*+!，!)，,)），其中 $（(，!，,）称增量函数，显然 $（(，!，
$）" .（(，!），不难验证 $（(，!，,）关于 (和 ,是 /-0123-45连续的，因此由文献［(］，递推公式（+）在［$，!)］上

收敛于（&）的解’对充分大的 %，式（+）是稳定的*
由于 !(% "（!(!，%，!(#，%，⋯，!(#$!，%）是问题（%0%）的最优解，设 3(%（ 2）是其对应的满足方程组（&）的轨线，

3(%（ 2）是分段二次连续函数且满足 3(%（#(% ）" (1，因此 !(% 是 %0的容许解，故有 #(% )#( ’
设问题（%0）的最优解 !( "（!(! ，!(# ，⋯，!(#$!）对应的轨线是 (（ 2），则有 (（#(）" (1，令 ,() " !() - %，

) " !，#，⋯，# $!，对 !( 按式（8）递推得到 3(（($，!(! ，!(# ，⋯，!(#$!），不妨记该值为 3(（#(）" 3(1，该数值解对应

轨线为 3(（ 2），显然 3(（ 2）为分段二次连续函数*由数值解的局部误差估计可得［(］

(（#(）+ 3(（#(）! 4（,(）# " ，" " ,( " ,9:｛,() ｝" ’

" " 由 3(（ 2）的连续性以及式（+）的收敛性与稳定性，存在充分大的 %，使得 3(（#( $ %,(#$!）" (1，其中，$ !
%!!，3(（#( $ %,(#$!）由 3(（ 2）在第# $! 个时间分段上满足方程组（&）及递推公式（+）的延拓而得’值得说
明的是，3(（#( + %,(#$!）" (1 不可能成立，否则，（!(! ，!(# ，⋯ !(#$! + %,(#$!）是问题（%0%）的容许解，这与

!(% "（!(!，%，!(#，%，⋯，!(#$!，%）是问题（%0%）的最优解以及结论#(% )#(矛盾’因此，（!(! ，!(# ，⋯ !(#$! + %,(#$!）是

问题（%0%）的容许解，则有，#( $ %,(#$! ) #(% )#(，显然有 6-,
%#7

#(% " #( ’

定理 #" 如果问题（0）存在最优控制，并且问题（%0）存在惟一最优解，则在定理 ! 的假设下，有
6-,
%#7

!( + !(% " $’

证明" 不难得到与（%0）等价的以积分方程表达式为约束条件的非线性规划（*0）
,-." !! $ !# $ ⋯ $ !#$! " ， （!$）

1* 4* ($ $ +
! !

$
.（(（&），!!）;& $ +

! !$!#

!!
.（(（&），!#）;& $ ⋯ $

" " +
! !$!#$⋯$!#$!#$!

!!$!#$⋯$!#
.（(（&），!#$!）;& " (1 " ’ （!!）
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引入 !"#$"%#&乘子 ! !（!’，!(，⋯，!"）
)，将约束条件（’’）改写为 #（"）! $（"’，"(，⋯，"%&’）’ $( ! *，则

!"#$"%#&函数为 )（"，!）! "’ & "( &⋯ & "%&’ ’ !) #（"），由于约束条件式（’’）始终为积极约束［+ * ,］且问题

（*+）有惟一解 "( !（"(’ ，"(( ，⋯，"(%&’），由一阶最优性条件，最优解 "( 不但满足式（’’）而且满足 ’)（"(，
!）! *，因此对 , ! ’，(，⋯，%，有

!)
-｛（ .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(, ），/,）&,

%&’

0 ! ,&’
（ .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(0 ），/0）’

- - .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(0 ’’），/0）））｝! ’- ， （’(）

!) .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(%&’），/%&’）! ’- 1 （’.）
- - 同理，对问题（%+-）引入 !"%#$"%#&乘子 !- !（!’，-，!(，-，⋯!"，-）

) 以及相应的 !"#$"%#& 函数，由其分段
二次连续轨线 2$-（ 3）对应的最优性条件可得，对 , ! ’，(，⋯，%有

!)｛（ .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(,，-），/,）&,
%&’

0 ! ,&’
（ .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(0，-），/0）’

- - .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(0 ’’，-），/0）））｝! ’- ， （’/）

!)
- .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(%&’，-），/%&’）! ’- 1 （’0）

对式（’(），（’/）中的 %个等式，二式相减可知，对 , ! ’，(，⋯，%有
!)（ .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(, ），/,）’ .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(, ），/,&’））! *- ， （’+）

!)
-（ .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(,，-），/,）’ .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(,，-），/,&’））! *- 1 （’1）

由式（’.）与（’0）的差得
!) .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(%&’），/%&’）’ !)

- .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(%&’，-），/%&’）! *- ，

!) .（$（"(’ & "(( & ⋯ & "(%&’），/%&’）’ !) .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(%&’，-），/%&’）&

- !) .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(%&’，-），/%&’）’ !)
- .（ 2$（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(%&’，-），/%&’）! *- 1

- - 由定理 ’ 及函数 .（$，/）的 !23456278连续性和三角不等式不难证明 92:
-#;

! ’ !- ! *1对充分大的 -以及

, ! ’，(，⋯，%，由式（’+）减去式（’1），利用 .（$，/）的 !23456278 连续性和三角不等式，再利用结论
92:
-#;

! ’ !- ! * 及定理 ’ 结论 92:
-#;

#(- ! #( 和轨线在相邻开关点的连续性质可得

92:
-#;
（"(’ & "(( & ⋯ & "(, ）’（"(’，- & "((，- & ⋯ & "(,，-） ! *- ，- , ! ’，(，⋯，%- ，

故有 92:
-#;

"( ’ "(- ! *- 1

- - 注 (- 由以上定理可知，如果问题（+）存在最优控制 3(. ，则由算法 ’ 求出的解的和收敛于最优控制 3(. ，
但开关时间不惟一1如果问题（%+）存在惟一最优解，则算法 ’ 的解惟一收敛于开关时间<

!" 算" " 例

考虑继电器式控制，控制输入 / !｛/’，/(，⋯｝!｛’ ’，’，’ ’，⋯｝，状态方程为

$4
’ ! $( - ，

$4
( ! ’ $’ ’（$(

’ ’ ’）$( & /- 1
- - 取两个开关点形成 . 个变量 "’，"(，". 执行算法 ’，从 - ! ’* 开始，记录问题（+-）的解如表 ’ 所示<

表 !" # 个开关点时的迭代记录

- "(’ "(( "(. 3(.
’* *< =+* / (< 01* * *< ’/* ( .< +1* +
(* *< 1(. * (< .1* ( *< *** * .< *=. (
.* *< 1(. = (< .1’ , *< *** * .< *=0 1

- - 取 0 开关点形成 "’，"(，".，"/，"0，"+，从 - ! ’* 开始，记录问题（+-）的解如表 ( 所示<
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显然，两种不同的情形下，只需 ! 次网格细分，计算精度至少已达到 "# $%，并且收敛于同一最优时间

!(" # !& #’$如果增加开关点，则 !! 以后的开关均无效(值得说明的是，如果取其他不同的开关控制验证算法
"，可得到完全相似的结果，算法仍保持很好的收敛性(

表 !" # 个开关点时的迭代记录

% !(" !(% !(! !() !(* !(+ !("
"# #( +#" ! !( ##" % #( %") " #( #", ’ #( !", - #( ### # )( ")* !
%# #( -%# % %( !-# # #( ##" " #( ### # #( ### # #( ### # !( #’" !
!# #( -%! # %( !-" + #( ### # #( ### # #( ### # #( ### # !( #’) +

!" 结 束 语

文中提出的时间最优开关控制的常规非线性规划方法不必求解任何形式的微分方程，也不必求出函数

的导数，不增加变量个数(可利用数值积分公式将该方法推广到一般的时间最优控制中(从算例可看出，该方
法的收敛速度很快，如果递推公式（-）的收敛阶数提高，比如运用更高阶的龙格库塔公式或变单步迭代为多
步迭代，会进一步提高收敛速度(
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