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摘要!针对多目标优化问题的鞍点在理论和应用中的重要性!引进了一种新的广义鞍点!并指出其他几

类鞍点为其特殊形式-利用锥的性质得到了多目标优化问题的广义鞍点的判别条件和一些性质-
关键词!多目标优化"锥"广义鞍点"/012345可微

中图分类号!6!!&-!!!文献标识码!7!!文章编号!&""&$!,"""!""%#"*$",’&$",

!"#$%&’()(%&*%+,#&#+-.(/#’0-’’.#1%(&)0*%+23.)(%45#$)(6#
%1)(2(/-)(%&1+%4.#20(&)%1%.%,($-.6#$)%+01-$#
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设0#!和1是拓扑向量空间#令2"!和3 "1是两个非平凡的点闭凸锥#!和1中的序由2和3 确

定-考虑拓扑向量空间中多目标规划问题%
!ELW"!!45P=>6!7"!#!!I-1-5/!7"#3!#

其中6%0$! 和/%0$1是目标映射和约束映射-!ELW"的约束集合记为

89 &7#0:5/!7"#3’!; !&"

!!这类多目标优化问题许多学者作了研究#并取得了丰富的成果(&!X)-由于鞍点在工程优化和决策论中的

重要作用#近几年#一些学者开始注重对鞍点的存在性理论和鞍点集的结构等方面的研究(’#&")-另外为了研

究的需要#各种不同类型的鞍点被引入#例如YG=1T$Z:9>鞍点#[49>$E48U2G鞍点和一般)3VG3>V2泛函的鞍

点-但是对鞍点的判别条件和基本性质的文献所见不多-笔者将对拓扑向量空间中多目标优化问题引入一种

新的鞍点#将说明YG=1T$Z:9>鞍点#[49>$E48U2G鞍点和一般)3VG3>V2泛函的鞍点是其特殊形式#并且给出

这种鞍点的判别条件和一些性质-

;!预备知识

令<为一拓扑向量空间#<% 为其对偶空间#="<为一凸锥且=>1=&>#则集合=?%9&@% #<%:’
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@%!@()"!*@#="是=的对偶锥!’@%!@( 是泛函@% 在@的值-
下面给出文中用到的一些定义和引理-
定义!!设.%" #2?!#7"!A%" $#0B3? 称为#ELW$关于.%" 的鞍点!如果对任意7#0!A% #3?!有

!! ’.%" !6#7"$(?’A%!/#7"$(+’.%" !6#7"$(?’A%" !/#7"$(+
’.%" !6#7$(?’A%" !/#7$( !; #!$

!!注!当 #.%" !A%" $#2?B3?,%#"!"$"!则上述定义正好是N2&X’定义的向量优化问题的YG=1T$Z:9>鞍

点!若还有.%" &"!则称为[49>$E48U2G鞍点!如果! 9C!29C?!.%" 9&#2?!此时定义&中的鞍点正

好是)3VG3>V2泛函*#7!A%$96#7$?’A%!/#7$( 的鞍点-
引理!!令=% 是=的对偶锥&&’(" 如果@% #=%,%""!@#=>1=!则 ’@%!@((";# 如果@% #=>1

=%!@#=,%""!则 ’@%!@((";
定义"!令-7#0!D 是一拓扑向量空间&&’!!(0 $D 为一映射;若极限!

E
.7#7$9;=P

F$"
##!#-7?F7$5

!#-7$$)F$存在!则称!在-7处是/012345可微的-
由定义!不难验证对任意实数"有 !

E
.7#"7$9"!

E
.7#7$!; #*$

<!广义鞍点的充分和必要条件

定理!!" 设7" #8!若#.%" !A%" $#2?B3? 使得

’.%" !6#7$56#7"$(?’A%" !/#7$()"!!!*7#0!; #,$
则 #7"!A%" $为#ELW$关于.%" 的鞍点-

# 若.%" #2?!#7"!A%" $#0B3? 为#ELW$关于.%" 的鞍点!则式#,$成立!且有’A%" !/#7"$(9"!
以及7" #8;

证 明!" 在式#,$中令797" 可得’A%" !/#7"$()";又因7" #8和A%" #3?!根据引理&有’A%" !

/#7"$(+"!因此 ’A%" !/#7"$(9";由此等式和式#,$立即可得式#!$中的第!个不等式;再由 ’A%" !

/#7"$(9"以及对任意的A% #3? 有 ’A%!5/#7"$()"!马上得到式#!$中的第&个不等式-

# 设7"#0满足式#!$!在式#!$的第&个不等式中令A% 9"!可得"+’A%" !/#7"$(;再由式#!$的第

!个不等式得 ’A%" !/#7"$(+ ’.%" !6#7$56#7"$(?’A%" !/#7$(;由上面两个不等式便得式#,$成立-
用上述" 的证明方法可推出 ’A%" !/#7"$(9";
要证明7" #8!只需证明/#7"$#53便可;事实上!对任意的A% #3? 和"("!由式#!$的第&个不

等式可得 ’"A%!/#7"$(+ ’A%" !/#7"$(;因上式对所有的"("都成立!所以必有 ’A%!/#7"$(+";
由于3为闭锥!故有/#7"$#53;

=!>?)#-3@可微假设下广义鞍点的性质

当目标映射和约束映射在广义鞍点处满足/012345可微时!广义鞍点具有下述性质-
定理"!设8"0是由式#&$确定的非空集合!若.%" #2?!#7"!A%" $#0B3? 为#ELW$关于.%" 的鞍

点!并且6和/在7" #0是/012345可微的!则有 ’.%" !6E7"#7$(?’A
%
" !/E7"#7$(9"!*7#0;

证明!因 为 #7"!A%" $为#ELW$关 于.%" 的 鞍 点!由 定 理&中 的 # 可 得 式#,$成 立!且 有 ’A%" !

/#7"$(9"和7" #8;因此 ’.%" !6#7$56#7"$(?’A%" !/#7$5/#7"$()"!*7#0;
由于上式中7是任意的!因此对任意的7#0和F("有

’.%" !#6#7"?F7$56#7"$$)F(?’A%" !#/#7"?F7$5/#7"$$)F()"!;
令F$"!可得 ’.%" !6E7"#7$(?’A

%
" !/E7"#7$()"!!!*7#0!;

再由式#*$得到 ’.%" !6E7"#7$(?’A
%
" !/E7"#7$(+"!!!*7#0!;

因此 ’.%" !6E7"#7$(?’A
%
" !/E7"#7$(9"!!!*7#0!;
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A!广义鞍点的锥分离性质

设G "!为非空集合!用8:>2"G#!8:"G#和8;"G#分别表示由G生成的锥$由G生成的凸包和G 的

闭包-
定理#!设8是由式"&#确定的非空集合!7" #8!记D 9 %"6"7#!/"7##&7#0’;

" 若.%" #=>12?!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"ELW#关于.%" 的鞍点!则有

8;"8:>2("6"7"#!"#5D 52B3)#/ "2B%"’#9 ""!"#!; "##

!!# 若.%" #2?,%"’!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"ELW#关于.%" 的鞍点!则有

8:>2("6"7"#!"#5D 52B3)/ "=>12B%"’#9>!; "%#

!!证明!!" 假设存在.%" #=>12?!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"\W#关于.%" 的鞍点!根据定义&有式"!#
成立!又由定理&中的 # 还有 ’A%" !/"7"#(9"!若式"##不成立!则应有0.&"且

"0.!"##8;"8:>2("6"7"#!"#5D 52B3)#/ "2B%"’#!;
此时就有 ’.%" !0.(?’A%" !"(9’.%" !0.(("!;
又根据泛函.%" 和A%" 的连续性!必存在".E!AE##8:>2("."!"#5D 52B3)使得 ’.%" !.E(?’A%" !

AE((";此即是存在"("!7& #0及"H&!I&##2B3使得

’.%" !""6"7"#56"7&#5H&#(?’A%" !""5/"7&#5I&#(("!;
由于 ’.%" !5H& (+"!’A%" !5I& (+"!所以""’.%" !6"7"#56"7&#(?’A%" !5/"7&#(#(";
所以有 ’.%" !6"7"#((’.%" !6"7&#(?’A%" !/"7&#( !;
因 ’A%" !/"7"#(9"!故有 ’.%" !6"7"#(?’A%" !/"7"#((’.%" !6"7&#(?’A%" !/"7&#( !;
这与式"!#矛盾-

# 若.%" #2?,%"’!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"ELW#关 于.%" 的 鞍 点!假 设 式"%#不 成 立!则 必 有

0.#=>12使 "0.!"##8:>2("6"7"#!"#5D 52B3)/ "=>12B%"’#!;
从而 ’.%" !0.(?’A%" !"(9’.%" !0.(("!;
用完全类似于" 证明方法可得到上式与式"!#矛盾-

定理$!设8是由式"&#确定的非空集合!7" #8!记D 9 %"6"7#!/"7##&7#0’;

" 若.%" #=>12?!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"ELW#关于.%" 的鞍点!则有

8;"8:("6"7"#!"#5D 52B3)#/ "2B%"’#9 ""!"#!; "+#

!!# 若.%" #2?,%"’!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"ELW#关于.%" 的鞍点!则有

8:("6"7"#!"#5D 52B3)/ "=>12B%"’#9>!; "X#

!!证明!"!#的证明与定理*中"的证明类似-假设存在.%" #=>12?!A%" #3? 使得"7"!A%" #为"\W#关

于.%" 的鞍点!根据定义&式"!#成立!又由定理&中的 # 还有 ’A%" !/"7"#(9"!若式"+#不成立!则应有

0.&"且 "0.!"##8;"8:("6"7"#!"#5D 52B3)#/ "2B%"’#!;
此时就有 ’.%" !0.(?’A%" !"(9’.%" !0.(("!;
又根据泛函.%" 和A%" 的连续性!必存在".E!AE##8:>2("."!"#5D 52B3)使得 ’.%" !.E(?’A%" !

AE((";此即是存在"!#("!7&!7! #0及"H&!I&#!"H!!I!##2B3使得

!! ’.%" !""6"7"#56"7&#5H&#(?’A%" !""5/"7&#5I&#(?

’.%" !#"6"7"#56"7!#5H!#(?’A%" !#"5/"7!#5I!#(("!;
由于 ’.%" !5H&5H! (+"!’A%" !5I&5I! (+"!所以

!!""’.%" !6"7"#56"7&#(?’A%" !5/"7&#(#?#"’.%" !6"7"#5

6"7&#(?’A%" !5/"7&#(#("!;
上式必有一括号中的项大于零!不妨设""’.%" !6"7"#56"7&#(?’A%" !5/"7&#(#(";
所以有 ’.%" !6"7"#((’.%" !6"7&#(?’A%" !/"7&#( !;
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因 ’A%" !/"7"#(9"!故有 ’.%" !6"7"#(?’A%" !/"7"#((’.%" !6"7&#(?’A%" !/"7&#(;这与

式"!#矛盾-

参考文献!

$&% ]4N4@3!)=>VD92>V-E92/2>2G3;=T2@6Q1=P3;=1MD:>@=1=:>I:<L4;1=:RS281=B2WG:VG3PP=>VWG:R;2P=>E:Q:;:V=83;
\281:G(Q382$Z%-ZL3197>3;7QQ;!!"",!!’""&#&*%*$*+!-

$!% N3>V?=>P=>!E2:[ )!N3>V?=3:̂=-F:12_43;=1M<:G3D;3II:<F:>@=<<2G2>1=3R;2 L4;1=:RS281=B2WG:VG3PP=>V
WG:R;2PI$Z%-Z:4G>3;:<L3192P31=83;7>3;MI=I3>@7QQ;=831=:>I!!"""!!#!"*#&’’’$&""#-

$*% ?4N=9:>V!)=4(3>M3>V-6Q1=P3;=1MD:@=81=:>I3>@_43;E92:G2PI:<3D;3II:<F:>IP::19WG2=>B25WG:VG3PP=>V$Z%-
Z:4G>3;:<?=@=3>A>=B2GI=1M!!""!!!’"##&%’X$+"&-

$,% )=‘9:>V<2=-)3VG3>V=3>L4;1=Q;=2GI!(3@@;2W:=>1I3>@_43;=1M=>\281:G6Q1=P=T31=:>:<(21\3;42@L3QI$Z%-Z:4G>3;
:<6Q1=P=T31=:>E92:GM3>@7QQ;=831=:>I!&’’+!!&#"&#&!’+$*&%-

$#% )=4(3>M3>V-a282>1_2B2;:QP2>1I:<D:>B25Y4>81=:>I$Z%-Z:4G>3;:<?=@=3>A>=B2GI=1M!&’’"!&+"&#&%*$%’-
$%% ]4N4@3!)=>VD92>V-D:>>2812@>2II:<D:>2(4Q2GK<<=8=2>1W:=>1I21I=>):83;;MD:>B25E:Q:;:V=83;(Q382I$Z%-

Z:4G>3;:<6Q1=P=T31=:>E92:GM3>@7QQ;=831=:>I!!"""!&"+"!#&,**$,,%-
$+% L:;9:/7!‘3<<3G:>=7-6>192F:1=:>:<WG:Q2GK<<=8=2>8M=>\281:G6Q1=P=T31=:>$Z%-Z:4G>3;:<6Q1=P=T31=:>E92:GM

3>@7QQ;=831=:>I!&’’,!X!"&#&&$!&-
$X% N2N)-_$=>B25=1M3>@6Q1=P3;=1MD:>@=1=:>I$Z%-ZL3197>3;7QQ;!&’’&!&%!"&#&!,!$!,’-
$’% E3>3U3E-(:P2K5=I12>82E92:G2PI<:GD:>2(3@@;2W:=>1I:<\281:G$B3;42@Y4>81=:>I=>J><=>=12$@=P2>I=:>3;$Z%-

Z:4G>3;:<6Q1=P=T31=:>E92:GM3>@7QQ;=831=:>I!&’X+!%!"&#&&!+$&*X-
$&"%N4D93:!N4Z=3>-6>192(1G4814G2I:<192(21:<(3@@;2W:=>1I$Z%-6aEG3>I381=:>I!!"""!,"&#&+&$+,-

!编辑"齐淑娟#!!

!上接第,+X页"

其中+"(!J#和K"(!J#分别为加噪声的图像与平滑后后和图像!+"(!J#9 1
G5&

(9"
1
L5&

J9"
+"(!J" ## "GL#;从实验

结果可见!文中方法的主客观效果都得到了一定的改善!见图&-
表!!不同扩散过程%&’(图像增强效果的比较

噪声图像 式"##7L 式"%#[:G>QG:RI1 式"+#D7 式"’#方法

,Fa’@O &&-’,,& &%-!!’+ &%-&%%& &%-&!## &+-"X#+
CL(K X-"*"% ,-’"*& ,-’*’& ,-’%!! ,-,,!’
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