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三点弯曲蠕变试验中裂缝扩展
的有限元计算分析

金丰年　浦奎英
(南京工程兵工程学院　南京　210007)

提要　应用破坏接近度的概念, 将压应力作用下的非线性粘弹性模型扩张成了拉应力作用下

的岩石力学模型。应用该模型, 对三点弯曲蠕变试验中裂缝的扩展过程进行了有限元计算,

发现裂缝扩展随时间的变化与应力—应变曲线的形状, 尤其是强度破坏点以后的曲线形状密

切相关。
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1　引言

对于岩石力学中的裂缝扩展问题, 基于弹塑性和粘弹性理论的研究已进行得比较多。

但是弹塑性理论的研究结果无法说明裂缝扩展的全过程, 考虑时间效应的研究, 则较多利

用了线性粘弹性模型。而根据最近的实验结果[ 1- 5 ] , 岩石具有较强的非线性特性这一点,

已越来越明确。

O kubo 等[ 1 ]通过岩石的压缩试验, 得出了岩石强度随载荷速度增加而增加, 强度与载

荷速度的 1ö(n + 1) 次方成正比的结果; 并在综合分析载荷速度效应、卸载、蠕变和应力松

弛等试验结果的基础上, 提出了非线性粘弹性本构方程式, 即

Ε= ΚΡ
dΚöd t = aΡnΚm (2)

式中, Κ称作可变模量, 简称模量, a 为常数, n 为表示载荷速度效应的参数, m 表示应力应

变曲线形状的参数。该模型能够较好地描述压应力作用下岩石的变形破坏特征。文[ 6 ]应

用该模型对圆形隧洞的有限元计算结果, 则较好地反映了隧洞围岩的变形破坏特征。

由岩石三点弯曲载荷速度效应的试验结果可以知道, 断裂韧性 K m ax 和断裂模量 Ρb 随

加载位移速度增加而增加, 与位移速度的 1ö(n + 1) 次方成正比, 基于此试验结果提出的

裂缝扩展力学模型表示如下[ 4 ]:

d (∃a) öd t = K nöA (3)

式中, ∃a 为裂缝扩展, K 为应力强度因子, A 为与 ∃a 有关的系数。

Fuku i 等[ 5 ]在三点弯曲蠕变试验的基础上, 研究了不同蠕变应力水平下裂缝扩展和裂

缝扩展速度随时间的变化规律, 得出了与式 (3)相类似的描述裂缝扩展的表达式, 即
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　　　　　　　　　　　　 d (∃a) öd t = K n [C 1 (∃a) - m + C 2 ] (4)

式中, C 1、C 2 为常数。

笔者则在单轴拉伸试验的基础上, 得出了非弹性应变 Ε2 与应力 Ρ 之间的相互关系[ 8 ] ,

即

dΕ2öd t = Ρn [C 1Ε- m
2 + C 2 ] (5)

上式关系与式 (4) 非常相似。这说明非弹性应变的增加与受拉裂缝的扩展密切相关, 并具

有十分相似的规律性。

上述模型在解释试验现象和试验结果时, 均有较高的理论价值, 但若要应用于描述岩

石裂缝扩展的有限元计算分析, 尚有一定的困难。为此, 本文应用破坏接近度的概念, 将

压应力作用下的本构方程式 (1)和 (2)扩张成了拉应力作用下的岩石力学模型。应用该模型

对三点弯曲蠕变试验中裂缝的扩展过程进行了有限元计算, 分析了裂缝扩展随时间的变

化, 并与试验结果相比较进行了讨论。该本构模型, 假定应力作用下的岩石模量随时间的

增长而逐渐增长, 其主要特点是能够较好地描述岩石破坏后的特征。计算所需参数为以下

6 个: 单轴压缩强度C o, 单轴拉伸强度 T o, 初始模量 Κ0, 泊松比 Μo, 表示载荷速度效应的参

数 n , 以及表示应力—应变曲线形状的参数m 。上述参数通常可以由单轴压缩试验和单轴

拉伸试验确定[ 1, 3 ]。

2　岩石的力学模型

2. 1　破坏接近度

如果将任意应力状态与破坏应力状态的接近程度, 称作破坏接近度则在单轴应力作用

下的破坏接近度就等于应力与强度之比。在多轴应力状态下, 计算方法则各不相同。

图 1　莫尔应力圆和抛物型包络线

F ig. 1　M oh r′s stress circle and parabo la envelope

　　本文采用的是众所周知的 Fairhu rst [ 7 ]基

于莫尔抛物型包络线破坏准则所提出的二维

应力状态下的破坏接近度, 参照图 1 所示, 简

单叙述如下:

若假定破坏条件为抛物型包络线

Σ2 = ΒT o (T o - Ρ) (6)

式中, Β为无量纲常数, T o 为单轴拉伸强度。

于是, 与任意应力状态 (Ρ1, Ρ2) 的应力圆相切

的抛物线可写成

Σ2 = ΒT (T - Ρ) (7)

定义破坏接近度为

S =
T
T o

(8)

其中, T 为主应力 Ρ1, Ρ2 以及参数 Β的函数。

当 (Β - 1) Ρ1 + Ρ2 ≤ 0 时, 压缩破坏

·25· 岩石力学与工程学报 1997 年



T =
- 1

Β - 4
[ (Ρ1 + Ρ2) + (Ρ1 + Ρ2) 2 - (Ρ1 - Ρ2) 2 +

4
Β (Ρ1 - Ρ2) 2 ] (9)

当 (Β - 1) Ρ1 + Ρ2 > 0 时, 拉伸破坏

T = Ρ1 (10)

其中,

Β =
C o

T o
+ 2 - 2

C o

T o
+ 1 (11)

式中, C o 为单轴压缩强度。

2. 2　本构方程式

压应力作用下的岩石力学模型, 即式 (1)与式 (2) , 在三维应力状态下的具体应用已在

文献[6 ]中进行了讨论。以下则考虑适用于拉应力作用下的本构模型。假定模量 Κ的增加速

度与破坏接近度S 的 n 次方成正比, 并随着Κ的增加, 与Κ的m 次方成比例地加速增大。其

基本方程式给出如下:

Ε3 = Κ3 Ρ3 (12)

dΚ3 öd t = asnΚ3 m (13)

a =
1
to

( m
n + 1

) m ö(n- m + 1)

其中, Κ3 、Ρ3 和 Ε3 分别为对初始模量 Κo、强度 T o 和破坏应变无量纲化的模量、应力和应

变。to 为定应变速度试验中, 达到强度破坏所需要的时间, 这里将 to = 120 s作为标准值。S

则为破坏接近度, 其定义如式 (8)。

另外, 大多数岩石的试验结果表明, 泊松比 Μ随着变形破坏的进行而增加, 本文采用

下式模拟该现象[ 6 ]:

Μ= 0. 5 -
0. 5 - Μo

Κ3 (14)

2. 3　说明

由式 (12)微分可得

dΕ3

d t
= Κ3 dΡ3

d t
+ Ρ3 dΚ3

d t
(15)

将式 (13)代入上式即得

dΕ3

d t
= Κ3 dΡ3

d t
+ Ρ3 asnΚ3 m (16)

式中, 破坏接近度 S , 由其定义可知, 为应力的函数。因而当 n > 1 时, 上式中的应变速度

与应力成明显的非线性关系, 故由式 (12)和 (13) 所构成的本构模型, 称作为非线性粘弹性

本构模型。

本文模型能较好地描述岩石强度的载荷速度效应, 强度与载荷速度的 1ö(n + 1) 次方

成正比。该结果在单轴压缩[ 1 ]、三轴压缩[ 2 ]、单轴拉伸[ 3 ]、压裂受拉[ 3 ]和三点弯曲试验[ 4 ]中

均已得到了较好的证实。其次, 该模型能反映蠕变寿命与蠕变应力的 n 次方成反比的关

系, 这一点在岩石的蠕变试验中也已得到证实。另外 , 如图 2 所示, 当本构方程式中的参

·35·第 16 卷　第 1 期 金丰年等: 三点弯曲蠕变试验中裂缝扩展的有限元计算分析



数 n 为一定, 而m 增大时, 强度破坏点以后的应力下降变为加快, 即m 值能较好地表现强

度破坏点以后岩石的破坏特性。

图 2　由不同m 值计算得到的

单轴拉伸试验的应力—应变曲线

F ig. 2　Calcu lated stress2stra in cu rves in

un iax ial ten sion fo r defferen t m

3　有限元计算

计算模型如图 3 (a) 所示, 断面为正方形的

梁, 长 225 mm、高和宽均为 48 mm , 梁下侧中央

部位有一加工裂缝, 长 a= 15 mm。该梁在一集中

力 P= 0. 6 kN 作用下进行蠕变试验。因梁模型左

右对称, 故可取左端部分A B CD 作为计算对象,

单元划分示意如图 3 (b)。该模型与三点弯曲蠕变

试验[ 5 ]的试件基本相近, 只是试验中加工裂缝的

先端为曲率半径为 0. 2 mm 的圆孤, 从而减少了

应力在裂缝先端的高度集中。计算模型先端则无

圆孤连接, 为一直角平头。计算所用参数与试验

所用安山岩的材料参数相同[ 5 ]。单轴压缩强度 C o

= 89 M Pa, 单轴拉伸强度 T o = 4. 94 M Pa, 杨氏

模量 E = 1öΚo = 21. 0 GPa, 泊松比 Μo = 0. 13。另

外, 根据安山岩的载荷速度效应试验结果[ 1- 4 ] , 载荷速度效应参数 n 为 35, 应力—应变曲

线形状参数m 为 20。

　　　　　　　　　　 (a) 梁的模型示意 　　　　　　　　　　　　　　　　 (b) 单元划分示意

图 3　三点弯曲蠕变试验梁的计算模型

F ig. 3　Calcu lat ing model of specim en in th ree2po in t2bending creep test

有限元计算过程, 可分为以下四步:

第一步, 输入数据, 给各单元赋予参数的初值C o, T o, Κo, Μo, n , m ;

第二步, 通过有限单元法, 计算各单元的应力和应变;

第三步, 计算 T , S , 然后代入式 (13) 计算时间间隔 ∃ t = 1s 内模量 Κ3 的变化量 ∃Κ3 ,

由 Κ3 = Κ3 +
dΚ3

d t
∃ t 求得新的 Κ3 值, 并赋值各单元。同时由式 (14) 计算新的泊松比 Μ, 并

赋值各单元;
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第四步, 输出计算结果, 并令 ∃ t = 1. 1∃ t, 然后返回第二步。以下只需循环计算, 直到

满足计算要求。

图 3 所示的试验梁, 在集中力 P 的作用下, 由于初始加工裂缝的存在, 在裂缝先端将

造成应力集中, 从而导致该初始裂缝的扩展, 并在其先端近旁产生新的微裂缝, 形成裂缝

扩展损伤区域, 该区域的模量 Κ将明显增大。若将 Κ增加至 10 倍 Κo 以上的区域称之为裂缝

扩展损伤区域, 则该区域随时间变化的计算结果如图 4 所示, 其中 n = 35, m = 5, 区域边

界由损伤单元光滑连接而成。另外, 为了清晰起见, 该图仅取梁中央部分 (长 20 mm ×高

48 mm )来标出裂缝扩展损伤区域, 初始裂缝居中, 左右各为 10 mm。需要说明的是, 由于

初始裂缝开口的变形, 其量不超过 100 Λm , 故在图中没有明显标出, 这将在下面具体给

出。由图 4 可见, 裂缝扩展损伤区域表现为, 其长度和面积随时间的增长而扩大。在图 5

中, 则给出了不同m 值情况下的计算结果, 图中尺寸与图 4 相同。m 值越大, 表示岩石的

脆性程度越高。从图5可以看出, m 值大的裂缝扩展损伤区域比m 值小的损伤区域小。m =

20 时, 相对脆性的岩石 (如安山岩) , 裂缝扩展损伤区域的幅宽为数 dm m , 而m = 10 时, 相

对延性的岩石, 损伤区域的幅宽则达到 10 dm m 以上。

图 4　裂缝扩展损伤区域随时间变化的计算结果

F ig. 4　Calcu lated failu re region of

crack ex tension w ith t im e

图 5　由不同m 值计算得出的裂缝扩展损伤区域

F ig. 5　Calcu lated failu re region of

crack ex tension fo r defferen t m

　　图 6 为裂缝开口变形随时间变化的计算结果, 横轴取时间 t 的对数。开口变形最初缓

慢增加, 经一定时间后速度逐渐增快而导致最终的破坏。图 7 则在两对数坐标中给出了裂

缝开口变形速度 ∆α与时间 t 的关系。梁承载以后的一段时间内, 开口变形速度为逐渐减小。

经过一定时间后, ∆α—t 曲线逐趋水平, 当∆α在某一时刻达到最小以后, 则开始迅速增加, 以

致破坏。由图6和图7可以看出, 裂缝开口变形随时间的变化也与m 值有关, 也即与岩石达

到强度破坏点以后的特性, 或者说应力—应变曲线的形状直接相关。m 值较大时, 裂缝开

口变形的速度较快, 达到破坏的时间较短。

图 8 中, 给出了裂缝长度 a 随时间变化的计算结果。裂缝长度 a 随时间的增长而增加,

其变化趋势与裂缝开口变形 ∆基本相似, 最初较缓慢, 随后则迅速增加而至最终破坏。裂

缝长度 a 随时间的变化也同样与m 值密切相关。其影响结果与裂缝开口变形 ∆的情形基本
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一致。

图 6　裂缝开口变形随时间变化的计算结果

F ig. 6　Calcu lated increase of

crack open ing w ith t im e

图 7　裂缝开口变形速度随时间的变化

F ig. 7　Calcu lated increase rate of

crack open ing w ith t im e

图 8　裂缝长度随时间变化的计算结果

F ig. 8　Calcu lated increase

of crack length w ith t im e

4　与试验结果的比较

图 9～ 11 为安山岩三点弯曲的蠕变试验结果[ 5 ]。

图 9 为裂缝开口变形随时间的变化, 图中 4 条曲线分

别由 4 个试件的试验而测得。图 10 为裂缝开口变形

速度随时间变化的结果。图 11 则为裂缝长度随时间

的变化。

由试验结果与计算结果的比较可知, 裂缝开口变

形和裂缝长度随时间的变化趋势, 计算结果与试验结

果基本一致。这说明本文方法在再现裂缝扩展过程的

应用上具有相对的合理性和可行性。不过, 就定量角

度来看, 计算所得曲线与试验曲线并不完全吻合。究

其原因, 主要有以下三点: (1) 计算模型中的加工裂

缝, 如上节所述, 与试验用试件的加工裂缝有所不

同, 计算模型裂缝先端为一直角平头, 容易形成较高的应力集中, 并因此造成应力分布情

况的不同, 从而导致计算与试验之间的差异。 (2) 供试验所用的岩石试件, 除含加工裂缝

之外, 其本身实际上还含有许多微裂隙, 并非理想的均质各向同性的连续介质。但在计算

中则没有考虑该方面的影响。从而也导致了差异的存在。 (3) 误差来自本构模型和破坏准

则。拉应力作用下岩石的本构模型和破坏准则尚未完善, 本文提出和应用破坏接近度的概

念来模拟拉应力作用下岩石的变形破坏特性, 是一种新的尝试, 今后仍有待于进一步的研

究和探讨。
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图 9　裂缝开口变形随时间变化的试验结果

F ig. 9　M easu red increase of crack

open ing w ith t im e

图 10　裂缝开口变形速度随时间的变化

F ig. 10　M easu red increase rate of

crack open ing w ith t im e

图 11　裂缝长度随时间变化的试验结果

F ig. 11　M easu red increase of crack

length w ith t im e
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SIM ULAT ION OF CRACK EXTENSION IN

THREE-PO INT-BEND ING CREEP TEST

J in Fengn ian　Pu Ku iying
(N anj ing E ng ineering Institu te, 　N anj ing　210007)

Abstract　C rack ex ten sion is rela ted to t im e2dependen t behaviou r, and is one of the basic

p rob lem s in the field of rock m echan ics. In th is paper, by u sing fa ilu re severity concep t, a

non2linear rheo log ica l m odel in com p ression is developed in to new m odel in ten sion. T h is

m odel has been app lied to sim u la te the crack ex ten sion in th ree2po in t2bending creep test.

By com parison w ith test resu lts, d iscu ssion w as carried ou t. It is found tha t crack ex ten2
sion w ith t im e is clo sely rela ted to the shape of st ress2st ra in cu rve, especia lly the descend2
ing cu rve in po st fa ilu re reg ion.
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中国岩石力学与工程学会 (国际岩石力学学会中国国家小组)

申办第十届国际岩石力学大会

根据国际岩石力学学会的章程, 国际岩石力学学会中国国家小组申办 2003 年在北京召开第十届国际

岩石力学大会, 这是进入信息时代的 21 世纪的第一次国际岩石力学大会。

近年来, 中国经济建设持续稳步发展, 诸如三峡水利水电工程和南水北调工程这样的巨大型岩石工

程已经成功在建。大会前后将组织代表们实地考察这些工程, 以便与会代表不仅从会议论文集, 也能从

工程现场观察到与重大工程相关的许多棘手的岩石力学问题。此外, 北京是著名的旅游城市, 与会代表

可以在此观光和领略典型的东方文化。

这次大会的主题为“21 世纪岩石力学与岩石工程的机遇和挑战”。

(摘译自中国岩石力学与工程学会申办该国际会议的报告)
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