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基于显式垂直比例因子的显式
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摘　要　在前人工作的基础上对分形插值方法作了详细的探讨，给出了分形插值函数的显式表达方式．在量纲分析

的基础上给出了垂直比例因子的局部显式表达式，旨在提高地震道插值重建的精度及突出局部信息，并从单道地震

图的角度分析其在地震道插值重建中的应用效果．研究了垂直比例因子的变化对分形插值精度的影响．数值实验表

明，随着垂直比例因子的增大，分形垂直的误差逐渐增大，二者之间呈显出指数增长的趋势．该法克服了随机分形插

值方法必须进行多步迭代的弱点，提高了计算效率．通过对理论地震道插值重建的分析，说明了本文分形插值方法的

高精度和高效率．本文提出的显式分形插值方法既能够突出地震道数据的局部信息，又较好地保持了地震道数据的

总体变化趋势．
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０　引　言

上世纪７０年代 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ在文献［１］中首次

提出分形的概念，而分形概念的提出正是从自然界

的无规则方面提出来的，因此用分形来研究自然界

形态就成为可能．１９８６年美国数学家 Ｍ．Ｆ．Ｂａｒｎｓ

ｌｅｙ在文献［２］中首先提出分形插值的概念，这给出

了拟合数据的一种新思想，在地震学研究和地震数

据处理中显示了新的应用前景．在文献［３～５］中可

以见到分形的随机生成方法的研究．但是，用随机方

法生成的分形通常不能满足实际研究工作的需要．

在实际工作中，往往已知研究对象的部分信息，需要

通过这些部分信息和特征，拟合出研究对象的局部

形态，从而对研究对象的局部细节进行研究，这就需

要用到分形插值的理论和方法．地震学的数据由于

各种原因，往往出现道缺失或数据异常的现象，如何

根据有用信息来恢复缺失的信息一直是困扰勘探地

震工作者的一个问题．前人曾提出了多种数据重建

方法［６～１２］，但这些方法有的需要对同相轴进行静校

正，有的需要在频率域进行，有的计算量太大，耗费

计算资源太严重等，然而分形插值方法给出了一种

更高精度和更高效率的解决方案．在文献［１３～１８］

中可以看到分形插值的具体实现及其应用的研究．

但在此类研究中，通常用随机方法生成的分形，由于

垂直比例因子为一常数，对局部信息不甚敏感，因而

插值精度颇受局限，局部信息损失较大．本文从一个

新的角度给出了分形插值函数的显式表达并根据量

纲分析的方法给出了垂直比例因子的显式表达形

式，旨在提高地震道插值重建的精度及突出局部信

息，并从单道地震图的角度分析其在地震道插值重

建中的应用效果．同时定性研究了垂直比例因子的

变化对分形插值精度的影响．

１　分形插值的理论基础

我们称具有如下形式的点集为数据集

｛（狓犻，犉犻）∈犚
２：犻＝０，１，２，…，犖｝， （１）

其中狓０＜ … ＜狓犖 ；相应于此数据集的插值函数是

一个满足插值条件犳（狓犻）＝犉犻，犻＝０，…，犖的连续

函数犳：［狓０，狓犖］→犚．点 （狓犻，犉犻）∈犚
２ 叫做插值

点，我们说函数犳插值于这些数据．

我们知道，犚２上迭代函数系统ＩＦＳ的吸引子通

常是分形，从而我们可以构造一个犚２上的迭代函数

系统，使 其 吸 引 子 恰 为 插 值 于 给 定 数 据 集

｛（狓犻，犉犻）：犻＝０，１，…，犖｝的连续函数

犳：［狓０，狓犖］→犚的图像．

本文提出的显式分形插值是基于迭代函数系统

（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＦｕｎｃｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍｓ，ＩＦＳ）理论而实现的．

迭代函数系统的构造方法如下［１９］：

给定闭区间Ω＝［狓０，狓犖］犚，令犪≤狓０＜狓１

＜ … ＜狓犖 ≤犫是Ω 的一个划分，其中犖 ≥２．令

狔１，狔２，…，狔犖 是任意一组实数，数据集 ｛（狓狀，狔狀）∈

Ω×犚，狀＝０，１，２，…，犖｝．

记Ω狀 ＝［狓狀－１，狓狀］，犓＝Ω×［犪，犫］，（－∞ ＜犪

＜犫＜ ∞），令犔狀：Ω→Ω狀是一个压缩同胚，满足条

件

犔狀（狓０）＝狓狀－１，犔狀（狓犖）＝狓狀 ． （２）

并且对某个０＜犾狀 ＜１，有

犔狀（犮１）－犔狀（犮２）≤犾狀 犮１－犮２ ，犮１，犮２ ∈Ω

（３）

连续函数犉狀：犓 → ［犪，犫］，狀∈ ｛１，２，…，犖｝满

足条件

犉狀（狓０，狔０）＝狔狀－１，犉狀（狓犖，狔犖）＝狔狀 （４）

并且对某个０＜狇狀 ＜１，有

犉狀（犮，犮１）－犉狀（犮，犮２）≤狇狀 犮１－犮２ ，

　　　　犮∈Ω；犮１，犮２ ∈ ［犪，犫］ （５）

定义映射ω狀：犓 →犓 为

ω狀
狓

犳（狓（ ））＝
犔狀（狓）

犉狀（狓，狔
（ ）），

　　　　狀∈ ｛１，２，…，犖｝， （６）

则 犓；ω狀，狀＝１，２，…，｛ ｝犖 构成一个迭代函数系

统．

若存在Ω上的连续函数犳，使得犳的图像

犌＝犌狉犪狆犺（）犳 ＝ 狓，犳（狓（ ）） 狓∈｛ ｝Ω

是迭代函数系统 犓；ω狀，狀＝１，２，…，｛ ｝犖 的不变

集，即 Ｇ ＝ ∪ ｎ＝１
Ｎ
ωｉ（Ｇ），并且有犳（狓狀）＝狔狀 ，

狀＝１，２，…，犖 ．我们称这样的函数犳 是对应于

犓；ω狀，狀＝１，２，…，｛ ｝犖 的分形插值函数（Ｆｒａｃｔａｌ

ＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，简称ＦＩＦ）．

一般情况下，我们取犔狀（狓）和犉狀（狓，狔）为线性

函数，此时映射（６）可取为仿射变换的形式

ω狀
狓（）狔 ＝

犪狀 ０

犮狀 犱

烄

烆

烌

烎狀

狓（）狔 ＋
犲狀

犳
（ ）
狀

，

　　　　　狀＝１，２，…，犖 （７）

此时有

犔狀（狓）＝犪狀狓＋犲狀 ，

犉狀（狓，狔）＝犮狀狓＋犱狀狔＋犳狀 ．

根据（３）和（５）可知 犪狀 ＜１，犱狀 ＜１，从而变换

（７）是一个压缩变换．系数犪狀 、犮狀 、犲狀 和犳狀 由

６８０１
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ω狀（狓０，狔０）＝ （狓狀－１，狔狀－１）和ω狀（狓犖，狔犖）＝ （狓狀，狔狀）

确定．犱狀 ＜１是自由变量，称为垂直比例因子．此

时由迭代函数系统所确定的分形插值函数，我们称

之为自仿射分形插值函数．

２　分形插值成立的条件及稳定性分析

任何插值方法都必须满足一定的条件，分形插

值方法也不例外．下面就给出分形插值成立的条

件［２０］．

设ＩＦＳ：｛犓，ω狀：狀＝１，２，…，犖｝及犳（狓）如前

定义，那么犌＝ ｛（狓，犳（狓））：狓∈Ω｝是该ＩＦＳ的唯

一吸引子的充要条件为：

犉狀（狓，狔）＝犳（犔狀（狓））， （８）

对一切狀∈ ｛１，２，…，犖｝成立．

假设迭代函数系统、仿射变换如前所述．因为勘

探地震学中的地震道一般都是等距的，所以这里考

虑等距插值问题，即

狓狀－狓狀－１ ＝
１

犖
（狓犖 －狓０），

　　狀＝１，２，…，犖 ，狓０ ＜狓１ ＜ … ＜狓犖 （９）

设 （狓０，狔０），（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓犖，狔犖）和 （狓０，

狔′０），（狓１，狔′１），（狓２，狔′２），…，（狓犖，狔′犖）是两组等距

插值节点，用前面方法得到的分形插值函数分别为

犳和狆，那么我们有

犳－狆≤
１＋犱
１－犱

ｍａｘ｛狘狔狀－狔′狀狘：狀＝０，１，２，…，犖｝．

（１０）

从上面的叙述可以看出，当插值节点有一个小

的扰动时，其对应的分形插值函数也仅仅有一小小

的扰动，即分形插值是稳定的．这个结论就是垂直比

例因子变化时分形插值的稳定性条件［２１］．

３　垂直比例因子的选取方法及其变化对分

形插值精度的影响

为了研究垂直比例因子对分形插值精度的影

响，本文以函数曲线狔＝ｓｉｎ
３狓和Ｒｉｃｋｅｒ子波函数

犳（狋）＝ ［１－２（π犵狋）
２］ｅ－

（π犵狋）
２

为实验函数，分析随垂

直比例因子犱狀 的变化，分形插值误差的变化趋势．

首先看垂直比例因子取具体数值的情形．

表１是函数曲线狔＝ｓｉｎ
３狓分形插值拟合中，垂

直比例因子犱狀 和相应的误差数据．图１表示的是

狔＝ｓｉｎ
３狓对应于不同垂直比例因子的分形插值拟

合曲线，图２是拟合误差随垂直比例因子犱狀 的变化

而变化的曲线．

表１　垂直比例因子和相应的插值误差（狔＝ｓｉｎ
３狓）

犜犪犫犲犾１　犞犲狉狋犻犮犪犾狊犮犪犾犻狀犵犳犪犮狋狅狉狊犪狀犱狋犺犲犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵

犻狀狋犲狉狆狅犾犪狋犻狅狀犲狉狉狅狉狊

犱狀 ０．０５０．１５０．２５０．３５０．４５０．５５０．６５０．７５０．８５０．９０

ｅｒｒｏｒ（％）０．０３０．０９０．１８０．２９０．４５０．６７１．０２１．６５３．１２４．９６

图１　不同垂直比例因子对应的分形

插值拟合曲线（狔＝ｓｉｎ
３狓）

Ｆｉｇ．１　Ｆｒａｃｔａｌｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ（狔＝ｓｉｎ
３狓）

图２　拟合误差随垂直比例因子的变化

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｔｈｅ

ｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ

表２是Ｒｉｃｋｅｒ子波函数曲线

犳（狋）＝ ［１－２（π犵狋）
２］ｅ－

（π犵狋）
２
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分形插值拟合中，垂直比例因子犱狀 和相应的误差数

据．图３表示的是Ｒｉｃｋｅｒ子波函数对应于不同垂直

比例因子犱狀 的分形插值拟合曲线，图４是拟合误差

随垂直比例因子犱狀 的变化而变化的曲线．

表２　垂直比例因子和相应的插值误差（犚犻犮犽犲狉函数）

犜犪犫犲犾２　犞犲狉狋犻犮犪犾狊犮犪犾犻狀犵犳犪犮狋狅狉狊犪狀犱狋犺犲犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵

犻狀狋犲狉狆狅犾犪狋犻狅狀犲狉狉狅狉狊

犱狀 ０．０５０．１５０．２５０．３５０．４５０．５５０．６５０．７５０．８５０．９０

ｅｒｒｏｒ（％）０．０１６０．０６０．１２０．２００．３００．４６０．７０１．１３２．１４３．４１

图３　Ｒｉｃｋｅｒ子波不同垂直比例因子

对应的分形插值拟合曲线

Ｆｉｇ．３　ＦｒａｃｔａｌｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆＲｉｃｋｅｒ

ｗａｖｅｌｅｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ

图４　拟合误差随垂直比例因子的变化

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｔｈｅ

ｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ

　　从上面图１和图３中可以看出，随着垂直比例

因子的逐渐增大，分形插值拟合曲线逐渐远离理论

曲线，说明随着垂直比例因子的增大，分形插值拟和

误差逐渐增大，其插值的精度逐渐降低．图２和图４

清晰地说明了这一点．从图２和图４可以看出，分形

插值的误差随垂直比例因子的增大而近似呈现出指

数增长的规律．

为了考察垂直比例因子对实验函数局部的细节

和待插值对象整体特征的影响，我们按照量纲分析

的方法选取垂直比例因子的表达式，并研究其对插

值结果整体特征的影响．

犱狀 ＝
狔狀－狔狀－１

ε· （狔ｍａｘ－狔ｍｉｎ）
２
＋（狔狀－狔狀－１）槡

２
，（１１）

其中狔ｍａｘ，狔ｍｉｎ是以待插值点为中心前后各扩展狀０

个点得到的区间中的最大和最小值．即，如果待插值

点编号为犻狆，则有狔ｍｉｎ，狔ｍａｘ ∈ ［犻狆－狀０，犻狆＋狀０］，

ε＝１．０＋ｒａｎｄｏｍ（δ），ｒａｎｄｏｍ（δ）是计算机内部的

随机函数，它用于产生一个０到１之间的随机数．由

狔狀 、狔狀－１ 体现局部信息，狔ｍａｘ、狔ｍｉｎ 体现全局信息，

而随机数的产生保证了分形本身的性质．下面我们

以Ｒｉｃｋｅｒ函数为例来进行讨论．

从下面的图５和图６可以看出，虽然垂直比例

因子的变化很剧烈，但是拟合精度仍然非常高，说明

垂直比例因子的局部变化并不显著影响拟合数据的

整体形态，而是使得局部信息更加突出．也就是说，

显式垂直比例因子分形插值方法既保留了数据整体

的分布信息，又突出了数据的局部信息．

图５　显式垂直比例因子的Ｒｉｃｋｅｒ

函数分形插值曲线

Ｆｉｇ．５　ＦｒａｃｔａｌｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｃｕｒｖｅｏｆＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ

ｗｉｔｈｅｘｐｌｉｃｉｔｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ
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图６　垂直比例因子随插值点的

变化而变化的图形

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓ

ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｐｏｉｎｔｓ

４　分形插值的实现

对于如下形式的仿射变换

ω狀
狓

犳（狓（ ））
＝
犪狀 ０

犮狀 犱

烄

烆

烌

烎狀

狓

犳（狓（ ））
＋
犲狀

犳

烄

烆

烌

烎狀

＝
犪狀狓＋犲狀

犮狀狓＋犱狀犳（狓）＋犳

烄

烆

烌

烎狀

　　　　 ＝
犪狀狓＋犲狀

犳（犪狀狓＋犲狀

烄

烆

烌

烎）

狓∈ ［狓狀－１，狓狀］． （１２）

根据分形插值成立的条件，将上式展开得到

犳（狓）＝犮狀狓＋犱狀犳（狓）＋犳狀 即

犳（狓）＝
犮狀狓＋犳狀
１－犱狀

， （１３）

系数犮狀 和犳狀 的值由ω狀（狓０，狔０）＝ （狓狀－１，狔狀－１）和

ω狀（狓犖，狔犖）＝ （狓狀，狔狀）确定．

５　数值检验

为了检验我们提出的显式分形插值方法的有效

性，我们对一个横向非均匀模型的合成共炮集记录

进行了插值处理．图７是模型几何结构示意图，表３

是相应的物理参数．我们比较了原始地震图与插值

重建道的地震图之间的精度．

图７　检验模型的几何结构

Ｆｉｇ．７　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｔｅｓｔｉｎｇｍｏｄｅｌ

表３　检验模型的物性参数

犜犪犫犾犲３　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲狋犲狊狋犻狀犵犿狅犱犲犾

介质编号 Ｃ１１（１０１０Ｐａ）Ｃ１３（１０１０Ｐａ）Ｃ３３（１０１０Ｐａ）Ｃ５５（１０１０Ｐａ） α０（ｍ／ｓ） β０（ｍ／ｓ） ε δ ρ（ｋｇ／ｍ
３）

① １．８８１６ ０．６５２８ １．８８１６ ０．６１４４ ２８００ １６００ ０．００ ０．００ ２４００

② ２．３４８９ ０．７８６９ ２．０６０５ ０．６６７０ ２９００ １６５０ ０．０７ ０．０３ ２４５０

③ ２．３８８０ ０．８２８２ ２．１３２１ ０．６８３３ ２９５０ １６７０ ０．０６ ０．０３ ２４５０

④ ３．１２３３ ０．９６４３ ２．４０２５ ０．８１００ ３１００ １８００ ０．１５ ０．０８ ２５００

⑤ ４．００６４ １．２２９５ ２．８６１７ ０．９４９９ ３３５０ １９３０ ０．２０ ０．１０ ２５５０

⑥ ３．８３２２ １．３２０２ ２．７７７０ ０．９４００ ３３００ １９２０ ０．１９ ０．１７ ２５５０

⑦ ３．５６２５ １．１６９１ ２．８７３０ ０．９７３４ ３３５０ １９５０ ０．１２ ０．０９ ２５６０

⑧ ３．３６９６ １．０７６４ ３．３６９６ １．１４６６ ３６００ ２１００ ０．００ ０．００ ２６６０
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图８　分形插值重建的地震图，（ａ）（ｂ）对应不同的偏移距

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｆｒａｃｔａｌｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，（ａ）（ｂ）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｆｆｓｅｔｓ

　　上图（ａ）、（ｂ）中黑色实线表示原始地震图，虚线

表示分形插值重建的地震图，划线表示分形插值重

建的残差．地震道重建中的误差主要来源于相位突

变点的误差，因此对误差的考查也主要从相位突变

点来考查．为了从数值上定量说明重建误差，我们利

用公式狌犈狉狉狅狉 ＝狌狋犺犲狅－狌犻狀狋犲狉定量计算了每一道的重建

误差，误差曲线如图中划线所示．从误差曲线可以看

出，个别时间节点误差稍微有点大，绝大多数节点误

差非常小．从计算结果可以看到，分形插值重建的地

震图与理论地震图之间的节点误差非常小，从而说

明我们提出的方法具有精度上的优越性．

从数值实验结果可以看出，本文提出的分形插

值方法可以很好地重建地震道，由于对垂直比例因

子采用了局部变化的策略，使得我们的方法在整体

上精度有了较大程度的提高．虽然垂直比例因子的

变化很剧烈，但是拟合精度仍然非常高，说明垂直比

例因子的局部变化并不显著影响拟合数据曲线的整

体形态，而是使得曲线的局部信息更加突出．也就是

说，我们提出的显式表达方法既保留了数据整体的

分布信息，又突出了数据的局部信息．

６　讨论和结论

（１）分形插值克服了传统的插值方法不能反映

两相邻已知点之间的局部特性的局限性．本文克服

了传统分形插值方法不能够得到各个插值点上具体

函数值的缺点，可以得到每个插值点上具体的函数

值，使得进行误差分析和优劣性评价切实可行．

（２）本文发展的显式分形插值方法，由于在每一

个局部的小区间上进行计算，克服了传统分形插值

方法必须进行多步迭代的弱点，可以一步计算到位，

提高了计算效率．

（３）由于对垂直比例因子采用了局部变化的策

略，克服了传统插值方法中整个计算过程采用同一

垂直比例因子的缺陷，并给出了垂直比例因子的显

式表达式，使得我们的方法在整体上对理论地震图

的重建精度优于传统方法．定量计算结果表明，分形

插值的误差随垂直比例因子的增大大致呈指数规律

增长．模型数值实验证明我们发展的显式分形插值

方法既能够突出数据的局部信息，又很好地保持了

原始数据的总体变化趋势．

（４）本文研究结果所影响的范围为所有与精确

插值有关的研究领域，只要是该领域的研究工作，本

方法都具有参考和借鉴意义．

致　谢　感谢中国科学院地质与地球物理研究所李

幼铭研究员和张美根副研究员的有益讨论．
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