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摘要  给出了界面问题的混合有限元提法，由该提法可导出良态、小规模的有限元方程组。对于复杂接触问题中

的某些常见的技术性难题，如大面积、非光滑接触问题、刚体位移问题等都给出了相应的处理技术。 
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1  引  言 

各类人工和天然界面的存在是岩土力学非线性

问题的主要来源之一，当然，由于接触非线性本身

就极具挑战性，所以几十年来，一直是非常活跃的

研究领域。最新的关于接触问题的算法和模型的评

论可参见文[1]。 
与计算力学相比，岩土工程中的接触问题要复

杂得多，这表现在，岩土工程中的接触通常是大面

积、非光滑的，而且还具有剪胀特性等。即使忽略

剪胀性，计算力学中所建议的一些算法如变分不等

式方法[2]和数学规化法[3]等，在求解岩土工程中的

界面问题时也会遇到某些困难，如变分不等法要求

摩擦系数充分小才能确保解的存在[4]，而数学规化

法通常要求接触面充分光滑。 
如果按单元形状进行分类，可将岩土力学中所

使用的接触单元分成三类。以二维情况为例，第一

类是分布型或 Goodman 型节理单元[5]，这类单元含

2 个以上的节点对，其主要优点是程序实现简单，

因而在应用中最为普遍。然而其缺点也非常明显：

如果采用精确积分，则可能导致“剪切锁死”现象；

如果采用缩减积分，则会使解的精度受到影响[6，7]。

第二类是“点-边”模型[7，8]，虽然这一模型可模拟

大滑移，但因求解过程中可能出现不稳定，因而尚

需做更深入地研究。第三类是 Katona 提出的“点对”

模型[9]，该模型可导出一对称的有限元方程组，然

而，当存在摩擦时，该算法收敛较慢甚至不收敛。 
至于岩土力学中界面的本构模型也可分为两

类，第一类认为接触应力和相对位移之间有非线性

的本构关系，从而可利用位移型有限元法，其代表

性论文见文[10～13]。这一类型通常要引入界面的

法向和切向刚度 Kn，Ks，一般认为适用于含充填物

的结构面，然而，无论是原位试验还是室内试验所

得到的 Kn，Ks 的分散度都较大。第二类认为界面的

滑动和分离是由 Mohr-Coulomb 准则和无拉应力准

则控制的，即接触应力和相对位移之间的关系是刚

塑性的，这类模型被认为适用于描述人工界面，如

衬砌-围岩界面、桩-土界面和无充填物的自然结构

面。目前，DDA 和 FLAC 都应用这一模型。 
处理界面约束时通常采用两种方法，即罚法和

Lagrange 乘子法。众所周知，罚法中罚参数的选取

不当会导致总体刚度矩阵的病态(罚参数太大时)或
严重违反约束条件(罚参数太小时)，但由于罚法能

很容易地嵌入现有的有限元程序，因而被广泛地使

用。Lagrange 乘子法强调精确满足接触约束条件，

但会增加方程组的阶数，而且由于刚体位移的存在，

使得一些常规的求解技术失效。文[7]详细讨论了这

两种方法各自的优缺点。 
本文基于有界面时的虚位移原理，导出了界面

问题的混合有限元提法。与 Lagrange 乘子法类似，

本文的提法也精确满足界面约束条件，而且，为了

减少方程组的规模，提高求解效率，建议了一种高

效的凝缩方法，该方法可将所有非接触节点的自由
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度从系统中消掉，每次迭代仅需求解与界面未知数

相关联的方程组，从而使得该提法特别适宜于大面

积接触问题。 
对于 Lagrange 乘子法而言，刚体位移的存在会

导致总刚的亏秩，使得一些有效的求解器如 LDLT

分解法，LU 分解法等失效，这一困难通常也促使

程序员选择罚法[14]。本文通过对接触自由度的重排

序，有效地解决了这一问题。 
最后提供了几个典型算例，其中个别算例对某

些其他算法是很难收敛的。 

2  界面描述 

假定一待解区域 Ω 内含有一界面 Γ ，其下岸
1Γ 和上岸 2Γ 充分靠近，Γ 可被看作是 1Γ 和 2Γ 中

点之连线，如图 1 所示。过Γ 上一点 M 作一垂直

于Γ 的直线交 1Γ ， 2Γ 于 M 1 和 M 2，令Γ 的单位

法向量为 n，由 1Γ 指向 2Γ ，s 为Γ 的单位切向量，

n-s 组成一右手系。由小变形假定，n-s 随变形过程

中的变化可被忽略。记接触应力(可视为点 M 1 所受

的 面 力 ) 为 ( )Tsn
kkk , βββ = ， 相 对 位 移 为 =kΔ  

( )T 
s

 
n , kk ΔΔ ，其中下标 n，s 分别为法向和切向，上

标 k 为载荷步，无上标代表增量，如 1
nnn
−−= kk βββ

等，点 M 相对位移增量Δ n 和Δ s 定义为 
guuΔ +−= 1

n
2
nn                (1) 

1
s

2
ss uuΔ −=                 (2) 

式中： 1
nu ， 1

su 为点 M 1 在 n-s 系下的位移增量；当

k =1 时，g 为初始法向间隙(张开度)，否则 g = 0。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  界面模型 

Fig.1  Interface model 

 
记 cΓ ， dΓ 分别为Γ 的接触部分和分离部分。 

在 dΓ 上， 
kΔn ＞0， 0sn == kk ββ            (3) 

在 cΓ 上， 
kk β,Δ nn 0= ＜0              (4) 

以及 
0s =Δ  (当 k β s ＜

s
n βμc + 时)   (5) 

)sgn( ss
kβΔ ≥0 (当 s

ns  βμc β k += 时)   (6) 

式中：c 为粘聚力，μ 为摩擦系数。 
总之，在第 k 步载荷增量结束后，增量位移和

接触应力应满足下列互补条件： 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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0    ,0    

nn

nn

kk
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βΔ

βΔ
               (7) 
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βμβΔ

βΔβμβ
   (8) 

3  有限元提法 

容易证明：当Ω 内含有界面Γ 时的虚位移方程

应为 
=+ ∫∫ ΓΩ

ΓβΔδΩσδε
 

T

 

T d )(d )(  

∫∫ +
σ
δΩδ

Ω S
Spubu

 

T

 

T d ) (d) (         (9) 

式中：b 为Ω 内的体积力增量，p 为应力边界 Sσ 上

的面力增量。 
3.1  有限元近似 

在对Ω 进行有限元剖分时，注意使Γ 两岸上的

两个节点相互匹配，即令组成一接触单元的点对有

相同的坐标，但同时可赋予该接触单元一张开度 g。
假定λ n 和λ s 分别为法向接触力增量和切向接触力

增量，利用标准的过程[15]可得式(9)的有限元近似为 

extcint )()( fff =+ λu              (10) 
式中： 

∑∫=
e

e
Bu

Ω
Ω

Ωσ
 

T
int d )(f            (11) 

为来自单元内部的节点力向量；fc(λ)为接触力向

量， 

Γλλλλλ ∈==∑
=

j
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j
j MMC ,),(,)()( T

sn
1

T
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c

f (12) 

⎥
⎦

⎤
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⎡
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cossin
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],,[)( LLLMC j   (13) 

式中：nc 为Γ上的节点对个数；θ 为法线 n 与正 x
轴之间的夹角。记 Nu 为位移自由度总数。fc(λ)的维

数为 Nu，但其中除了接触节点自由度外大部分元素

为零。右端向量： 

∑∫∑∫ +=
b
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为外力(即体积力和面力)的等效节点力向量。 
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注意式(11)，(12)和(14)中的Σ表示装配意义下

的求和。 
相应于式(7)和(8)的离散形式为 

⎭
⎬
⎫

= 0  
0   0    

nn
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λΔ
λ,Δ

             (15) 
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  (16) 

)(
2 1

def

jjj llcf += −              (17) 

式中：lj 为点对 Mj 到其后继点对 Mj+1的距离，并规

定 01 0 c == +nll  

3.2  接触单元 
显然，仅含 Nu 个方程的平衡方程组(10)不足以

确定含Nu个分量的增量位移向量 u和含 2 nc个分量

的增量接触力向量λ，还必需补充 2 nc 个独立于式

(10)的方程。本节将利用界面Γ上的约束条件来获得

这 2 nc个增补方程。 
下面将考虑在第 k 步增量结束后的一个点对处

在三态 Fix，Slip，Free 之一时的约束方程。 
(1) Fix 态 
若点对在增量结束后，处于 Fix 态，则有

1 
n n
−−= kΔΔ ， 0s =Δ ，用整体位移表示为 
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(2) Slip 态 
若点对在增量结束后处于 Slip 态，则在法向有

1 
 
−−= k

ns ΔΔ ，在切向满足 Mohr-Coulomb 准则，即 
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ss
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def

ssn )sgn()sgn( −− −−==+ kkk
j

kk fG λλμλλλμλ  (21) 

(3) Free 态 
若在增量结束后点对处在 Free态，则 == kk

sn λλ  
0，即 

1
nn
−−= kλλ                  (22) 
1

ss
−−= kλλ                  (23) 

如果已知Γ 的接触状态，则Γ上的 nc个点对即

可提供前述的 2 nc个增补方程。 
因为式(10)中的第 2 项 fc(λ)可经过装配得到，

所以可把一个接触点对视为一个接触单元，并给出

其“单元刚度矩阵”： 
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及单元节点力向量： 
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)(

0
)( 18 ΓM
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M j

jλ
j ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=× λ
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矩阵 )( jMK 中的子矩阵 )(T
jMC 对应于该接 

触单元对节点内力的贡献，由式(13)给出，E(Mj)，
D(Mj)以及向量 q(Mj)中的子向量 qλ(Mj)取决于接触

状态。表 1 即是根据式(18)～(23)来构造的，可被用

来形成接触单元的单元刚度矩阵 )( jMK 和单元节

点力矩阵 )( jMq 。 
 

表 1  式(24)中的子矩阵 E(M j)，D(M j)和式(25)中 

的 qλ(M j) 

Table 1  Submatrix E(M j)，D(M j)in equation (24) and  

the subvector qλ (M j) in equation (25) 

矩 阵 
状 态 

E(Mj)2×4 D(Mj)2×2 qλ(Mj)2×2 

Fix cscs
scsc

−−
−−  00

00  
0
 1

n
−− kΔ

 

Slip 0000
scsc −−  

)sgn(
00

s
kλμ

 k

k

G

1
n −−Δ

 

Free 0000
0000  10

01  1
s

1
n
−

−

−
−

k

k

λ
λ

 

 

为了强调接触非线性，以下把问题局限于弹性

范围。事实上，由于任何非线性问题的解皆可通过

一系列弹性解来逼近，因而当求解象弹塑性和非线

性弹性问题时，并不会遇到本质上的困难。 
象块体单元那样来组集接触单元的刚度矩阵和

节点力向量，则有包含增量接触力向量λ的混合型

有限元方程组 

ext

defT

, fq
q
q

λ
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⎢
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⎡
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    (26) 

其中矩阵 D EC , , 和向量 λq 是通过组集所有的接

触单元而形成的。 

≥ ≤

≥≤
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式(26)的系数矩阵是高度稀疏的，C 和 E 中的

每一行都至多含有 4 个非零元素，D 的任一行元素

最多含 2 个非零元素，因此，这里所建议的算法，

并不要求太多的内存空间。 
3.3  Katona 的对称化方案[9] 

一般情况下，除非摩擦系数μ = 0，式(26)的系

数矩阵是非对称的，因此，为了提高求解效率，减

少内存开销，Katona 利用： 

)sgn()(, sn

def
1

ss
kk

j
kkk fFF λλμλλ +=−= −  (27) 

来替代式(21)，并在单元一级对式(24)进行消元，而

得到对称的“单元刚度矩阵”： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

′′
′

=′
DC

CM j

T0)(K              (28) 

和相应的“单元节点力向量”： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=′
λq

q
M u

j )(q                (29) 

因为式(27)中的
k
nλ 和

k
sλ 皆未知，所以迭代过程

中必须利用其上一次迭代的近似值，对收敛的要求

不仅是前后两次迭代所有的接触点对的接触状态保

持不变，而且还要求
k
sλ 取得一个收敛值，所以，这

种对称化势必增加收敛上的困难，导致某些误差。

事实上，当问题较复杂时，甚至连收敛的前一要求

都无法满足；更进一步，材料非线性的引入会加剧

收敛上的困难。Katona 本人也意识到了这一点。 
3.4  关于非光滑接触 

在岩土工程中，一个界面可能会存在某些角点

(非光滑点)，也可能数条界面交汇于一点，一般情

况下，临近这些点的应力会出现奇异。 
对于如图 2 所示的一个角点 M，如果不设置接

触单元，临近点 M 的结果仅在该点对处于 Free 态

时才是正确的；如果设置一接触单元，该点的法线

无定义，取任意方向作为法线都会部分违反该点的

约束条件。但是设置一接触单元至少比不设置要好，

因为设置会适合更多的变形情况。因此，作者建议

在角点上设置一接触单元，其法向可取在角内任一

方向，这相当于放松了点 M 的约束条件。 
考虑到只要增广矩阵 [ ]D,E 满秩，式(26)就存在

唯一解。因此，对于 m 个界面交汇于一点，m≥3，
如图 3 所示，可设置 m 个接触单元，每个接触单元

相应于一个界面的末端，然后逐次将这些接触单元

的“单元刚度矩阵”式(24)和“单元载荷向量”式(25)
组集进系统，不需进行特殊的处理。 

 
 
 
 

(a)  角点的一个接触单元 

 
 
 
 
 
 
 

(b) 交汇于一点的三个界面可设置三个接触单元 
 

图 2  接触单元 
Fig.2  Contact elements 

 
 
 
 
 
 

图 3  接触自由度的安排 
Fig.3  Arrangement of contact degrees of freedom(DOF) 

 

4  迭代求解 

界面问题可以按如下方式来提：给定界面在第

k-1 步载荷的解，
1

n
1

s
1

n   ,   , −−− kkk λΔΔ 和 1
s
−kλ 等，确定解

的增量Δn，Δs，λ n和λ s等，使得在施加第 k 步载荷

后的解 n
1

nn    ΔΔΔ += −kk
等能够满足平衡方程、相容

性方程和界面约束条件等。 
一般情况下，界面问题需通过迭代过程来求解，

迭代之初总是假定一个初始接触态 S 
0，然后利用表

1 组成有限元方程组(26)，求解式(26)得到一个试探

解，若该试探解所对应的接触态 S ′与初始接触态 S 
0

相同，则认为迭代收敛，否则根据表 2 将接触态 S 
0

修改为更可能的将状态 S ′′ ，然后令 S 
0= S ′′ 重复上述

过程。表 2 实际上定义了一个状态决定矩阵，它与

Katona 给出的类似的表有所区别。 
注意，表 2 中的第三行并不意味着第 i-1 次迭

代的一个 Free 态不能变成 Fix 态，而是 Fix 态需通

过一个迭代步来取得，即由 Free 态到 Slip 态再到

Γ 1 
Γ 2 

s

1 

2 3 

n 

(u1，v1，λn1)

(u2，v2，λn2)

(u3，v3，λs2) 

(u4，v4，λs1)

1

2 
3 

4
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Fix 态。 
 

表 2  更新接触状态的决定矩阵 

Table 2  Decision matrix for updating contact states 

第 i 步 

第 i-1 步 
Fix Slip Free 

Fix 
0n ＜

kλ and 
k

j
k f ns λμλ +＜  

k
nλ ≤0 and 

k
sλ ≥ k

jf nλμ+  
0n ＞

kλ  

Slip 
0n ＜

kλ  and 

0ss ＜kλΔ  

k
nλ ≤0 and 

k
ssλΔ ≥0 

0n ＞
kλ  

Free \ 0 n ＜
kΔ  0 n ＞

kΔ  
 

5  向界面凝聚 

尽管式(26)所对应的矩阵非常稀疏，但一个非

对称矩阵的分解仍需 0(n3)阶运算量，注意到迭代过

程中式(26)的前 Nu 个方程保持不变，仅是后 2nc 个

方程随接触状态而改变。因此，若每次迭代都完整

地做一遍组集——分解过程，其求解效率无疑很低。

以下通过将非接触节点的自由度向接触节点凝聚来

提高求解效率。为了方便书写，不妨将接触节点的

点号都放在后面，然而通过以下推导可以看出这一

要求并非必要，为此可将式(26)的前 Nu 个方程进行

重写： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

C

I
T

C

I

CCCI

ICII 0
 

q
q

Cu
u

KK
KK

λ
    (30) 

式中：下标 I 和 C 分别代表非接触自由度和接触自

由度。 
由式(30)的第 1 个方程组得 

)( CICI
1

III uKqKu −= −             (31) 

将式(31)代入式(30)的第 2 个方程组得 

C
~~ T

CCC qCuK =+ λ               (32) 

式中： 

IC
1

IICICCCC
~ KKKKK −−=           (33) 

I
1

IICICC
~ qKKqq −−=              (34) 

注意，无论 K 是否奇异，上述凝聚过程总可进行，

即 KII 是非奇异的，因为这种凝聚过程相当于固定

所有的接触节点。 
利用 KII的 LDLT分解和

T
ICCI KK = ， CCK~ 的计算

量可减少一半，即可按下式来计算 CCK~ ： 

)~(~)~(~
IC

11T
IC

1
CCCC KLDKLKK −−−−=    (35) 

式中： T
II  ~~~ LDLK = 。 

将所有的接触单元组集进系统，可得关于接触

面Γ 的混合型有限元方程组为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

λλ q
qu

DE
CK CC

T
CC

~~
         (36) 

6  病态消除 

显然式(36)中 C，D，E 的元素远小于 CC
~K 的元

素，所以该方程组是病态的。为了减轻病态，作变

换： 
ηλλ /=′                (37) 

式中：η为一个与 CCK~ 的元素有相同数量级的任意正

数，然后利用下式来替代式(36)： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

a
qu

DE
CK

ηληη
η CC

2

T
CC

~~
      (38) 

在解得 Cu 后，将其代入式(31)可得 1u 。 

7  处理刚体位移 

可以证明 CC
~K 与 K 有相同的(半)正定性。事实 

上，对于矩阵 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

CCCI

ICII
KK
KKK ，可以用矩阵 P= 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − −

n

m

I
KKI

0
IC

1
II 作合同变换，m=Nu－2nc，n=2nc，

有 

Q
K

K
KPP

Δ

CC

IIT ~0
0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

因合同变换不改变矩阵的(半)正定性，所以，

如果 K 是(半)正定的，则 Q 也是，因此 CC
~K 的每一

个主子阵当然也是矩阵 Q 的主子式都不小于零。从

而 CC
~K 也是(半)正定的。 
当系统中存在被界面完全切割且没有被完全固

定的块体时，K 从而 CC
~K 就是奇异的。如本文的例

2，K就亏 3个秩，在此种情况下就不能直接利用 CC
~K

的 LU 分解，因为 LU 分解要求矩阵的 1 到 n－1 阶 
的顺序主子式非零[16]。考虑到增广矩阵 ]~[ T

CC CK η
与 [ ]DE 2ηη 的任一行是线性无关的，可重新安排 

式(38)中的未知向量 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ

C
~u

中的分量顺序，使其系数 
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矩阵所有顺序主子式都非零。以图 3 所示的一个界

面为例，假定该界面上仅有 2 个点对，1，2，3，4
分别是这 4 节点的节点号，1-4 组成点对 1，2-3 组

成点对 2，未知向量定义为 
( )Ts144s233n222n111 ,,, λλλλ ′′′′ vuvuvuvu (39) 

即将每个点对的 nλ′附着于其下岸节点， sλ′附着于其

上岸节点。 

8  算  例 

本文所建议的算法已被嵌入 Geocad-SAFE(SAFE
为 stress analysis for engineering)软件。该软件含 3
个专门用于岩土工程的程序，有以下特点： 

(1) 功能强劲的前处理器：SAFE-Builder，对于

任意复杂的区域都可以生成高质量的网格而无需添

加任何辅助线； 
(2) 稳定的内核：SAFE-Analyst，对于非线性

问题，由于采用了弧长法作为其求解器，因而有良

好的收敛性，可以给出完整的平衡路径和准确的极

限载荷乘子。它已被许多复杂问题所验证； 
(3) 多功能的后处理器：SAFE-Viewer，可以从

不同角度满足用户的各种要求。 
利用 Katona 算法和本文所建议的算法分别计

算了以下算例。对于 Katona 法，摩擦力
k
nλ 被定义

为收敛当且仅当第 i 步和第 i+1 步有相同的接触状

态，且第 i+1 步迭代值满足： 
2/1

1

2

,s1,s ))()((
c

∑
=

+ −
n

j

k
i

k
i jj λλ ≤  ))(( 2/1

1

2

1,s

c

∑
=

+

n

j

k
i jλε  

),2,1( L=i                         (40) 

式中：ε 为给定的允许误差，对于所有的算例，取ε 
=1%。表 3 列出了 2 种算法的迭代次数。大量的算

例都无一例外地表明：在无摩擦力时，Katona 算法

的迭代次数都略大于或等于本文所建议的算法，而

当存在摩擦力时，本文所建议的算法要明显优于

Katona 法。 
 

表 3  与 Katona 方法的迭代次数之对比 
Table 3  Comparison of iterative numbers between propo- 

sed method and the Katona′s method in  

例 1 例 3
方法 

Case1 Case2 
例 2 

Step1 Step2 

本文 18 12 6 2 6 

Katona 法 18 13 8 3 不收敛 

 
8.1  例 1：叠梁问题 

图 4 显示的是一悬臂梁的网格，该悬壁梁由两

个完全相同的梁叠加而成，每一根梁都具有 10×1
×1 的尺寸，假定两梁之间的界面无摩擦，E =1 500 
MPa，ν =0.25。今在端点 A 分别向下(情况 1)和向上

(情况 2)作用一集中力 P =1.5 kN。由于当结构承受

弯曲时，4 节点协调元的精度很差，所以作者将该

例中的所有单元都指定为 NQ6 元[17]，NQ6 元是一

非协调元且具有较高的精度。顺便指出，当结构中

的某一子结构承受弯曲荷载时，SAFE 可将该子结

构中的单元指定为非协调元，如衬砌、挡土墙等通

常都属这种子结构。 

A

10

1
1

 
图 4  叠梁网格 

Fig.4  The mesh of a cantilever with beam-over-beam 
 
图 5(a)和图 5(b)分别显示了两种情况的变形图

位移，单位为 mm，本例情况 2 中一个有趣的现象

是除右端两个点对处于 Slip 状态外，界面上的其余

各点对皆处于 Free 态，但其间隙非常小，如最大间

隙仅为 5.45×10-3 mm，远小于 A 的挠度 2.011。沿

界面的法向间隙分布如图 6 所示。 
2.006

2.007

2.011

 
(a)  向下载荷 

 

4.013

4.016  
(b)  向上载荷 

图 5  在端点 A 受到 P =1.5 kN 变形图 
Fig.5  Deformation diagram with force P =1.5 kN on point A 

 

 
图 6  受到向上载荷作用时界面法向间隙 

Fig.6  Normal gap between inferface applied with an 
upward load 

10 
 

A 

4.016 

4.013 
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8.2 例 2：弹性块体的滑动 
作为另一个说明本文所讨论的技术算例，考虑

一刚性地基上的弹性块，这个例题已被许多论文和

力学大师计算过，见文[14，18]等。虽然相当简单

和理想化，但很适于阐明方法的有效性。 
在本问题中，图 7 所示的一个弹性块被同时施

以两个方向的均布力，其中顶部载荷为 200，右部

拉力为 60。弹性块的 E =103，ν = 0.3，对于刚性地

基取，E =107，ν = 0.25，为了与其他作者的结果相

比较，令左右两个节点对无摩擦，其他点对的摩擦

参数均取 c = 0，μ = 0.5。 

 

-200

60

 
图 7  刚性地基上的弹性块体 

Fig.7  An elastic block on a rigid foundation 
 

图 8 显示了网格变形图，图 9 给出了沿摩擦界

面的切向位移分布图，这一结果与文[14]吻合得非 

 
图 8  弹性块体的变形网格 

Fig. 8  The deformed mesh for the elastic block problem  

  
图 9  沿界面的切向位移分布 

Fig. 9  The tangential displacement along the frictional 
interface between the elastic block and the rigid 
foundation 

常好。严格说来，本文所给出的结果更好一些，原

因是本文所建议的算法使得所有的界面约束条件都

得以精确满足。 
8.3  例 3：水坝问题 

图 10 显示了一建筑在含一结构面的地基之上

的坝体模型，表 4 提供了坝体、地基和结构面的力

学参数。采用两个载荷步来进行分析。第一步仅考

虑坝体和基础的自重；第二步把一个三角形分布的

法向水压力作用于坝体上游表面，以模拟水库蓄满

水后的工况，图 11 为模型的网格。其中基础的左右

两边界及底边均被施以滑动简支约束。 

 
图 10  建筑在含界面上的坝体 

Fig.10  A dam built on a foundation with a weak plane  
 

表 4  例 3 的力学参数 

Table 4  Mechanical parameters in Example 3 

结构 E / GPa ν c / MPa μ = tan(ϕ) γ / kN·m－3

坝体 200 0.17 1.2 1.2 24.5 

基础 180 0.25 1.2 1.2 25.0 

断层 \ \ 0 0.25 \ 

 

  
图 11  坝体-基础网格 

Fig. 11  Mesh of dam and foundation system 
 
图 12 为主应力分布图。 
值得注意的是，对于本例 Katona 算法在第 2

个载荷步内不收敛，见表 3 

9  结  论 

通过以上分析和算例表明，由于在更新接触状

态之前，已将自由度凝聚到了界面，从而使得算法
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在精确满足所有界面约束条件的前提下，具有较高

的求解效率。同时，本文所建议的刚度位移、非光

滑接触等处理技术是方便而有效的。 
 

 
图 12  蓄满水后的主应力分布图 

Fig. 12  Principal stress distribution in the dam and foundation 
system after full impoundment  

 

含有上述算法的岩土工程实用软件 Geocad- 
SAFE，已被用于求解许多含节理网络的岩土工程问

题，以后将陆续发表有关计算成果。 
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A MIXED FINITE ELEMENT SOLUTION FOR INTERFACE PROBLEMS 
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Abstract  A mixed formulation of interface problems is educed to lead to a well-conditioned and small scale 
system is. The treatment methods are also provided for some technically difficult problems under complicated 
contact conditions，such as great contact area，non-smooth contact，rigid displacement，etc. 
Key words  contact nonlinear problem，finite element，interface 


