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非线性弹性地基上受简谐激励矩形薄板 
的主共振与奇异性 
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(唐山学院 唐山市结构与振动工程重点实验室，河北 唐山  063000) 

 

摘要：建立了小挠度矩形薄板在非线性弹性地基上受均布横向简谐激励作用的动力学方程，利用 Galerkin 方法将

其转化为非线性振动方程。应用多尺度法求得了系统主共振情况的一次近似解，并进行了数值计算。得到了系统

主共振稳态响应的转迁集和分岔图。分析了阻尼系数，地基系数，板厚等对系统主共振影响。结果表明，随着地

基系数和阻尼系数的增加，振幅减小；随着薄板厚度的增加，振幅增大。 
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PRIMARY RESONANCE AND SINGULARITIES ANALYSES OF 
HARMONIC EXCITING OF THIN RECTANGULAR PLATE ON 

NONLINEAR ELASTIC FOUNDATION 
 

YANG Zhi-an，LI Zhi-yong 
(Key Laboratory of Structural and Vibration Engineering，Tangshan College，Tangshan 063000，China) 

 
Abstract：A nonlinear dynamical equation of the small deformation thin rectangular plates on nonlinear elastic 
foundation subjected to harmonic excitation is established. It is transferred to be a nonlinear vibration equation by 
Galerkin′s method. By means of the method of the multiple scales the first approximate solution of the primary 
resonance of the system is acquired，and numerical calculation is carried out. The transition variety and bifurcation 
diagram of the unfolding parametric plane are given. The response curves of the primary resonance are affected by 
damping parameter，foundation parameter and geometry parameter. It is pointed out that with the increasing of 
foundation coefficient and damping coefficient，the amplitude reduces. With the increasing of the thickness of thin 
plate，the amplitude increases. 
Key words：rock and soil mechanics；nonlinear elastic foundation；Galerkin′s method；the method of multiple 
scales；nonlinear vibration；thin rectangular plate 
 
 
1  引  言 

 
地基板是工程中常见结构，近年来有许多学者

考虑各种非线性效应的影响，讨论了板在不同荷载

形式下的振动问题[1～11]。因为在公路路面、机场跑

道、停机场、工业地坪及建筑基础等多种工程中都

会遇到地基板的计算分析，所以弹性地基板的研究

具有十分重要的工程意义。文[1～4]对薄板非线性

问题进行了研究，文[5]对线性地基上矩形板振动等

问题进行了研究，上述研究未涉及非线性地基及非

线性振动的计算。文[6～9]研究了非线性弹性地基
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上圆薄板的振动问题，未涉及非线性地基上矩形板

的振动问题。 
本文考虑了阻尼和地基非线性效应的影响，建

立了小挠度矩形板横向均布简谐激励作用下的非线

性动力学方程。利用对该类型板非线性弯曲问题的

研究，找到了能够满足所有边界条件的近似挠度函

数，然后用 Galerkin 方法把用偏微分方程表示的非

线性动力学方程转化为用常微分方程表示的非线性

动力学方程。应用多尺度法研究了系统主共振的问

题，最后讨论了不同参数对系统主共振的影响。 
 

2  基本方程 
 
考虑图 1 所示置于非线性弹性地基上两边简支

的矩形薄板，板厚为 h ，长、宽分别为 c 和 b ，在

其左右边界上受有均匀分布压力 N，在横向受有均

布简谐激励 tq ωcos ，考虑一种非线性弹性地基反 

力 3
21 WkWk + 模型 [6 ～ 9]，阻尼力

t
W
∂
∂δ ，惯性力

2

2

t
Wh

∂
∂ρ ，非线性弹性地基板的动力学方程为 

+++∇∇ 3
21

22 )( WkWktyxWD ，，  

tq
x
WN

t
W

t
Wh ωδρ cos

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂      (1) 

式中： 1k ， 2k 均为地基系数； ρ 为物质的密度；δ
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图 1  非线性弹性地基上矩形薄板模型 
Fig.1  Model of the thin rectangular plate on the nonlinear  

elastic foundation 
 

对于以矩形地基板为结构形式的停机场、工业

地坪等，其边界条件可以认为是两端简支的，对照

图 1，两端简支为边界条件： 

(1) 当 0=x 时， 0=W ， 0
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(2) 当 ax = 时， 0=W ， 0
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设满足所有边界条件的位移模式为  
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将式(2)代入式(1)求得其残差 R ，即 
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为限制残差 R，可通过 Galerkin 方法建立求解

过程： 

∫ ∫ = 0dd)( yxyxWR ，  
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Galerkin 方法是应用时空分离技术处理非线性

偏微分方程组描述的非线性振动系统行之有效的分

析方法，利用 Galerkin 方法可得这一系统双模态模

型的非线性动力方程： 
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其中， 
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利用式(3)可研究非线性弹性地基上两边简支

矩形板的非线性振动问题。下面分析系统的主共振

问题。 
 
3  单模态系统的主共振 

 
令 0=N ， 02 =U ，式(3)的第一个方程化为如

下一般形式： 
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因为阻尼项、非线性项与惯性力项相比是小

项，又因为要研究系统的主共振，故在阻尼项、非

线性项和外激励项前冠以小参数ε ，则式(4)化为 
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      (5) 
式(5)可能发生 1/3 次亚谐共振、3 次超谐共振

及主共振等多种共振现象，下面研究其中的主共振

问题。 
令 

εσωω += 0                (6) 

式中： )1(O=σ 为激励频率失调参数。将式(6)代入

式(5)有 
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应用多尺度法[10]研究解的一次近似解，得 
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式(7)即为一次近似解的慢时变振幅和相位应

满足的微分方程。引入 βσϕ −= 1T ，则式(7)转化

为自治微分方程： 
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4  主共振及数值分析结果 

 
为确定对应稳态运动的定常解振幅 a 和相位

ϕ，令式(8)中的 01 =aD ， 01 =ϕD ，得到振幅 a和
相位ϕ满足的代数方程： 
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式(9)平方后相加消去ϕ，得到振幅 a，相位ϕ
与激励频率失调量σ 间的关系： 
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式(10a)，(10b)分别为幅频响应方程和相频响应

方程。应用式(10a)，(10b)可以计算系统主共振的响

应曲线，分析出不同参数对响应曲线的影响。如无

特殊声明参数取值为：c = 3.5 m，b = 3.5 m，h =  
0.15 m， =μ 0.167， =E Pa 101.2 10× ， 31078.2 ×=ρ  

3kg/m ， =δ 0.02， =1k ×0.3 37 N/m 10 ， 6
2 100.3 ×=k  

3N/m 。 
图 2 中反映了当线性地基系数 1k 为定值时，不

同非线性地基系数 2k 对响应曲线的影响，由图 2 可

知， 2k 直接影响曲线的倾斜度，随着 2k 的增大，系

统主共振的硬特性增强，跳跃现象明显。 
 

 
σ / (10－4 rad·s－1) 

图 2  k1定值不同 k2幅频响应 
Fig.2  Amplitude-different k2 frequency response curves with  

k1 being given 

 

由图 3 可知，随着阻尼系数的增大，幅频响应

曲线中振幅的峰值将随之减小，图 4 中也反映出，

在同一激励幅值下，随着阻尼系数的增大振幅的值

将随之减小，从图 3 中幅值的变化趋势可以预测阻 

k2 = 2.0×107 N/m3
k2 = 1.0×108 N/m3 

k2 = 1.5×108 N/m3

a 
/ (

10
－

3  m
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     σ / (10－3 rad·s－1) 

图 3  不同阻尼系数幅频响应 
Fig.3  Amplitude-different damping frequency response curves 
 

 
  q / (N·m－2) 

图 4  不同阻尼系数力幅响应σ = 0 
Fig.4  Amplitude-different damping amplitude of excitation  

response curves 
 

尼系数增大到一定程度，将不会发生共振现象，阻

尼系数也是影响共振的重要参数，它将直接影响共

振振幅的大小。 
分析图 5，6 可知，两图反应了一个共同的特性，

小挠度薄板的振幅随着板边长的增大而减小。由此

说明板的尺寸对其共振时的特性也有一定的影响。 

  
   σ / (10－3 rad·s－1) 

图 5  不同板边长幅频响应 
Fig.5  Amplitude-different length frequency response curves 

 
由图 7，8 可知，板厚对主共振的振幅有一定的

影响，图 7，8 中反应出了板厚越大，主共振的 

 
  q / (N·m－2) 

图 6  不同板边长力幅响应(σ = 0) 
Fig.6  Amplitude-different length amplitude of excitation  

response curves(σ = 0) 

 

 
     σ / (10－4 rad·s－1) 

图 7  不同板厚幅频响应 
Fig.7  Amplitude-different thickness frequency response curves 
 

 
  q / (10－3 N·m－2) 

图 8  不同板厚力幅响应(σ = 0) 
Fig.8  Amplitude-different thickness amplitude of excitation  

response curves(σ = 0) 
 
振幅值越大。 

图 9 反映的是不同阻尼系数情况下，板发生主

共振时，振幅与线性地基系数之间的关系，阻尼增 
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  k1 / (108 N·m－2) 

图 9  不同地基系数板厚与振幅曲线(σ = 0) 
Fig.9  Amplitude-thickness of plate response curves，different  

foundation coefficient(σ = 0) 
 
大，二者之间的变化趋势大致相同，但振幅将随之

减小，这与图 3，4 中分析的结果相一致。但图 9
中更好的反应了它们之间的变化率。 

图 10 所示为不同阻尼系数情况，板发生主共振

时，振幅随着板厚增加的变化趋势，即板厚增加振

幅增大。图 10 中还反应了阻尼系数对二者之间变

化关系的影响，当阻尼较大时，它们之间的这种变

化趋势将大大减弱，其振幅趋于一个较稳定的值，

板厚对共振振幅的影响非常小。 

 
   h / m 

图 10  不同阻尼板厚与振幅曲线(σ = 0) 
Fig.10  Amplitude-thickness of plate response curves，different 

damping coefficient(σ = 0) 
 
5  奇异性分析 

 
用研究非线性振动的经典近似方法得到的只是

系统在确定参数时的周期解。由于不同系统中的系

统参数不会完全相同，某些参数的变化有可能引起

系统微分方程的结构不稳定，使振幅产生较大的变

化，产生事故。下面应用奇异性理论分析系统定常

解的局部分岔，得到分岔解的全部拓扑结构。确定

各种分岔解的物理参数区域。以便将系统的振动控

制在安全稳定的范围。 
展开式(10a)，在等式两边同乘以 a，得 
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其中， 
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静态分岔方程为 
537)( aaaaaG βαλβαλ ++−=，，，     (12) 

由奇异性理论[11]知，分岔方程 )( βαλ ，，，aG
是具有 2Z 对称性的。式(12)是如下规范型的普适开

折： 

aaag λλ −= 7)( ，              (13) 

且 )( βαλ ，，，aG 是 2Z 余维 2 的方程，即有两个

开折参数 βα， 。简证如下： 
)()()( 77 λλ MMaaRTgRT +=−=  

{ }λλλ −⊕+=−= 677 7)()()( aaRMMaaTgT ，  

而 
=+= ++ )]([)](Itr[ 7 λMMgT  

}1{ 5432 aaaaR ，，，，，λ  

明显地， }7{ 6 λ−= aaRVg ， 在 ，，， 21{ aλ ，3a  
，4a }5a 的补基为 }{ 53 aa ， ，因而式(12)的规范型为 

式(13)。 
方程的转迁集，即为各种分岔模式所在参数区

域的交界线。由转迁集的定义求出式(12)的转迁集

为： 
(1) 分岔集： φ== )()( 2120 ZBZB (φ 为空集)。 
(2) 滞后集： }0{)( 20 == αZH ， =)( 21 ZH =α{  

ββ ，32 ≤0}。 
(3) 双极限集： ββα ，3{)( 2

2 ==ZD ≤0}。 
转迁集： DHHBB UUUU 1010=∑ ，转迁集

∑将开折参数平面 βα - 划分成 3 个区域，如图 11
所示。在不同的区域中，解的拓扑结构是不同的，

但在同一区域中，即使分岔参数变化，其分岔图也 

a 
/ (

10
－

3  m
) 

a 
/ (

10
－

3  m
) 



·5750·                                    岩石力学与工程学报                                       2005 年 

 
图 11  开折参数平面转迁集分岔图 

Fig.11  Transition variety and bifurcation diagram of the  
unfolding parametric plane 

 
将保持同一拓扑结构，这样的分岔称为保持的；而

转迁集上的分岔图在参数受到小的扰动时，会改变

其所分隔的保持分岔结构之一，故称其为保持的。 
在区域(1)和区域(3)中振幅急剧增加或发生突

变，在区域(2)中振幅变化比较平滑、稳定。当物理

参数落在区域(1)和(3)时最危险。 
 

6  结  论 
 
随着线性地基系数的增大，幅频响应曲线的倾

斜度增加，振幅下降。随着非线性地基系数的增大，

幅频响应曲线的刚度渐硬特性明显。随着系统阻尼

系数的增加，幅频响应曲线的振幅减小。在薄板范

围内，随着板厚的增加，幅频响应曲线的振幅增加。

得到了系统主共振稳态响应的转迁集和分岔图。上

述结论对工程实际具有参考价值。 
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