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圆弧状多层沉积谷地在平面犘波

入射下稳态响应的解析解

张郁山
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摘　要　利用波函数的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开法，给出了含任意多个圆弧状沉积层的谷地在平面Ｐ波入射下稳

态动力响应的解析解．并以具有三个沉积层的谷地为例，在宽频范围内，利用稳态地面运动幅值的空间分布，讨论

了谷地中沉积介质的成层性对地面运动的影响．
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１　引　言

规则的沉积谷地对地震波散射问题解析解的研

究是地球物理学、地震学与地震工程学等学科领域

重要的研究课题之一．Ｔｒｉｆｕｎａｃ
［１］最先利用波函数

的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开在极坐标系下给出了半

圆形沉积谷地对平面ＳＨ 波散射问题的精确解析

解，开创了用解析法研究场地波动效应的先河．其

后，Ｗｏｎｇ和 Ｔｒｉｆｕｎａｃ
［２］利用波函数的 Ｍａｔｈｉｅｕ级

数展开在椭圆坐标系下给出了半椭圆形沉积谷地对

平面ＳＨ波散射问题的解析解．相比半圆形与半椭

圆形，具有不同深宽比的浅圆弧形能更好地模拟实

际谷地边界的几何形状．针对浅圆形谷地对ＳＨ 波

的二维散射问题，Ｔｏｄｏｒｏｖｓｋａ和Ｌｅｅ
［３］提出了一种

近似的解析解：用一个半径非常大的圆弧模拟半空

间水平表面，并将散射波函数展开成ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ

级数的形式；利用内域型Ｇｒａｆ加法公式与散射问题
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的边界条件可以确定级数中的待定系数，问题的求

解最终简化为一线性方程组的求解．其后，该方法被

用于求解浅圆形沉积谷地在平面Ｐ波
［４］、ＳＶ波

［５］、

和Ｒａｙｌｅｉｇｈ波
［６］入射下的动力响应．同样，利用一

半径非常大的圆弧近似模拟水平地表，Ｌｉ和Ｚｈａｏ

等［７］以及李伟华和赵成刚［８］基于饱和多孔介质的

Ｂｉｏｔ动力学原理，利用ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开法

分别求解了覆盖饱和多相沉积介质的浅圆形沉积谷

地对平面Ｐ波和平面ＳＶ波的散射问题；并利用该

解析解研究了入射波的频率和入射角度、饱和多孔

介质的孔隙率和饱和度、土骨架的刚度和波松比对

场地波动效应的影响．针对同样的浅圆形谷地对平

面ＳＨ波的散射问题，Ｙｕａｎ和Ｌｉａｏ
［９］给出了封闭的

级数解答．该解析解的推导无需引入上述大圆弧假

定：首先构造满足地表零应力边界条件的散射波级

数表达式；然后利用外域型Ｇｒａｆ加法公式并引入谷

地圆弧边界的连续条件，将ＳＨ波散射问题简化为

一无穷维代数方程组的求解问题．此外，采用辅助函

数的思想，王慧文和刘殿魁等［１０］利用复变函数和多

极坐标的方法给出了ＳＨ波入射下多个半圆形沉积

谷地附近浅埋圆形孔洞动力分析问题的解答．

上述研究均假定谷地中的沉积为单一介质．但

是，在其形成过程中，众多的地质力学因素会导致实

际的谷地含有多个沉积层，如欧洲的地震试验场地

ＥｕｒｏＳｅｉｓＴｅｓｔ
［１１］以及美国洛杉矶市［１２，１３］均坐落在

多层沉积谷地之上．梁建文等利用ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ

级数展开法并引入水平地表的大圆弧假定，求解了

层状谷地对体波的散射问题［１４～１６］，并研究了沉积土

层的排列次序、软夹层的刚度与厚度等因素对地面

运动的影响．但是由于问题的复杂性，该研究仅考虑

了具有两个沉积层的谷地对体波的散射．本文首先

利用波函数的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开法，将文献

［１５］给出的具有两个圆弧形沉积层的谷地对Ｐ波

散射问题的解析解推广到任意多层情况；然后以三

层沉积谷地为例，在一个较宽的频带范围内讨论谷

地中沉积介质的层状不均匀性对稳态地面运动的

影响．

２　模　型

圆弧状多层沉积谷地的模型如图１所示．在半

空间表面有犔层沉积介质，犾＝０，１，２，…，犔－１；半

空间介质的编号为犔，整个模型共有犔＋１种介质．

所有介质之间的边界圆弧均为浅圆弧，其圆心均在

图１　沉积谷地模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｌｌｕｖｉａｌｖａｌｌｅｙ

犗１点，圆弧的半宽和深度分别为犪犾和犺犾，圆弧的半径

犫犾 ＝ （犪
２

犾 ＋犺
２

犾
）／（２犺犾），犾＝１，２，…，犔， （１）

圆心犗１ 到地表的距离犺０＝犫１－犺１．所有介质的横波

波速与密度分别为犮
（犾）
狊 与ρ

（犾），泊松比为ν
（犾）（犾＝０，

１，２，…，犔），则相应的拉梅常数与纵波波速为

μ
（犾）
＝ρ

（犾）［犮
（犾）
ｓ ］

２，

λ
（犾）
＝

２ν
（犾）

１－２ν
（犾）μ

（犾）， （２）

犮
（犾）
ｐ ＝

λ
（犾）
＋２μ

（犾）

ρ
（犾槡 ） ．

　　入射Ｐ波为简谐平面波，其频率为ω、入射角为

γｐ，在 坐 标 系 狓狔 下，其 势 函 数 为 （时 间 因 子

ｅｘｐ（－ｉω狋）被略去）

Φ
ｉ（狓，狔）＝ｅｘｐ［ｉ犽

（犔）

ｐ
（狓ｓｉｎγｐ－狔ｃｏｓγｐ）］，（３）

其中，ｉ为虚数单位，ｉ＝ －槡 １；犽
（犔）

ｐ
为半空间介质

中Ｐ波的波数，同样

犽
（犾）

ｐ ＝ω／犮
（犾）

ｐ
，

犽
（犾）

ｓ ＝ω／犮
（犾）

ｓ

（４）

分别为第犾层介质中Ｐ波波数与Ｓ波波数．

在稳态情况下，Ｐ波及ＳＶ波的势函数应满足

如下Ｐｏｓｓｉｏｎ方程：

Δ

２
Φ＋犽

２

ｐΦ＝０，

Δ

２
Ψ＋犽

２

ｓΨ＝０，
（５）

　　定解问题的边界条件包括地表零应力条件

狋
（犾）

狔狔
（狓，狔）

狋
（犾）

狓狔
（狓，狔

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狔＝０

＝０，犾＝０，１，２，…，犔 （６）

与第犾个圆弧处的连续条件（犾＝１，２，…，犔）

狌
（犾－１）

狉
（狉１，θ１）

狌
（犾－１）

θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狉
１＝犫犾

＝
狌
（犾）

狉
（狉１，θ１）

狌
（犾）

θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狉
１＝犫犾

，

（７ａ）

０７８
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狋
（犾－１）

狉狉
（狉１，θ１）

狋
（犾－１）

狉θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狉
１＝犫犾

＝
狋
（犾）

狉狉
（狉１，θ１）

狋
（犾）

狉θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狉
１＝犫犾

，

（７ｂ）

上式中，狋表示应力，狌表示位移．

３　散射波的势函数

在求解散射波位移场之前，为方便地引入地表

零应力边界条件，仍采用文献［１６］的方法，即用一个

半径非常大的圆弧来近似模拟水平地表，该圆弧半

径为犚，圆心为犗２，如图２所示．这样，在坐标系狉２θ２

下，零应力条件（６）式变为

狋
（犾）

狉狉
（狉２，θ２）

狋
（犾）

狉θ
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎） 狉
２＝犚

＝０，犾＝０，１，２，…，犔 （６）

图２　波的散射图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｏｆｗａｖｅｓ

３．１　半空间介质中散射波的势函数

半空间介质的自由场波函数包括入射Ｐ波Φ
ｉ、

反射Ｐ波Φ
ｒ、以及反射ＳＶ波Ψ

ｒ．在坐标系狓狔

下，反射Ｐ波以及反射ＳＶ波势函数的表达式如下：

Φ
ｒ（狓，狔）

Ψ
ｒ（狓，狔｛ ｝）＝

狑１ｅｘｐ［ｉ犽
（犔）

ｐ
（狓ｓｉｎγｐ＋狔ｃｏｓγｐ）］

狑２ｅｘｐ［ｉ犽
（犔）

ｓ
（狓ｓｉｎγｓ＋狔ｃｏｓγｓ

烅
烄

烆
烍
烌

烎）］
，

（８）

式中

ｓｉｎγｐ

犮
（犔）

ｐ

＝
ｓｉｎγｓ

犮
（犔）

ｓ

， （９）

狑１ ＝

ｓｉｎ２γｐｓｉｎ２γｓ－
犮
（犔）

ｐ

犮
（犔）［ ］
ｓ

２

ｃｏｓ２２γｓ

ｓｉｎ２γｐｓｉｎ２γｓ＋
犮
（犔）

ｐ

犮
（犔）［ ］
ｓ

２

ｃｏｓ２２γｓ

，

狑２ ＝
－２ｓｉｎ２γｐｃｏｓ２γｓ

ｓｉｎ２γｐｓｉｎ２γｓ＋
犮
（犔）

ｐ

犮
（犔）［ ］
ｓ

２

ｃｏｓ２２γｓ

， （１０）

应用如下坐标转换关系

狓＝狉１ｓｉｎθ１

狔＝狉１ｃｏｓθ１－犺
｛

０

， （１１）

与展开公式［１７］

ｅｘｐ（±ｉ犽狉ｃｏｓθ）＝∑
∞

狀＝０

ε狀（±ｉ）
狀Ｊ狀（犽狉）ｃｏｓ狀θ， （１２）

自由场中Ｐ波与ＳＶ波的势函数在坐标系狉１θ１ 中

可表示为

Φ
ｉ＋ｒ（狉１，θ１）

Ψ
ｒ（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｊ狀（犽
（犔）

ｐ 狉１）（犃０，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅０，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｊ狀（犽
（犔）

ｓ 狉１）（犆０，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇０，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，（１３）

其中

犃０，狀

犅０，
｛ ｝

狀

＝ε狀ｉ
狀［±（－１）

狀ｅｘｐ（ｉ犽
（犔）

ｐ 犺０ｃｏｓγｐ）

＋狑１ｅｘｐ（－ｉ犽
（犔）

ｐ 犺０ｃｏｓγｐ）］
ｃｏｓ狀γｐ

ｓｉｎ狀γ
｛ ｝

ｐ

，

（１４）

犆０，狀

犇０，
｛ ｝

狀

＝ε狀ｉ
狀狑２ｅｘｐ（－ｉ犽

（犔）

ｓ 犺０ｃｏｓγｓ）］
ｓｉｎ狀γｓ

ｃｏｓ狀γ
｛ ｝

ｓ

，

（１５）

在（１２）、（１４）、（１５）式中，当狀＝０时，ε狀＝１；当狀＞０

时，ε狀＝２．

在半空间介质中，除上述自由场之外，还有由于

圆弧状多层沉积谷地的存在而产生的散射波，如图

２所示．其中，Φ
（犔）

１
与Ψ

（犔）

１
表示由圆心犗１ 点向外辐

射的柱面波；Φ
（犔）

３
与Ψ

（犔）

３
表示在“弯曲”的地表与小

圆弧边界（圆弧犔）之间的柱面驻波，在坐标系狉１θ１ 与

狉２θ２下，这两种波具有如下ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数形式：

Φ
（犔）

１
（狉１，θ１）

Ψ
（犔）

１
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｈ
（１）

狀
（犽
（犔）

ｐ 狉１）（犃
（犔）

１１，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅
（犔）

１１，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｈ
（１）

狀
（犽
（犔）

ｓ 狉１）（犆
（犔）

１１，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇
（犔）

１１，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（１６）

Φ
（犔）

３
（狉２，θ２）

Ψ
（犔）

３
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

犿＝０

Ｊ犿（犽
（犔）

ｐ 狉２）（犃
（犔）

３２，犿ｃｏｓ犿θ２＋犅
（犔）

３２，犿ｓｉｎ犿θ２）

Ｊ犿（犽
（犔）

ｓ 狉２）（犆
（犔）

３２，犿ｓｉｎ犿θ２＋犇
（犔）

３２，犿ｃｏｓ犿θ２
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（１７）

利用如下内域型Ｇｒａｆ加法公式
［１７］：

１７８
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犾
（狇）

狀
（狉１）

ｃｏｓ狀θ１

ｓｉｎ狀θ
｛ ｝

１

＝∑
∞

犿＝０

ε犿
２
［犾
（狇）

犿＋狀
（犇）

　　±（－１）
狀犾
（狇）

犿－狀
（犇）］Ｊ犿（狉２）

ｃｏｓ犿θ２

ｓｉｎ犿θ
｛ ｝

２

，

犾
（狇）

犿
（狉２）

ｃｏｓ犿θ２

ｓｉｎ犿θ
｛ ｝

２

＝∑
∞

狀＝０

ε狀
２
［犾
（狇）

狀＋犿
（犇）

　　±（－１）
犿犾
（狇）

狀－犿
（犇）］Ｊ狀（狉１）

ｃｏｓ狀θ１

ｓｉｎ狀θ
｛ ｝

１

．

（１８）

上述波函数在另外坐标系中具有如下形式：

Φ
（犔）

１
（狉２，θ２）

Ψ
（犔）

１
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

犿＝０

Ｊ犿（犽
（犔）

ｐ 狉２）（犃
（犔）

１２，犿ｃｏｓ犿θ２＋犅
（犔）

１２，犿ｓｉｎ犿θ２）

Ｊ犿（犽
（犔）

ｓ 狉２）（犆
（犔）

１２，犿ｓｉｎ犿θ２＋犇
（犔）

１２，犿ｃｏｓ犿θ２
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（１９）

Φ
（犔）

３
（狉１，θ１）

Ψ
（犔）

３
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｊ狀（犽
（犔）

ｐ 狉１）（犃
（犔）

３１，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅
（犔）

３１，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｊ狀（犽
（犔）

ｓ 狉１）（犆
（犔）

３１，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇
（犔）

３１，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２０）

其中

犃
（犔）

１２，犿

犅
（犔）

１２，犿

犆
（犔）

１２，犿

犇
（犔）

１２，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

＝∑
∞

狀＝０

犈
（３）＋
犿狀
（犽
（犔）

ｐ 犇）犃
（犔）

１１，狀

犈
（３）－
犿狀
（犽
（犔）

ｐ 犇）犅
（犔）

１１，狀

犈
（３）－
犿狀
（犽
（犔）

ｓ 犇）犆
（犔）

１１，狀

犈
（３）＋
犿狀
（犽
（犔）

ｓ 犇）犇
（犔）

１１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

， （２１ａ）

犃
（犔）

３１，狀

犅
（犔）

３１，狀

犆
（犔）

３１，狀

犇
（犔）

３１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝∑
∞

犿＝０

犈
（１）＋
狀犿
（犽
（犔）

ｐ 犇）犃
（犔）

３２，犿

犈
（１）－
狀犿
（犽
（犔）

ｐ 犇）犅
（犔）

３２，犿

犈
（１）－
狀犿
（犽
（犔）

ｓ 犇）犆
（犔）

３２，犿

犈
（１）＋
狀犿
（犽
（犔）

ｓ 犇）犇
（犔）

３２，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

， （２１ｂ）

式中

犈
（狇）±
犼犽
（狓）＝

ε犼
２
［犾
（狇）

犼＋犽（狓）±（－１）
犽犾
（狇）
犼－犽（狓）］，（２２）

在（１８）与（２２）式中，犾
（狇）
狀 （狓）表示Ｂｅｓｓｅｌ函数：当狇＝

１时，犾
（狇）
狀 （狓）表示Ｊ狀（狓）；当狇＝３时，犾

（狇）
狀 （狓）表示

Ｈ
（１）
狀 （狓）．在（２１）式中，犇 为圆心犗１ 与犗２ 之间的距

离，如图２所示．

３．２　沉积介质中散射波的势函数

在第犾层（犾＝０，１，２，…，犔－１）沉积介质中存在

两种柱面驻波：小圆弧犾＋１处的散射波Φ
（犾）

２
、Ψ

（犾）

２
和

大圆弧处的散射波Φ
（犾）

３
、Ψ

（犾）

３
；以及小圆弧犾处由圆

心犗１ 点向外辐射的柱面波Φ
（犾）

１
和Ψ

（犾）

１
（当犾＝０时，

该柱面波不存在），如图２所示．在坐标系狉１θ１ 与

狉２θ２ 下，这三种散射波具有如下形式：

Φ
（犾）

１
（狉１，θ１）

Ψ
（犾）

１
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｈ
（１）

狀
（犽
（犾）
ｐ狉１）（犃

（犾）

１１，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅
（犾）

１１，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｈ
（１）

狀
（犽
（犾）

ｓ狉１）（犆
（犾）

１１，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇
（犾）

１１，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２３）

Φ
（犾）

２
（狉１，θ１）

Ψ
（犾）

２
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｊ狀（犽
（犾）

ｐ狉１）（犃
（犾）

２１，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅
（犾）

２１，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｊ狀（犽
（犾）

ｓ狉１）（犆
（犾）

２１，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇
（犾）

２１，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２４）

Φ
（犾）

３
（狉２，θ２）

Ψ
（犾）

３
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

犿＝０

Ｊ犿（犽
（犾）

ｐ狉２）（犃
（犾）

３２，犿ｃｏｓ犿θ２＋犅
（犾）

３２，犿ｓｉｎ犿θ２）

Ｊ犿（犽
（犾）

ｓ狉２）（犆
（犾）

３２，犿ｓｉｎ犿θ２＋犇
（犾）

３２，犿ｃｏｓ犿θ２
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２５）

利用Ｇｒａｆ加法公式，上述波函数在另外坐标系中的

表达式如下：

Φ
（犾）

１
（狉２，θ２）

Ψ
（犾）

１
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

犿＝０

Ｊ犿（犽
（犾）

ｐ狉２）（犃
（犾）

１２，犿ｃｏｓ犿θ２＋犅
（犾）

１２，犿ｓｉｎ犿θ２）

Ｊ犿（犽
（犾）

ｓ狉２）（犆
（犾）

１２，犿ｓｉｎ犿θ２＋犇
（犾）

１２，犿ｃｏｓ犿θ２
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２６）

Φ
（犾）

２
（狉２，θ２）

Ψ
（犾）

２
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

犿＝０

Ｊ犿（犽
（犾）

ｐ狉２）（犃
（犾）

２２，犿ｃｏｓ犿θ２＋犅
（犾）

２２，犿ｓｉｎ犿θ２）

Ｊ犿（犽
（犾）

ｓ狉２）（犆
（犾）

２２，犿ｓｉｎ犿θ２＋犇
（犾）

２２，犿ｃｏｓ犿θ２
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２７）

Φ
（犾）

３
（狉１，θ１）

Ψ
（犾）

３
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）

＝∑
∞

狀＝０

Ｊ狀（犽
（犾）

ｐ狉１）（犃
（犾）

３１，狀ｃｏｓ狀θ１＋犅
（犾）

３１，狀ｓｉｎ狀θ１）

Ｊ狀（犽
（犾）

ｓ狉１）（犆
（犾）

３１，狀ｓｉｎ狀θ１＋犇
（犾）

３１，狀ｃｏｓ狀θ１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
，

（２８）

其中

犃
（犾）

１２，犿

犅
（犾）

１２，犿

犆
（犾）

１２，犿

犇
（犾）

１２，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

＝∑
∞

狀＝０

犈
（３）＋
犿狀
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

１１，狀

犈
（３）－
犿狀
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

１１，狀

犈
（３）－
犿狀
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

１１，狀

犈
（３）＋
犿狀
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

１１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

， （２９ａ）

犃
（犾）

２２，犿

犅
（犾）

２２，犿

犆
（犾）

２２，犿

犇
（犾）

２２，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

＝∑
∞

狀＝０

犈
（１）＋
犿狀
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

２１，狀

犈
（１）－
犿狀
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

２１，狀

犈
（１）－
犿狀
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

２１，狀

犈
（１）＋
犿狀
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

２１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

， （２９ｂ）

２７８
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犃
（犾）

３１，狀

犅
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝∑
∞

犿＝０

犈
（１）＋
狀犿
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

３２，犿

犈
（１）－
狀犿
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

３２，犿

犈
（１）－
狀犿
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

３２，犿

犈
（１）＋
狀犿
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

３２，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

， （２９ｃ）

当犾＝０时，式（２３）与（２６）所示柱面波不存在，从而有

犃
（０）

１１，狀

犅
（０）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝
犆
（０）

１１，狀

犇
（０）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝０，

犃
（０）

１２，犿

犅
（０）

１２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＝
犆
（０）

１２，犿

犇
（０）

１２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＝０．

（３０）

４　位移场与应力场

　　为了使得推导过程简洁，在介质犔中，令

犃
（犔）

２１，狀

犅
（犔）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝
犃０，狀

犅０，
烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
，　

犆
（犔）

２１，狀

犇
（犔）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝
犆０，狀

犇０，
｛ ｝

狀

， （３１）

引入上述变量之后，在坐标系狉１θ１ 下，第犾层

（犾＝０，１，２，…，犔）介质中的位移与应力可表示为

　　
狌
（犾）

狉
（狉１，θ１）

狌
（犾）

θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝∑

∞

狀＝０

ｃｏｓ狀θ１ ０

０ ｓｉｎ狀θ
［ ］

１

犝
（３）＋
犾，狀
（狉１［ ］）

犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋ 犝

（１）＋
犾，狀
（狉１［ ］）

犃
（犾）

２１，狀

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

＋∑
∞

狀＝０

ｓｉｎ狀θ１ ０

０ ｃｏｓ狀θ
［ ］

１

犝
（３）－
犾，狀
（狉１［ ］）

犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋ 犝

（１）－
犾，狀
（狉１［ ］）

犅
（犾）

２１，狀

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

，（３２）

狋
（犾）

狉狉
（狉１，θ１）

狋
（犾）

狉θ
（狉１，θ１

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝∑

∞

狀＝０

ｃｏｓ狀θ１ ０

０ ｓｉｎ狀θ
［ ］

１

犜
（３）＋
犾，狀
（狉１［ ］）

犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋ 犜

（１）＋
犾，狀
（狉１［ ］）

犃
（犾）

２１，狀

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

＋∑
∞

狀＝０

ｓｉｎ狀θ１ ０

０ ｃｏｓ狀θ
［ ］

１

犜
（３）－
犾，狀
（狉１［ ］）

犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋ 犜

（１）－
犾，狀
（狉１［ ］）

犅
（犾）

２１，狀

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

，（３３）

其中

犝
（狇）±
犾，狀
（狉［ ］）＝

犝
（狇）

１１，狀
（犽
（犾）

ｐ狉） 犝
（狇）±
１２，狀
（犽
（犾）

ｓ狉）

犝
（狇）
２１，狀
（犽
（犾）

ｐ狉） 犝
（狇）

２２，狀
（犽
（犾）

ｓ狉

熿

燀

燄

燅）
，　 犜

（狇）±
犾，狀
（狉［ ］）＝

犜
（狇）

１１，狀
（犽
（犾）

ｐ狉） 犜
（狇）±
１２，狀
（犽
（犾）

ｓ狉）

犜
（狇）
２１，狀
（犽
（犾）

ｐ狉） 犜
（狇）

２２，狀
（犽
（犾）

ｓ狉

熿

燀

燄

燅）
， （３４）

犝
（狇）

１１，狀
（犽ｐ狉）＝

１

狉
犽ｐ狉犾

（狇）

狀－１
（犽ｐ狉）－狀犾

（狇）

狀
（犽ｐ狉［ ］），　犝

（狇）±
１２，狀
（犽ｓ狉）＝

１

狉
±狀犾

（狇）

狀
（犽ｓ狉［ ］），

犝
（狇）±
２１，狀
（犽ｐ狉）＝

１

狉
±狀犾

（狇）

狀
（犽ｐ狉［ ］），　犝

（狇）

２２，狀
（犽ｓ狉）＝

１

狉
－犽ｓ狉犾

（狇）

狀－１
（犽ｓ狉）＋狀犾

（狇）

狀
（犽ｓ狉［ ］）， （３５）

犜
（狇）

１１，狀
（犽ｐ狉）＝

２μ
狉
２［－犽ｐ狉犾（狇）狀－１（犽ｐ狉）＋ 狀

２
＋狀－

１

２
犽
２

ｓ狉（ ）２ 犾（狇）狀 （犽ｐ狉 ］），

犜
（狇）±
１２，狀
（犽ｓ狉）＝

２μ
狉
２
（±狀）犽ｓ狉犾

（狇）

狀－１
（犽ｓ狉）－（狀＋１）犾

（狇）

狀
（犽ｓ狉［ ］），

犜
（狇）±
２１，狀
（犽ｐ狉）＝

２μ
狉
２
（±狀）犽ｐ狉犾

（狇）

狀－１
（犽ｐ狉）－（狀＋１）犾

（狇）

狀
（犽ｐ狉［ ］），

犜
（狇）

２２，狀
（犽ｓ狉）＝

２μ
狉
２［犽ｓ狉犾（狇）狀－１（犽ｓ狉）－ 狀

２
＋狀－

１

２
犽
２

ｓ狉（ ）２ 犾（狇）狀 （犽ｓ狉 ］）． （３６）

坐标系狉２－θ２ 主要用于引入地表零应力条件，在该坐标系下，应力场可表示成

狋
（犾）

狉狉
（狉２，θ２）

狋
（犾）

狉θ
（狉２，θ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝∑

∞

犿＝０

ｃｏｓ犿θ２ ０

０ ｓｉｎ犿θ
［ ］

２

犜
（１）＋
犾，犿
（狉２［ ］）

犃
（犾）

１２，犿

犆
（犾）

１２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＋
犃
（犾）

２２，犿

犆
（犾）

２２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＋
犃
（犾）

３２，犿

犆
（犾）

３２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎犿

＋∑
∞

犿＝０

ｓｉｎ犿θ２ ０

０ ｃｏｓ犿θ
［ ］

２

犜
（１）－
犾，犿
（狉２［ ］）

犅
（犾）

１２，犿

犇
（犾）

１２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＋
犅
（犾）

２２，犿

犇
（犾）

２２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犿
＋
犅
（犾）

３２，犿

犇
（犾）

３２，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎犿

． （３７）

５　边界条件的引入及散射波场的确定

５．１　地表零应力边界条件的引入

考虑到自由场波函数对地表应力贡献为零，在大圆弧边界处，将（３７）式代入零应力边界条件（６）式中，并

利用（２１）与（２９）式，可以得到如下关系：

３７８
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犃
（犾）

３１，狀

犅
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝∑
∞

犼＝０

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

１１，犼

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

１１，犼

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

１１，犼

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

１１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＋∑
∞

犼＝０

犉
（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

２１，犼

犉
（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

２１，犼

犉
（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

２１，犼

犉
（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

２１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

，犾＝０，１，２，…，犔－１， （３８ａ）

犃
（犔）

３１，狀

犅
（犔）

３１，狀

犆
（犔）

３１，狀

犇
（犔）

３１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝∑
∞

犼＝０

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇）犃
（犔）

１１，犼

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇）犅
（犔）

１１，犼

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇）犆
（犔）

１１，犼

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇）犇
（犔）

１１，

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

， （３８ｂ）

其中

犉
（１）±
狀犼
（狓）

犉
（２）±
狀犼
（狓

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝－∑

∞

犿＝０

犈
（１）±
狀犿
（狓）

犈
（１）±
犿犼
（狓）

犈
（３）±
犿犼
（狓

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
． （３９）

５．２　连续条件的引入

根据（３０）式可得

犃
（０）

１１，狀

犆
（０）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（０）

１，［ ］狀
犃
（０）

２１，狀

犆
（０）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（０）

３１，狀

犆
（０）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

犅
（０）

１１，狀

犇
（０）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（０）

２，［ ］狀
犅
（０）

２１，狀

犇
（０）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（０）

３１，狀

犇
（０）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 狀

， （４０）

其中

犛
（０）

１，［ ］狀 ＝ 犛
（０）

２，［ ］狀 ＝
０ ０［ ］
０ ０

， （４１）

利用第犾个（犾＝１，２，…，犔）圆弧边界处的连续条件（７）式及（３２）、（３３）式可得到如下关系

狌
犛
（犾）

１１，［ ］狀
犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋

狌
犛
（犾）

１２，［ ］狀
犃
（犾）

２１，狀

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋

犃
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，
烅

烄

烆

烍

烌

烎

烄

烆

烌

烎
狀

＝
犃
（犾－１）

２１，狀

犆
（犾－１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾－１）

３１，狀

犆
（犾－１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

狋
犛
（犾）

１１，［ ］狀
犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋

狋
犛
（犾）

１２，［ ］狀
犃
（犾）

２１，狀

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

＝
犃
（犾－１）

２１，狀

犆
（犾－１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾－１）

３１，狀

犆
（犾－１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烅

烄

烆 狀

， （４２）

狌犛
（犾）

２１，［ ］狀
犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋

狌犛
（犾）

２２，［ ］狀
犅
（犾）

２１，狀

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

＝
犅
（犾－１）

２１，狀

犇
（犾－１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾－１）

３１，狀

犇
（犾－１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

狋犛
（犾）

２１，［ ］狀
犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋

狋犛
（犾）

２２，［ ］狀
犅
（犾）

２１，狀

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

＝
犅
（犾－１）

２１，狀

犇
（犾－１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾－１）

３１，狀

犇
（犾－１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烅

烄

烆 狀

， （４３）

其中

狏犛
（犾）

犻、犼，
［ ］狀 ＝

狏犌
（犾）

犻５，［ ］狀
－１ 狏犌

（犾）

犻、犼，
［ ］狀 ． （４４）

上式中，字母犻、犼分别代表１、２；字母狏代表狌或狋．方阵
狏
犌
（犾）

犻、犼，
［ ］狀 （其中犻＝１，２；犼＝１，２，３，４，５；字母狏代

表狋或狌）的表达式如下：
狌犌

（犾）

１１，［ ］狀
狌犌

（犾）

１２，［ ］狀
狌犌

（犾）

１３，［ ］狀
狌犌

（犾）

１４，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

犝
（３）＋
犾，狀
（犫犾［ ］）

犝
（１）＋
犾，狀
（犫犾［ ］）

犝
（３）＋
犾－１，狀
（犫犾［ ］）

犝
（１）＋
犾－１，狀
（犫犾［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

，　

狋犌
（犾）

１１，［ ］狀
狋犌

（犾）

１２，［ ］狀
狋犌

（犾）

１３，［ ］狀
狋犌

（犾）

１４，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

犜
（３）＋
犾，狀
（犫犾［ ］）

犜
（１）＋
犾，狀
（犫犾［ ］）

犜
（３）＋
犾－１，狀
（犫犾［ ］）

犜
（１）＋
犾－１，狀
（犫犾［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

， （４５ａ）

狌犌
（犾）

２１，［ ］狀
狌犌

（犾）

２２，［ ］狀
狌犌

（犾）

２３，［ ］狀
狌犌

（犾）

２４，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

犝
（３）－
犾，狀 （犫犾［ ］）

犝
（１）－
犾，狀
（犫犾［ ］）

犝
（３）－
犾－１，狀
（犫犾［ ］）

犝
（１）－
犾－１，狀
（犫犾［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

，　

狋犌
（犾）

２１，［ ］狀
狋犌

（犾）

２２，［ ］狀
狋犌

（犾）

２３，［ ］狀
狋犌

（犾）

２４，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

犜
（３）－
犾，狀
（犫犾［ ］）

犜
（１）－
犾，狀
（犫犾［ ］）

犜
（３）－
犾－１，狀
（犫犾［ ］）

犜
（１）－
犾－１，狀
（犫犾［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

， （４５ｂ）

４７８
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狌犌
（犾）

１５，［ ］狀
狋犌

（犾）

１５，［ ］狀
狌犌

（犾）

２５，［ ］狀
狋犌

（犾）

２５，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

狌犌
（犾）

１３，［ ］狀 犛
（犾－１）

１，［ ］狀

狋犌
（犾）

１３，［ ］狀 犛
（犾－１）

１，［ ］狀

狌犌
（犾）

２３，［ ］狀 犛
（犾－１）

２，［ ］狀

狋犌
（犾）

２３，［ ］狀 犛
（犾－１）

２，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＋

狌犌
（犾）

１４，［ ］狀
狋犌

（犾）

１４，［ ］狀
狌犌

（犾）

２４，［ ］狀
狋犌

（犾）

２４，［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

． （４５ｃ）

矩阵 犝
（狇）±
犾，狀
（狉［ ］） 与 犜

（狇）±
犾，狀
（狉［ ］） 的表达式参见（３４）～（３６）式．

根据方程（４２）、（４３），可以得到如下关系：

犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（犾）

１，［ ］狀
犃
（犾）

２１，狀

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犃
（犾）

３１，狀

犆
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

，

犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（犾）

２，［ ］狀
犅
（犾）

２１，狀

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＋
犅
（犾）

３１，狀

犇
（犾）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 狀

， （４６）

其中

犛
（犾）

１，［ ］狀 ＝
狋犛

（犾）

１１，［ ］狀 －
狌犛

（犾）

１１，［ ］（ ）狀
－１ 狋犛

（犾）

１２，［ ］狀 －
狌犛

（犾）

１２，［ ］（ ）狀
，

犛
（犾）

２，［ ］狀 ＝
狋犛

（犾）

２１，［ ］狀 －
狌犛

（犾）

２１，［ ］（ ）狀
－１ 狋犛

（犾）

２２，［ ］狀 －
狌犛

（犾）

２２，［ ］（ ）狀

烅
烄

烆 ，
（４７）

　　自（４１）式（犾＝０）开始，利用（４４）、（４５）与（４７）式可以递推地求出犾＝１，２，…，犔时，关系矩阵 犛
（犾）

１，［ ］狀 与

犛
（犾）

２，［ ］狀 的表达式．

５．３　待定系数的求解

当犾＝犔时，将（３８ｂ）与（３１）式代入（４６）式中可得：

∑
∞

犼＝０

犘１，狀［ ］犼
犃
（犔）

１１，犼

犆
（犔）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝ 狇１，｛ ｝狀 ，

∑
∞

犼＝０

犘２，狀［ ］犼
犅
（犔）

１１，犼

犇
（犔）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝ 狇２，｛ ｝狀

烅

烄

烆
，

（４８）

其中

犘１，狀［ ］犼 ＝
δ狀犼－ 犛

（犔）

１，［ ］狀 １１犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇） 　－ 犛
（犔）

１，［ ］狀 １２犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇）

　－ 犛
（犔）

１，［ ］狀 ２１犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇） δ狀犼－ 犛
（犔）

１，［ ］狀 ２２犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇

熿

燀

燄

燅）
， （４９ａ）

犘２，狀［ ］犼 ＝
δ狀犼－ 犛

（犔）

２，［ ］狀 １１犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇） 　－ 犛
（犔）

２，［ ］狀 １２犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇）

　－ 犛
（犔）

２，［ ］狀 ２１犉
（２）－
狀犼
（犽
（犔）

ｐ 犇） δ狀犼－ 犛
（犔）

２，［ ］狀 ２２犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犔）

ｓ 犇

熿

燀

燄

燅）
， （４９ｂ）

狇１，｛ ｝狀 ＝ 犛
（犔）

１，［ ］狀
犃０，狀

犆０，
｛ ｝

狀

， （５０ａ）

狇２，｛ ｝狀 ＝ 犛
（犔）

２，［ ］狀
犅０，狀

犇０，
｛ ｝

狀

， （５０ｂ）

式中，当狀＝犼时，δ狀犼＝１，否则δ狀犼＝０；符号［］犛 犻犼表示矩阵［ ］犛 的第犻行、第犼列元素．

将无穷级数自有限项截断，求解方程（４８）即可得到待定系数｛犃
（犔）

１１，狀
｝、｛犆

（犔）

１１，狀
｝、｛犅

（犔）

１１，狀
｝与｛犇

（犔）

１１，狀
｝；然后，利

用（３８ｂ）式可以求得系数｛犃
（犔）

３１，狀
｝、｛犆

（犔）

３１，狀
｝、｛犅

（犔）

３１，狀
｝与｛犇

（犔）

３１，狀
｝．至此，半空间介质（即介质犔）中散射波的所有待

定系数均已确定．

对于介质犾＝犔－１，犔－２，…，０，首先利用（４２）、（４３）与（４６）式可求出系数｛犃
（犾）

１１，狀
｝、｛犆

（犾）

１１，狀
｝、｛犅

（犾）

１１，狀
｝与

｛犇
（犾）

１１，狀
｝：

犃
（犾）

１１，狀

犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（犾）

１，［ ］狀
狌犛

（犾＋１）

１１，［ ］狀

犃
（犾＋１）

１１，狀

犆
（犾＋１）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
狌犛

（犾＋１）

１２，［ ］狀

犃
（犾＋１）

２１，狀

犆
（犾＋１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
犃
（犾＋１）

３１，狀

犆
（犾＋１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎
［ ］

狀

犅
（犾）

１１，狀

犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀
＝ 犛

（犾）

２，［ ］狀
狌
犛
（犾＋１）

２１，［ ］狀

犅
（犾＋１）

１１，狀

犇
（犾＋１）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
狌
犛
（犾＋１）

２２，［ ］狀

犅
（犾＋１）

２１，狀

犇
（犾＋１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
犅
（犾＋１）

３１，狀

犇
（犾＋１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎
［ ］

烅

烄

烆 狀

（５１）

５７８
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其次，将式（３８ａ）代入（４２）与（４３）式中可得如下方程组：

∑
∞

犼＝０

犘１，狀［ ］
犼

犃
（犾）

２１，犼

犆
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝ 狇１，｛ ｝狀 ，

∑
∞

犼＝０

犘２，狀［ ］犼
犅
（犾）

２１，犼

犇
（犾）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝ 狇２，｛ ｝狀

烅

烄

烆
，

（５２）

其中

犘１，狀［ ］犼 ＝
δ狀犼＋犉

（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇） 　　犉
（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）

　　犉
（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇） δ狀犼＋犉
（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇

熿

燀

燄

燅）
， （５３ａ）

犘２，狀［ ］犼 ＝
δ狀犼＋犉

（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇） 　　犉
（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）

　　犉
（１）－
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇） δ狀犼＋犉
（１）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇

熿

燀

燄

燅）
， （５３ｂ）

狇１，｛ ｝狀 ＝
狌犛

（犾＋１）

１１，［ ］狀

犃
（犾＋１）

１１，狀

犆
（犾＋１）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
狌犛

（犾＋１）

１２，［ ］狀

犃
（犾＋１）

２１，狀

犆
（犾＋１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
犃
（犾＋１）

３１，狀

犆
（犾＋１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

－∑
∞

犼＝０

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犃
（犾）

１１，犼

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犆
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼

，（５４ａ）

狇２，｛ ｝狀 ＝
狌犛

（犾＋１）

２１，［ ］狀

犅
（犾＋１）

１１，狀

犇
（犾＋１）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
狌犛

（犾＋１）

２２，［ ］狀

犅
（犾＋１）

２１，狀

犇
（犾＋１）

２１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎狀

＋
犅
（犾＋１）

３１，狀

犇
（犾＋１）

３１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎狀

－∑
∞

犼＝０

犉
（２）－
狀犼
（犽
（犾）

ｐ 犇）犅
（犾）

１１，犼

犉
（２）＋
狀犼
（犽
（犾）

ｓ 犇）犇
（犾）

１１，

烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
．（５４ｂ）

　　 求解方程组 （５２）即可得到系数 ｛犃
（犾）

２１，狀
｝、

｛犆
（犾）

２１，狀
｝、｛犅

（犾）

２１，狀
｝与 ｛犇

（犾）

２１，狀
｝；然后利用（３８ａ）式可得

系数 ｛犃
（犾）

３１，狀
｝、｛犆

（犾）

３１，狀
｝、｛犅

（犾）

３１，狀
｝与 ｛犇

（犾）

３１，狀
｝．至此，第

犾层（犾＝犔－１，犔－２，…，１，０）介质中散射波的所

有待定系数均已按上述递推方式求出，利用（３２）与

（３３）式即可求出坐标系狉１θ１下的位移场与应力场．

利用坐标转换关系（１１）式可以求出坐标系狓狔与

狉１θ１之间的转换矩阵：

［］β ＝
ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１

ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ
［ ］

１

， （５５）

应用张量转换关系

犜犻′犼′ ＝β犻′犿β犼′狀犜犿狀
， （５６）

坐标系狓狔下的位移场和应力场可表示如下：

狌狓（狓，狔）

狌狔（狓，狔
｛ ｝）＝

ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１

ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ
［ ］

１

狌狉（狉１，θ１）

狌θ（狉１，θ１
｛ ｝），

（５７）

狋狓狓（狓，狔）

狋狔狔（狓，狔）

狋狓狔（狓，狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＝

ｓｉｎ２θ１ ｓｉｎ２θ１ ｃｏｓ２θ１

ｃｏｓ２θ１ －ｓｉｎ２θ１ ｓｉｎ２θ１

１

２
ｓｉｎ２θ１ ｃｏｓ２θ１ －

１

２
ｓｉｎ２θ

熿

燀

燄

燅
１

×

狋狉狉（狉１，θ１）

狋狉θ（狉１，θ１）

狋θθ（狉１，θ１

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

． （５８）

６　结果分析

首先，定义无量纲参数

η＝
２犪犔

λ
（犔）

ｓ

＝
ω犪犔

π犮
（犔）

ｓ

． （５９）

　　该参数的物理意义为谷地总宽度２犪犔 与半空间

中Ｓ波波长λ
（犔）

ｓ
（＝λ

（犔）

ｐ 犮
（犔）

ｓ
／犮

（犔）

ｐ
，λ

（犔）

ｐ
为入射Ｐ波

波长）之间的比值，它间接地描述了入射波的频率：

η越大，入射波波长λ
（犔）

ｐ
越小，其频率ω越高．

在上述解析解的求解过程中，需要将无穷级数

自有限项犖 截断，通过求解线性方程组可获得最终

散射波场．级数解的收敛可按Ｃａｕｃｈｙ收敛准则判

断：首先计算自有限项犖 截断所得的结果；然后再

计算自犖＋１项截断所得的结果，如果二者之间的

误差满足给定的精度要求，则所得结果即为最终解．

在计算地面点的位移幅值时，以谷地中心点犗为基

准，向左右各取犕 个离散空间点（计算范围［－２犪犔，

２犪犔］），连同犗点共计２犕＋１个点．计算相邻截断项

数之间的误差时，先计算截断项数为犖 时与截断项

数为犖＋１时不同地表点之间位移差值（为复数）的

模，共得到２犕＋１个值犲犽（犽＝１，２，…，２犕＋１），然

后求出这２犕＋１个值的均方根犲，即：

犲＝
１

２犕＋１ ∑
２犕＋１

犽＝１

犲２（ ）［ ］犽

１／２

， （６０）

　　将犲作为与截断项数犖 对应的误差值，可以做

出误差图．通常，入射波的频率越高，级数所需收敛

项数越高．取计算频率η＝２０，下面讨论在该频率

下级数解的收敛问题．谷地的沉积层数取为３层，其

几何参数犺１∶犺２∶犺３∶犪３＝０．４∶０．７∶１．０∶２，其

横波波速比为１５０∶２００∶３００∶４００，其密度比为

１．５∶１．６∶１．７∶１．８．可知，当η＝２０时，半空间介
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质Ｓ波波长（＝犪３／１０）小于沉积介质的层厚犺２－犺１

（＝犺３－犺２＝３犪３／２０）．Ｐ波垂直入射（γｐ ＝０°）与

斜入射（γｐ ＝４５°）情况下，地表水平位移与竖向位

移的误差图（按公式（６０）计算）如图３所示（η＝２０）．从

中可以看出，对于垂直入射情况，级数解自犖 ＝９０

开始收敛，当犖 ＝１０７时，犲狓 ＝３．３２８×１０
－７，犲狔 ＝

８．４９１×１０
－９；对于斜入射情况，级数解自犖＝１４６开始

收敛，当犖＝１６６时，犲狓 ＝６．３５２×１０
－６，犲狔 ＝４．９１０×

１０－６．因此，当入射波频率不变时，其入射角度对级数

解的收敛项数有一定的影响．

通过以上讨论可知，在η≤２０范围内，本文所给

出的级数解能够收敛于真实解．对于模拟水平地表

的大圆弧半径犚 的确定，通常取犚＝１０２犫犔～１０
５犫犔

（犫犔 为谷地最外层圆弧边界半径，如图１所示）即可

满足精度要求．谐波入射下谷地稳态动力响应的位

移场是以复数形式给出的，即

狌（狓，狔）＝狘狌（狓，狔）狘ｅ
ｉφ（狓，狔）， （６１）

其中，｜狌（狓，狔）｜为地震动的幅值，其空间变化描述

了地震动强度的分布；φ（狓，狔）为地震动的相位，其

空间变化描述了不同空间点简谐振动的滞后关系．在

下面的讨论中，本文将以地面运动的幅值｜狌（狓，０）｜为

参数，论述入射波及谷地特性对稳态地面运动的影响．

以三层沉积谷地为例研究多层沉积谷地对入射

Ｐ波的散射效应．为了进行比较，重点研究如下３类

沉积谷地：单层沉积谷地、三层正常沉积谷地与三层

非正常沉积谷地，其几何与物理参数均在表１中给

出．所有介质的波松比均取为０．２５．谷地３存在着

软弱夹层．

图３　级数解随截断项数的收敛性

（ａ）垂直入射狓方向位移误差；（ｂ）垂直入射狔方向位移误差；（ｃ）斜入射狓方向位移误差；（ｄ）斜入射狔方向位移误差．

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｓｅｒｉｅｓｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒ

表１　沉积谷地的几何参数与物理参数

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犵犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犪狀犱狆犺狔狊犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犪犾犾狌狏犻犪犾狏犪犾犾犲狔狊

谷地类型
几何参数

犺１∶犺２∶犺３∶犪３

物理参数

Ｓ波波速比 密度比

① 单层沉积

② 三层正常沉积

③ 三层非正常沉积

０．４∶０．７∶１．０∶２

０．４∶０．７∶１．０∶２

０．４∶０．７∶１．０∶２

２００∶２００∶２００∶４００

１５０∶２００∶３００∶４００

２００∶３００∶１５０∶４００

１．６∶１．６∶１．６∶１．８

１．５∶１．６∶１．７∶１．８

１．６∶１．７∶１．５∶１．８

７７８
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　　Ｐ波垂直入射（γｐ＝０°）情况下，上述３类谷地

地面运动幅值的空间变化如图４所示．图中给出了

η＝１．０、４．０、１６．０三种频率入射的结果．η＝１．０

相当于半空间介质Ｓ波波长与谷地宽度２犪３相等，相

应于中低频波入射；η＝４．０相当于半空间介质Ｓ波

波长与谷地深度犺３（＝犪３／２）相等，相应于高频波入

射；η＝１６．０时，半空间介质Ｓ波波长为犪３／８，小于

沉积介质的层厚犺２－犺１（＝犺３－犺２＝３犪３／２０），相

应于极高频波入射，这时散射波之间将会出现复杂

的干涉现象．

当η＝１．０时，入射波波长较长，其对谷地中沉

积介质的层状不均匀性不是很敏感，地面运动幅值

的空间变化不是很剧烈，如图４ａ所示．即便如此，从中

也能看出一些干涉现象：无论是水平位移｜狌狓｜狓／犪３曲

线还是竖向位移｜狌狔｜狓／犪３ 曲线，均出现了一些幅

值非常低的局部极小值点，这些点类似于驻波中的

“波节”．在η ＝１．０的情况下，在谷地中心地带

｜狓｜＜０．５犪３，谷地１与谷地３的水平位移高于谷地

２，而三者的竖向位移相差不大，谷地介质的成层性

对地面运动的影响不是很显著．当η＝４．０时，由于

入射波波长减小，其对沉积介质的层状不均匀性开

始变得较为敏感，地面运动变化较为剧烈，而且出现

了更多的类“驻波”的波节点，如图４ｂ所示．在谷地

中心地带的大部分空间点处，与单层沉积相比，多层

沉积的地面运动幅值较大，尤其对于水平振动而言．

这可能是散射波在沉积层内复杂的干涉所导致的能

量汇聚造成的现象．此外，对于两种三层沉积谷地而

言，在谷地中心某些地带，谷地３的水平位移幅值低

于谷地２，软夹层表现出了隔振作用，但在正中央区

段｜狓｜＜０．１犪３，谷地３的水平位移幅值反而略高于

谷地２的水平位移幅值，软夹层并未表现出隔振作

用；但是对于竖向位移来说，在谷地中心地带｜狓｜＜

０．３犪３，谷地３的竖向位移幅值明显低于谷地２，软

夹层表现出了显著的隔振作用．对于谷地３，在其地

表软夹层出露地段，即０．８犪３＜｜狓｜＜犪３，其水平位

移与竖向位移幅值均出现了明显的峰值点，远高于

其他两类谷地，这说明了大量散射波的能量被软夹

层所吸收，从而造成地表软夹层出露地段较大的位

移幅值．这一现象在较低频波（η＝１．０）入射时并

未出现．当η＝１６．０时，散射波波长与谷地沉积层

的厚度相当，甚至更小，散射波在不同界面之间往复

反射将造成复杂的干涉现象，这使得在谷地中心区

图４　垂直入射情况（入射角γｐ＝０°）下３类谷地地面运动幅值

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｉｎｃｉｄｅｎｃｅ（ｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｇｌｅγｐ＝０°）
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图５　斜入射情况（入射角γｐ＝４５°）下３类谷地地面运动幅值

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｉｎｃｌｉｎｅｄｉｎｃｉｄｅｎｃｅ（ｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｇｌｅγｐ＝４５°）

段｜狓｜＜犪３，地面运动的空间变化非常剧烈，如图４ｃ

所示．对于两种三层沉积而言，在谷地中心地带：谷

地３的水平位移高于谷地２，软夹层的存在反而对

地震动有放大作用，这是值得关注的；而谷地３的竖

向位移则低于谷地２，软夹层的存在表现出了隔振

作用．与η＝４．０情况类似，在谷地３的地表软夹层

出露地段，地面运动出现了较为明显的峰值点，散射波

在该地带表现出了较为明显的干涉与能量汇聚现象．

Ｐ波斜入射（γｐ＝４５°）情况下，３类谷地地面运

动的幅值如图５所示．同样，图中给出了η＝１．０、

４．０、１６．０三种频率入射的结果．与垂直入射类似，

随着入射波频率的增加，散射波表现出了越来越明

显的干涉现象：地面运动的空间变化更加剧烈，地表

出现更多的类“波节”点，地震动呈现出更为显著的

“驻波”特性．与垂直入射相比，在斜入射情况下，这

３类谷地的稳态地面运动表现出了如下规律：

（１）谷地１与谷地２地面运动强烈部分出现在

“背波面”，即谷地右侧；在地面运动强烈区段，谷地

２水平振动最大幅值显著地高于谷地１，但是二者竖

向振动最大幅值相差不大，如图５所示．

（２）对于谷地３，随着入射波频率的增加，由于

散射波的干涉与能量汇聚效应增强，软夹层吸收了

大量散射波能量，因此地表软夹层出露段（０．８犪３＜｜

狓｜＜犪３）地面运动出现了较为明显的峰值．此外，在

谷地左侧与软夹层相邻部位出现了一个“阴影区”，

即在地表－０．８犪３＜狓＜－０．５犪３ 区段，地面运动的

幅值较低，软夹层对入射波表现出了一定的“屏蔽”

效应，如图５所示．

（３）在谷地的右侧，除了地表软夹层出露段

（０．８犪３＜狓＜犪３），谷地３水平与竖向振动强烈部分

均位于区段０＜狓＜０．５犪３，与谷地１一致，但是相比

谷地１，在相应地段谷地３地面运动的幅值较小，软

夹层表现出了隔振作用，随着频率的增加，这种现象

变得更为显著．

７　结　论

利用波函数的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开，本文

推导出了含任意多个圆弧状沉积层的谷地对入射平

面Ｐ波二维散射问题的解析解．利用该解析解，以

三层沉积谷地为例，以地面运动的幅值为参数，在一

个较宽的频带范围内讨论了谷地中沉积介质的成层

９７８
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性对地震地面运动的影响．其结果表明，对于多层沉

积谷地而言，当入射地震波频率较高时，散射波表现

出了显著的干涉与能量汇聚现象，地面运动也显示

出了类似于驻波的特性，出现了大量的类“波节”点，

而且谷地中软弱夹层能够吸收较多的散射波能量，从

而造成地表软夹层出露地段地面运动的幅值较高．
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