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摘要：边坡稳定一阶可靠度分析的常用方法是验算点法，该方法在求解可靠指标时需要进行迭代计算。但是，对

于边坡稳定的有限元可靠度分析，其功能函数形式常为高度非线性的，采用常规的验算点法可能会出现迭代计算

不收敛、无法计算可靠指标的问题。将结构可靠度分析中的有限步长迭代法引入边坡稳定的有限元可靠分析，探

讨有限步长迭代法中初始步长及步长调整系数的取值方法。在边坡的可靠指标计算方面，采用以基于滑面应力分

析的弹塑性随机有限元理论为基础的方法。其中功能函数的形式是以考虑滑面方向的 Mohr-Coulomb 屈服准则来

建立的；导数的求解采用的是基于增量切线刚度法及 Aitken 加速算法的偏微分法；边坡整体可靠指标取的是所有

可能滑面的可靠指标的最小值。算例分析表明，将有限步长迭代法用于边坡稳定的有限元可靠度分析是可行的，

该方法可保证在功能函数为高度非线性时可靠指标的迭代计算也能收敛，而且收敛速度较快，从而大大提高有限

元可靠分析的计算速度。 
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Abstract：Design point method，in which the iterative calculation is needed to computer the reliability index，is 
usually used for first-order reliability analysis of slope. However，there exist some cases when the iteration 
procedure is not covered in the design point method，since the limit state function is often highly nonlinear in the 
finite element reliability analysis. Therefore，limit step length iteration method(LSLIM)，which is used in the 
structural reliability analysis，is adopted to perform the reliability analysis of slope stability；and the methods to 
determine the initial step length and step adjusting coefficient are discussed. As to the calculation of reliability 
index，the method based on the technique of sliding surface stress analysis and the elastoplastic finite element 
theory is adopted. The type of the limit state function is set up according to the Mohr-Coulomb yield criterion 
which can consider the direction of the slip surface；and the derivatives of the stress to the basic stochastic 
variables of the slope are computed by using partial differential method based on the incremental tangent stiffness 
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method and the accelerating convergence method of Aitken. The overall reliability index is defined as the smallest 
one of the whole possible sliding surfaces. Analysis results demonstrate that it is feasible to use LSLIM in the 
finite element reliability analysis of slope stability. LSLIM can assure the convergence of the iteration of reliability 
index even when the limit state function is highly nonlinear.  
Key words：slope engineering；slope stability；finite element；reliability analysis；limit step length iteration 
method(LSLIM)；reliability index 
 
 
1  引  言 

 
边坡的稳定性分析是岩土工程中一个十分重要

的问题，目前常用的方法有各种极限平衡条分法、

有限元法、极限分析法等[1]。岩土工程中存在大量

不确定性，如岩土材料参数的不确定性、荷载的不

确定性等，因此应进行边坡稳定性的可靠度分析[2]。 
结构可靠度分析的常用方法是一阶可靠度分析

方法，它包括中心点法和验算点法。一般而言，中

心点法简单易用，适用性广，但精度较低；验算点

法需要对可靠指标进行迭代求解，计算稍微复杂，

但能克服中心点法的一些不足之处，因而计算精度

较为理想[3]。 
在边坡稳定可靠度分析方面，目前常用的方法

是将结构可靠度分析的一阶可靠度分析方法与边坡

稳定性分析的各种极限平衡条分法相结合，从而进

行边坡稳定的可靠度分析。如：B. K. Low 等[4]利用

电子表格法中的规划求解功能，采用通用条分法进

行了边坡稳定的可靠度分析；A. M. Hassan 和 T. F. 
Wolff[5]研究了边坡稳定可靠度分析中最小可靠指

标面的确定方法；A. I. H. Malkawi 等[6]通过 2 个算

例的计算分析，比较了边坡稳定性分析的各种极限

条分法及各种可靠度分析方法的可靠指标计算结

果；作者[7]以瑞典条分法及 Bishop 法为基础，研究

了边坡稳定可靠度分析中导数的求解及可靠度分析

方法的选择。 
近年来，也有学者将一阶可靠度分析方法与有

限元方法相结合，以求解边坡中各单元及整个边坡

的可靠指标。刘 宁[8]通过有限元法，计算了边坡中

各单元的可靠指标，做出了边坡剖面的可靠指标等

值线图；作者[9，10]以强度折减法及滑面应力分析法

为基础，研究了边坡整体可靠指标的求解方法。 
上述研究中所采用的可靠度分析方法主要是中

心点法或验算点法。笔者在进行边坡稳定的可靠度

分析时发现，边坡的功能函数一般是高度非线性的，

用验算点法进行可靠指标的迭代求解时常会遇到迭

代不收敛或发散的现象[11，12]。为此，本文拟以有限

元为手段，研究一阶可靠度分析的另一种方法——

有限步长迭代法在边坡稳定可靠度分析中的应用。 
 

2  滑面整体可靠指标的求解 
 
在进行边坡稳定的可靠度分析时，首要的问题

是确定基本变量的概率分布类型及功能函数的形

式。对于边坡中任一潜在的滑动面，可以按作者[12]

的研究结果，以下式作为边坡稳定有限元可靠度分

析的功能函数： 

 ∑
=

Δ=
e

1

n

i
ii lZZ                (1) 

式中：ne为滑弧上的单元个数； ilΔ ， iZ 分别为第 i
个单元切割的滑弧长度及功能函数，其中 iZ 可按

Mohr-Coulomb 准则由下式求得 

 τϕσττ −+−=−= cZi tannf         (2) 

式中：τf和τ 分别为受剪面上的抗剪强度和剪应力；

σn为受剪面上的正应力，以受拉为正；c，ϕ分别为

岩土的黏聚力和内摩擦角。 
设θ为单元所截滑弧切线方向与水平面间的夹

角，则 
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将式(3)，(4)代入式(2)，可得单元功能函数为 
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由式(5)可知，单元功能函数 Zi是基本变量 c，
ϕ及应力向量 T}{ xyyx τσσ ，，=σ 的函数，而应力向

量σ 又是基本变量 c，ϕ，φ，γ，E，ν (分别为土的
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黏聚力、内摩擦角、膨胀角、容重、弹性模量、泊

松比)的函数。设基本变量 X={c，ϕ，φ，γ，E，ν}，
则 

 ))(( XX σ，ii gZ =               (6) 

因此，对于单元功能函数，可以求得其对基本

变量的偏导数为 
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式中：上标“*”表示在求导时视相应参数为常量。 
很显然，对于整个滑面的功能函数，可以得出

它对基本变量的偏导数为 
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由式(7)，(10)可知，偏导数的表达式中含有应力

对基本变量的偏导数 X∂∂ /σ ，需要利用随机有限元

程序进行迭代求解。本文基于增量切线刚度法，采用

Aitken 加速算法，用 Fortran 语言编写了相应的随

机有限元计算程序，详细步骤参见作者[13]的研究。 
由于边坡中最小可靠指标所对应的滑面是未知

的，本文计算边坡整体最小可靠指标的方法是先假

定任一滑面，按式(7)，(10)求此滑面上功能函数对

于基本变量的偏导数，由此导数可进一步求得此滑

面对应的可靠指标。然后，对所有可能的滑面求解

可靠指标，则这些可靠指标的最小值就是整个边坡

的最小可靠指标。当然，这一步所求的最小可靠指

标还不是边坡真正的可靠指标，因为可靠指标的计

算还需采用某种可靠度分析方法进行迭代求解。因

此，这里实际上包含了两层循环：外层循环是可靠

指标的迭代求解，内层循环是滑面最小可靠指标的

搜索。其中，滑面最小可靠指标的搜索方法与边坡

稳定性定值法分析中最小安全系数的搜索方法一

致。下面讨论外层循环中可靠指标的迭代求解方法。 

 
3  可靠度分析的基本方法 
 
3.1 验算点法 

验算点法是可靠度分析中的一种常用方法。该

法的主要思想是在通过极限状态超曲面 Z = 0 上的

一个验算点 *P ( *
1x ， *

2x ， ，L  *
nx )处将功能函数 Z

展开成泰勒级数，即在此点将非线性功能函数线性

化。可以证明，验算点 *P 是标准化正态空间中极限

状态超曲面 Z = 0 上到原点最近的点，此点不能事

先确定，需迭代求解。当基本变量是互为独立的正

态变量时，其迭代计算公式[14]如下： 
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式中：
iXμ ，

iXσ ，
iXα 分别为基本变量 Xi的均值、

均方差、方向余弦；β 为可靠指标。 
3.2 有限步长迭代法 

设基本变量是互为独立的正态随机变量，贡金

鑫[14]推导了有限步长迭代法的基本公式，列出了在

标准正态空间中求解可靠指标的迭代步骤。由于有

限元计算是在原始空间中进行的，因此，原始空间

中可靠指标的计算可按下述步骤进行迭代： 
(1) 选 取 迭 代 初 始 点 ，，， L  { )0(

2
)0(

1
)0( xx=X  

T)0( }nx 、初始步长 )0(λ 和步长调整系数 a(一般可取

，，，， T)0( }  {
21 nXXX μμμ L=X  

)0(λ ≤50.00， a = 1.2～
1.5)； 

(2) 按下式计算方向余弦   1()1( ，=+ ik
X i
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(3) 按下式计算可靠指标 )1( +kβ ： 
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(4) 按下式计算新的   1()1( ，=+ iX k

i  )  2 n，，L ： 
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(5) 若前后 2 次迭代计算所得可靠指标之差
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误差，则停止迭代，所求 )1( +kβ 即为要求的可靠指标； 
(6) 如果 k＜1，则转至步骤(2)继续进行迭代；  
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)(kλ ，转至步骤(2)继续进行迭代。 

比较式(11)～(13)与(14)～(16)可知，其主要区

别是方向余弦的表达式有所不同。常规迭代方法中

方向余弦的计算只与该点的导数值有关，而有限步

长迭代法中方向余弦的计算还与该点的坐标值有

关。可以证明，常规的验算点法是有限步长迭代法

中步长为无限值时的特例。 
有限步长迭代法可以保证在极限状态函数为高

度非线性时可靠指标的迭代计算过程亦可收敛，但

步长及步长调整系数仍需试算确定。因此，本文拟

以有限元计算为基础，研究边坡稳定可靠度分析中

的有限步长迭代法以及初始步长和步长调整系数的

取值方法。 
 

4  算例及成果分析 
 

4.1 算例 1 
已知结构功能函数为 

0.4)( 3
2

3
121 −+= XXXXg ，          (17) 

式中： 21 XX ， 均服从正态分布，其平均值和标准差

分别为 0.3
1
=Xμ ， 9.2

2
=Xμ ， 0.1

1
=Xσ ， 0.1

2
=Xσ 。 

对于本例，其极限状态函数是高度非线性的，

采用传统的验算点法求解可靠指标时迭代不收敛。

贡金鑫[14]取 )0(λ = 2.0，a = 1.5，求得可靠指标 β = 
2.390 9。 

本文通过试算，进一步研究了初始步长及步长

调整系数这 2 个参数的取值与可靠指标迭代次数的

关系，试算结果如图 1 所示。图 1 中显示，迭代次

数达到 500 时迭代计算仍未收敛。 
 

 

(a) λ(0) = 0.01～50.00 

 

(b) λ(0) = 0.01～1.00 

图 1  迭代次数与初始步长的关系 
Fig.1  Relationship between number of iteration and initial  

step length 
 

图 1(a)的横坐标为对数坐标，研究的是 )0(λ 在较

大范围内变化时的情况( )0(λ 分别取 10－2，10－1，100，

101，50.00)。计算结果表明， )0(λ ≤100 时，迭代达

到收敛时所需的迭代次数较少。随着 )0(λ 的增大，

计算达到收敛时所需的迭代次数明显增多。例如，

当 )0(λ = 50.00 且 a = 1.2 时，可靠指标的迭代进行了

500 次时仍未收敛。 
虽然在较大范围内而言， )0(λ 越大，所需迭代

次数越多，但这种变化趋势不是单调的。图 1(b)表
明，在 )0(λ 的局部变化范围内，迭代次数与初始步

长的关系是非单调多峰函数。此外，由图 1(a)，(b)
都可看出，在 a 值的建议范围内(a = 1.2～1.5)，a
值越大，计算达到收敛时所需的迭代次数就越少。 

因此，总体而言， )0(λ 对迭代计算的收敛性有

重要影响。若 )0(λ 的值较大，计算结果很可能不收

敛。为保证计算的收敛性，一般可取 )0(λ ≤1。a 的

a = 1.2
a = 1.5

λ(0) 

迭
代
次
数

 

λ(0) 

迭
代
次
数

 

a = 1.2
a = 1.5
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作用是对 )0(λ 进行折减，以加速迭代计算的进程，

因此，a 值越大，计算达到收敛时所需的迭代次数

就越少。因此，可取 a = 1.5。 
4.2 算例 2 

某覆盖于坚硬土层上的非均质 2 层不排水黏

土堤坝边坡，其几何外形见图 2[15]，各层土的参

数见表 1[15]。 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  边坡几何外形图[15] 

Fig.2  Geometric shape of slope[15] 
 

表 1  土层参数表[15] 
Table 1  Parameters of soil layers[15] 

土层号 c/kPa ϕ/(°) φ/(°) γ /(kN·m－3) E/kPa ν 

1(上层) 50.0 0 0 20.0 105 0.3

2(下层) 73.1 0 0 20.0 105 0.3

 
对于本例，本文采用八节点四边形单元进行有

限元可靠度分析，具体方法见本文节 2。有限元建

模时，约束条件是底边界固定，两侧边界水平约束。

土体采用 Mohr-Coulomb 理想弹塑性模型。在可靠

度计算时，设 c，ϕ 为互为独立的正态随机变量，其

余参数为定值，取 c，ϕ 的均值如表 1 所示，其变异

系数 cδ 及 ϕδ 为 0.1，0.2，0.3[16]。 
计算结果表明： cδ 及 ϕδ 分别为 0.1，0.2，0.3

时，可靠指标的验算点法迭代计算出现发散现象。

图 3 分别列出了 cδ  = ϕδ =0.1 及 cδ = ϕδ =0.3 时的可

靠指标与迭代次数关系。其中，迭代收敛标准是

=ε 0.001。由图 3 可以明显地看出迭代过程是发散

的。因此，为了计算可靠指标，本文又采用了有限

步长迭代法进行了试算。试算时取 a = 1.5， )0(λ 的

取值方式是由 1.0 逐渐递减，直至计算收敛为止。 
计算结果显示，对于δc = δϕ = 0.1 的情况， )0(λ = 

0.1，a = 1.5 时计算是收敛的；对于δc = δϕ = 0.3 的情

况， )0(λ =0.01，a = 1.5 时计算是收敛的。这两种情

况下的可靠指标迭代过程见图 4。比较图 3 与 4 可以

看出，用有限步长迭代法求解可靠指标，不仅能求

得可靠指标的收敛解，而且大大减少了可靠指标的 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

   (a) δc = δϕ = 0.1 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

   (b) δ c = δϕ = 0.3 

图 3  可靠指标与迭代次数关系图(验算点法) 

Fig.3  Relationship between number of iteration and reliability  

index β(design point method) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) δc = δϕ = 0.1(λ(0) = 0.10，a = 1.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) δc = δϕ = 0.3(λ(0) = 0.01，a = 1.5) 

图 4  可靠指标与迭代次数关系图(有限步长迭代法) 

Fig.4  Relationship between number of iteration and β (limit  

step length iteration method) 
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迭代计算次数。因为边坡稳定的有限元可靠度分析

中，每次进行可靠指标的迭代求解时，均需计算应

力、应力对基本变量的导数及所有滑面中最小可靠

指标，因此，可靠指标的迭代次数的减少可以大大

提高有限元可靠度分析的计算速度，节省程序的运

行时间。 
 
5  结  论 

 
本文先通过结构工程的简单算例，研究了有限

步长迭代法中初始步长及步长调整系数的取值。再

结合边坡稳定的有限元可靠度分析，探讨了有限步

长迭代法对于边坡工程的适用性。计算结果表明，

将有限步长迭代法用于边坡稳定的有限元可靠度分

析是可行的，该方法可保证在功能函数为高度非线

性时可靠指标的迭代计算也能收敛，而且收敛速度

较快，大大提高了边坡稳定有限元可靠分析的计算

速度。在有限步长迭代法的 2 个参数中，初始步长
)0(λ 的选择对迭代的收敛性影响较大，对于高度非

线性功能函数，此值应该取较小值；步长调整系数

a 的作用是对初始步长进行折减，以加速迭代计算

的进程，a 值越大，计算达到收敛时所需的迭代次

数就越小。 
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