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基于函数集信息量的模型选择研究
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摘 要:提出了子空间信息量(SIQ)和函数集信息量(FSIQ)概念，详细讨论了基于函数集信息量的模型选择问

题，给出了有限含噪声样本下模型选择的近似解决方法，很好地克服了模型选择过程中普遍存在的欠学习和过学习

问题，大大提高了预测模型的泛化性能，在此基础上提出了一种可行的次优模型选择算法。最后通过具体实例验证

了上述方法的可行性和优越性。
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Abstract The concepts of the Subspace Information Quantity(SIQ and Function Set Information Quantity(FSIQ are

presented; Then the problem of model selection based on FSIQ are discussed explicitly, and the approximate method of

model selection based on limited samples with white noise is proposed, which resolves the problem of underfitting and

overfitting of model selection and improves the generalization of predict model well. A new suboptimal algorithm for

model selection is given, and its reliability and advantage are illustrated through concrete test.
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1 引言

    有监督学习利用已知样本数据寻找合适的预测模型逼

近未知的系统输入输出关系，在这个过程中不仅要避免过学

习，还要尽可能提高预测模型的泛化性能，降低模型对未学

习数据的预测误差[11,21。迄今，国内外诸多学者提出了许多有

监督学习方法，但大部分在实际应用中均存在一些弊端，例

如随机梯度下降和误差反向传播等方法普遍采用的经验风

险最小化原则在样本有限时是不合理的:贝叶斯学习过分依

赖样本的先验概率信息，但实际问题往往仅有单纯的样本信

息[3,41;统计学习理论提出结构风险最小化原则的学习策略，

模型选择是通过对它的推广性界的估计进行的，但遗憾的

是，目前尚没有关于如何计算任意函数集的复杂性

(Vaplic-Chervonenkis维)以及推广性界的一般性理论[51;另

外，不少学者提出了其它有益的方法，在模型选择中增加对

预测模型复杂性的惩罚项，从而降低预测风险，然而困难的

是确定惩罚函数往往需要丰富的先验知识，没有统一的确定

的方法[6-81

    实际上，上述有监督学习可以归结为一种模型选择问

题，在这过程中既要防止预测模型过于复杂所导致的过学习

问题，使得预测模型包含了大量噪声信息，也要防止由于预

测模型过于简单所导致的欠学习问题，这两种情况都大大降

低预测模型的泛化性能[9-11]，因此寻找解决上述模型选择问

题的合适方法对提高预测模型泛化性能至关重要。在这方

面，主要有基于信息统计[[12-161、贝叶斯统计[[3,41和结构风险最

小化[[1,51等学习方法，前面己经指出了后两种方法在实际应用

中存在的困难，基于信息统计的方法以Akaike提出的

Akaike's Information Criterion(AIC)准则最为典型[131，然而

AIC准则不但要求真实模型包含于待学习的函数集空间中，

而且它所给出的是概率意义上渐近的无偏估计，在有限样本

情况下失去意义[2,141

    本文针对上述问题，另辟捷径，提出了子空间信息量

( Subspace Information Quantity, SIQ)和函数集信息量

(Function Set Information Quantity, FSIQ)概念;详细讨论

了基于函数集信息量的模型选择问题，给出了有限含噪声样

2003-12-09收到，2004-03-26改回
航空基金 (OIC52015)资助课题



第4期 盛守照等:基于函数集信息量的模型选择研究 553

本下模型选择的近似解决方法，很好地克服了模型选择过程

中普遍存在的欠学习和过学习问题，大大提高了预测模型的

泛化性能;在此基础上提出了一种可行的次优模型选择算

法。上述理论和方法具有较大的理论指导和实际应用价值，

并通过具体数值试验验证了其可行性和优越性。

2 子空间信息量和函数集信息量概念

2.1子空间信息量

    设V是数域尸上有限维线性空间，V� V2是V的子空间;

<n的充要条件:Q (0, Z) >_ In生
                刀

定理3 设。=A, exp卜Q(.D,Z))，则

mmh(s)e0去nY (h(xii=，一”、

ae V，且卜卜0，分别为。在子空间V ,V2上的投影;刀。，⋯

几是。中任意一组基;:=【两，⋯，Ps]，厂一B(BTB)一，BT

3 基于函数集信息量的模型选择

3.1不含噪声样本的模型选择问题

    上节表明，函数集信息量Q(O,Z)从量上直观地反映了

9(x)相对于样本集Z在函数集。上的最佳逼近程度，定理
还告诉了模型选择的基本思想:根据给定的函数集0和样本

集 Z ，从 中 中选择合适 的预测模 型函数子集

0(6)=to(x,6;),Bie曰}:=，，尽可能最大化函数集信息量
Q(O(,O),Z)，其中，$={e;}q，是与模型选择相关的参数集。
设预测模型:
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a定义1定义子空间信息量Q(i

为v包含a的信息量。
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由投影定理可知 IIA一才_
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因此 .f (x, 6)=宝aio (x, ei ) (1)

Q(V�a)e [0,-)。下面给出子空间信息量的若干重要性质。

  性质‘。(limQ(ii ,a)-+0 }=0,。(   limQ(Vl,a)-一fl=“’
    性质2若V, D V2，则Q(VI, a) }! Q(V2,a)。

    性质3  Q仍,a)>_Q(V2,a)的充要条件:119一all

‘{}，一all。
    子空间信息量Q(V,a)为度量子空间Y,包含空间V中

的向量a的信息量提供了尺度。

2.2 函数集信息量

    设Y=g(x)为x,y之间确定的函数关系，其中

xE RP, yE R;函数集0 =和(x,的,BE .} ,  B和e分别是
函数O(x,e)的参数向量及对应的定义域空间，必为函数集

，张成的函数空间:样本集Z =f(xi,Y,)lI,n_}，。为样本数;

，(，)=[o(x"e),...,o(xn， e)]T;二=伽(。)，，。。}，。为二

生成的线性空间;Y = [YI+....Yn]T;凡=生艺对为样本{yinYr 1;-,
的二阶原点矩。

    定义 2 定义函数集信息量Q(,P，Z)aeIQ(y,Y)为函
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数集0形成的函数空间必包含样本集Z的信息量。

    函数集信息量Q (<i, Z)不仅与函数集40有关，还与样本

集Z有关。从子空间信息量的有关性质可以看出，Q(O,Z)

从量上直观地反映了g(x)相对于样本点来说在函数集0上

的最佳逼近程度。

  定理，3h(x)E，，使得了[g (x)一h(x)]z d, = 0的充
要条件，1MQ(O,Z)-4二。

  定理2 3h(x)E，，对于、。，。，使得生女(h(x,)一Yr)z
                                                        n,二下’

记。(tg)=[a...... ajT为预测模型系数向量，则

        a(O)=(BT(。)。(。))一，，，(。)， (2)
其中，(10)=[,p(B} )...... (B9 )〕为列满秩阵。
  实际上，函数集，是影响Q (0 (6), Z)的关键因素之一

因此，选择合适的函数集0也是模型选择的关键;然而，至

今国内外的最新研究在理论上尚没有突破如何根据给定的

样本集Z确定合适的函数集0的难题，在此也仅讨论已知

函数集巾时，如何选择合适的函数子集0(约的问题。

3.2 含噪声样本的模型选择问题

    然而，在系统辨识和信号处理等领域中，往往不能直接

得到系统的真实输出，只能得到系统含噪声的观测输出。下

面主要研究一类基于含噪声样本的模型选择问题。

  定理4设系统观测输出满足y二g(x)十￡，其中，g(x)
为未知的系统真实输出，￡为服从独立同分布的零均值白噪

声，且已知噪声方差var(E);记Z+ ={(xi,g(xi)瑛1
Z,, = f i(x>>Ei)1Jnr=一则有

{蚁Q(0(6),Z)
  AZ

var(E)
一In   AZ

var(E)

-exp(一。(·(·)，二))一(一。(·(·)，二))」}(3)
:。。(。(。)，·:)=:。{一{1一.11

成立。

推论，max 1n兜Q (O (tg), Z)等价于max 1 m Q (0 (0),
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Z.)且min lim Q(o(o),ZEno- )的充要条件:{票资= 0。
推论“设0(0)满足{im 若 lim

lim Inn->.命，则f [f‘一”，一g (x)]2 dx=“。

。(巾(6),Z)=

然而，上述分

析只是在样本数为无穷大时才有意义。对于有限样本近似认

为定理和推论成立，因此，有限样本下模型选择问题可以近
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(4)

约束下优化如下问题:

h二二max Q (0 (z9), Z) <_J miin q (5)

其中，式(4)对Q(O(哟,z)的约束是有意义的，它不仅能
够有效地抑制由于样本集Z的有限性和随机性可能导致模

型选择的早熟现象，同时也能有效地抑制过学习问题。然而，

实际上最大化Q(0(6),Z)和最小化。往往相互矛盾，因此
有限含噪声样本的模型选择问题可以归结为:在式 (4)的

约束下，尽可能从中中选择少量的元素组成中(哟并最大化

Q(.P(tg),Z)。
    有限含噪声样本的模型选择过程将不可避免地把噪声

信息引入预测模型中，在大样本情况下，若(P ($)满足q << n

时，预测模型中包含的噪声信息微乎其微，且式 (4)可以

近似简化为Q沙(6),Z)5 In  AZ
var(E)’

然而对于小样本来说，

由于样本数。较小，往往很难保证-P(哟满足q << n，因此，

预测模型中包含较多的噪声信息。

3.3 一种次优的模型选择算法

    由问题可知，从。中选择<P(o)等价于从曰中选择6,
考虑到口的元素往往很多，因此从中寻找最优6将会耗费大

量计算时间，这里给出一种简单的次优迭代算法:

    (1)初始化$=.，设置Q(O但),z)的下限Qo，以及。
的上限qo

      (2)从曰中选择某一向量BEfl加入0中，在满足式(4)

实际样本
预测模型
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约束条件下，使得max Qe=s+s回i9), Z)成立，
    (3)若曰中任意006加入6中，下列任一情况出现时

(a)不再满足式(4)的约束条件;(b) Q(0(哟,z)增加量很
/J"; (c) {p(6),9E 6}各向量线性相关;(d)。‘。。;
    转到第(4)步，否则转到第((2)步;

    (4)从吞中删除某一基向量9E 6，且使得

max Q(0(D),Z6=9-e )成立;
    (5)若Q(O但).z)>Qo，转到第((4)步开始;否则仍保

留上一步删除的向量，算法结束。

    由函数集信息量定义可知，由于伽(0),0E 0}中各元素

并不一定正交，从对信息量Q((P(e),z)的贡献来说，算法
第((2)步所选择的0中某些元素的贡献相对小些或它所包含

的信息大部分已包含于其它元素中，因此算法的第(4)步非常

巧妙，也是必要的，它可以删除那些对信息量贡献不大的冗

余元素，从而提高预测模型的泛化性能。

    若曰为有限个元素的集合，则上述算法在有限次迭代后

结束。若口为连续空间域，设算法第(2)步每次迭代时，选择

某个未知向量“06加入L中，记Q(e)一Q(}($)}z)，则
aQ扭)lae=0，且a,Q(e)laol <-0;然而，对于实际问题来
说，求解上述偏导有时显得非常困难，因此，可以把曰的连

续空间域离散化为有限个元素的集合，从而把复杂的问题简

单化。

4 数值试验

    下面通过数值试验验证上述模型选择理论和方法的可

行性和有效性。设对象，=exp(-x2/20 ).cosx+E ,
x E [-47r, 41! ]，已知var(8)=0.001;在其中均匀取n = 252个
样本。

  设‘(x, B) = exp(一(x一B)2 /v2)，其中，a, =9.0,“为
区间【-4;r, 41r ]。为了简单起见，离散化连续参数域O，在
其中均匀取1= 252个参数，样本组成新的有限参数集

n = {e,又，，再利用上节算法，结果选取的E ($)中包含“
个元素，其中，$ = {0, 2.8923,-1.9947,-3.8896, 4.7872,

一5.8843, 2.7925，一7.2805)，预测模型输出与实际样本对比

如图1所示。

    从图1可以看出，上述算法建立的预测模型取得了非常

满意的效果，有很强的抗噪声能力，完全克服了传统的模型

选择算法可能存在的欠学习或过学习以及局部最小点问题，

同时算法在迭代过程中具有很好的一致收敛性。但多次重复

试验表明，噪声和样本分布直接影响选择的预测模型函数子

集，尤其当上述算法中指标要求较高的情况下，后续选择的

次要元素差别较大，因此，实际应用中适当放宽指标要求，

可以有效地提高预测模型抗噪声性能。

预测模型输出与实际样本比较
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5 结论

    本文针对模型选择问题，首先提出了子空间信息量概

念，在此基础上引出了函数集信息量概念，详细讨论了基于

函数集信息量概念的模型选择的相关理论和方法，利用它能

很好地解决模型选择领域中存在的诸多难题。这种理论和方

法完全符合统计学习理论所提出的结构风险最小化原则，具

有很强的抗噪声和小样本学习能力，模型也具有很好的推广

性，克服了传统的模型选择方法存在的诸多弊端，因此，它

具有较好的理论和应用价值。同时，它可以广泛地推广应用

到其它机器学习领域中。
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