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单轴压缩下中心裂纹巴西试样的权函数分析3

陈　枫　孙宗颀　徐纪成
(中南工业大学测试中心力学开放实验室　长沙　410083)

摘要　用权函数方法对中心裂纹巴西试样的对径加载作了É 2Ê复合型断裂分析。运用 Edlac裂纹线应力的解析解和

W u2Carlsson 半解析权函数推导了中心裂纹巴西试样在对径加载下的应力强度因子公式。结果与A tk inson 数值解非

常一致。由于巴西圆盘试样可直接利用岩芯, 而且可以通过改变裂纹与载荷线的夹角即可获得任意 K É öK Ê 比例的

复合型加载, 因此所提出的方法和结果对岩石断裂强度和复合型断裂准则的研究十分有用。
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1　前　言

在岩石压剪断裂研究中, 常用的二种加载路径

是比例和非比例加载。前者大多采用有倾斜边裂纹

或中心裂纹的矩形试样受单轴压缩, 而后者则采用

二套独立的加载装置, 即先将压力加到某一数值后

固定, 再逐级增加剪切力, 直至破坏, 如文 [ 1 ]对压

剪断裂核的研究, 文[ 2 ]对岩石复合判据的研究。这

种试样加工复杂, 很难保证加载面的平行度, 且难于

实现 K É 2K Ê 成任意比例的复合加载。除了用数值方

法或用拉剪状态下的公式计算应力强度因子外, 几

乎没有解析或半解析公式可利用。本文用权函数方

法对中心裂纹巴西圆盘试样在对径加载下的复合断

裂问题进行了分析, 提出了É , Ê型应力强度因子的
计算公式, 其结果与A tk in son 数值解十分吻合。巴

西圆盘试样可直接利用岩芯, 通过任意改变裂纹面

与载荷作用线之间的夹角, 方便地实现从纯 É 型或
纯Ê 型加载到K É 2K Ê 成任意比例的复合型加载, 在

岩石断裂强度和复合型断裂判据的研究中具有广泛

的应用。在下面的研究中, K , U 为有量纲应力强度

因子和裂纹面位移。f 和 u 则为相应的无量纲量。

2　理论基础

文 [ 3, 4 ]提出的权函数是分析有限裂纹体应力

强度因子的一个十分有用的方法, 根据这一方法, 应

力强度因子可以通过积分权函数m i (x , a) 和裂纹面

上的应力 Ρ1i (x ) 的乘积得到

K i =∫
a

0
Ρ1i (x )m i (x , a) dx　i = 1, 2 (1)

式中: a为裂纹长度; Ρ1i (x ) ( i = 1, 2) 分别是作用于

裂纹面上的正应力和剪应力; m i (x , a) ( i = 1, 2) 分

别为Bueckner和R ice É , Ê 型权函数, 可通过参考

载荷作用下同一裂纹体的参考应力强度因子 K i, r (a)

和参考位移U 1i, r (x , a) ( i = 1, 2) , 用下式求得

m i (x , a) =
E′

K i, r (a)
5U 1i, r (x , a)

5a
　i = 1, 2 (2)

式中: E′为弹模, 对平面应力, E′= E , 平面应变,

E′= E ö(1 - Μ) ; Μ为泊松比。由于权函数仅与裂纹体
几何性质有关, 而与载荷无关, 因此, 可以从某一简

单载荷 (如均布载荷)下求出裂纹体的权函数, 再应

用于复杂加载条件。从式 (1)不难看出权函数的物理

意义, 它相当于裂纹面上的一对单位集中力产生的

应力强度因子, m i (x , a) 相当于 Green 函数, 所以权

函数法有时也称为 Green 函数法。对于图 1 所示的

中心裂纹巴西试样, 可利用无裂纹圆盘直径线上应

力的 Edlac解[ 5 ] ,

ΡΗΗ =
2P
ΠR

1
2

-
[1 - (ΘöR ) co sΗ]sin2Η

[1 + (ΘöR ) 2 - 2 (ΘöR ) co sΗ]2 -

[1 + (ΘöR ) co sΗ]sin2Η
[1 + (ΘöR ) 2 + 2 (ΘöR ) co sΗ]2 (3a)
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图 1　中心裂纹巴西试样的几何形状

F ig. 1　Geom etry of cen tral cracked B razilian specim en

ΡrΗ =
2P
ΠR

[ (1 - (ΘöR ) co sΗ(co sΗ- ΘöR ) ]sinΗ
[1 + (ΘöR ) 2 - 2 (ΘöR ) co sΗ]2 +

　　
(1 + (ΘöR ) co sΗ) (co sΗ+ ΘöR ) sinΗ

[1 + (ΘöR ) 2 + 2 (ΘöR ) co sΗ]2 (3b)

将式 (3a) , (3b)展开为 ΘöR 的幂级数:

ΡΗΗ =
P
ΠR∑

n

i= 1
A i (Η) (ΘöR ) 2i- 2 (4a)

ΡrΗ =
2P sinΗ

ΠR ∑
n

i= 1
B i (Η) (ΘöR ) 2i- 2 (4b)

式中: P 为单位厚度上的集中力, 角常数 A i (Η) ,

B i (Η) 的前 5项列于表 1中。

表 1　公式 (4)中A i (Η) , B i (Η)的前 5项[5 ]

Table 1　The f irst f ive coeff ic ien ts A i (Η) ,

B i (Η) for form ula (4) [5 ]

A 1 1- 4s2 B 1 1

A 2 8s2 (1- 4c2) B 2 - 5+ 8c2

A 3 - 4s2 (3- 36c2+ 48c4) B 3 - 3+ 8 (1- 2c2) (2- 3c2)

A 4
- 16s2 (- 1+ 24c2- 80c4+
64c6) B 4

3 + 16 ( 1 - 2c2 ) - 12 ( 1 -
2c2) 2- 32 (1- 2c2) 3

A 5
- 20s2 (1- 40c2 + 240c4 -
448c6+ 256c8) B 5

5- 16 (1- 2c2) - 60 (1- 2c2) 2+
32 (1- 2c2) 3+ 80 (1- 2c2) 4

　注: s = sinΗ, c = co sΗ

应力的前 5 项级数近似解绘于图 2 中, 可以看

出 5项级数近似已相当接近于解析解, 因此, 取该级

数的前 5项来推导对径加载下中心裂纹巴西试样应

力强度因子的权函数解。

3　巴西圆盘试样对径加载下的权函数
分析

3. 1　É型裂纹权函数及应力强度因子
由式 (2)可知, Bueckner2R ice 权函数可以通过

参考载荷下的应力强度因子和位移场求得, 通常选

择最简单的裂纹面均布载荷 (见图 3 (a) , 3 (b) ) , 分

别获得É , Ê型权函数。
图3 ( c ) 中A 为裂纹半长 , 引入无量纲量a =

图 2　无裂纹圆盘内应力分布的比较

F ig. 2　Comparison of stress distribu t ion in the

uncracked disk fo r ΘöR = 0. 6

(a) 均布正应力

(b) 均布剪应力

(c) 中心裂纹圆盘

图 3　中心裂纹巴西试样及É , Ê型参考载荷

F ig. 3　Cen ter2cracked B razilian specim en and

reference loads of model É and Ê

A öR , x = X öR , 对图 3 (a) 和 3 (b) 用有限元法计算

不同裂纹长度 a 时的无量钢 É , Ê 型参考应力强度
因子 f iõr (a) ( i = 1, 2)。对于 É 型权函数, 采用文

[6 ] 的方法, 先将所得结果及 a = 1 时的极限值,

2 (Π2 - 4) (1 - a) = 0. 826ö 1 - a , 拟合成如

下多项式[ 6 ]:
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f 1, r (a) = K 1, r (a) öΡ ΠaR = ∑
8

i= 1
Αia

i- 1ö 1 - a

(5)

式中: 系数Αi ( i= 1, 2 , ⋯ , 8)分别为1. 000 0 , -

0. 496 3, 1. 558 1, - 3. 181 6, 10. 096 1, - 20. 778

2, 20. 778 1, - 7. 506 6。在 Ρ作用下, 图3 (a) 中裂纹

面 É 型参考位移场 u 11, r为

　　 u 11, r (x , a) =
Ρa
E′∑

2

j = 1
F j (a) 1 -

x
a

2 i- 1
2

　　　　　　　 (0≤ x öa ≤ 1) (6)

式中: 系数 F 1, F 2 可用裂纹尖端张开位移和自相似

条件确定如下:

F 1 (a) = 2f 1, r (a) , F 2 (a) =
16
3

[5 (a) - f 1, r (a) ö2 ]

5 (a) =
1
a2∫

a

0
[sf 2

1, r (s) ]ds =

　　　 -
1
a2∑

N

i= 1
∑

N

j= 1

ΑiΑj ∑
i+ j

k= 2

Αk- 1

k - 1
ln (1 - a)

将式 (5) , (6)代入式 (2)得中心裂纹巴西圆盘的É型
权函数:

m 1 (x , a) =
1

Πa
∑

3

i= 1

Βi (a) 1 -
x
a

2 i- 3
2

(7)

式中: Β1 (a) = 2,

　　　Β2 (a) = [2af ′1, r (a) + 3F 2 (a) ]öf 1, r (a) ,

　　　Β3 (a) = [aF′2 (a) - 2F 2 (a) ]öf 1, r (a)。

对式 4 (a)作坐标变换: ΘöR = X öR = x , 取前 5

项, 得无量纲É型裂纹面应力:

Ρ11 (x ) =
ΡΗΗ

P öΠR
= ∑

5

i= 1
A i (Η) x 2i- 2 (8)

将式 (7) , (8)代入式 (1) , 得中心裂纹巴西试样对径

加载下的É型应力强度因子:

f 1 (a , Η) = K 1öΡ0 ΠaR =∫
a

0
Ρ11 (x )m 1 (x , a) dx =

1
Πa∑

5

i= 1
∑

3

j = 1
A i (Η)B j (a)∫

a

0
x 2i- 2 1 -

x
a

2 i- 3
2
dx (9)

式中: Ρ0 =
P

ΠaR
, P 为单位厚度上的集中力。不同裂

纹长度 a 的 Β系数列于表 2。

公式 (9)即为É型应力强度因子的权函数解, 它

是裂纹倾角 Η和长度 a 的函数。

3. 2　Ê型权函数及应力强度因子
类似地, 选择图 3 (b)所示的均布剪应力为参考

载荷, 将不同裂纹长度 a 的 Ê 型应力强度因子的有
限元解拟合成下列多项式:

f 2, r (a) = ∑
5

i= 1

Αia
i- 1ö 1 - a (10)

式中: Αi ( i = 1, 2, ⋯, 5) 分别为1, - 0. 5, 0. 927 3,

- 0. 884 1, 0. 282 3, 而Ê型参考位移场则拟合为

u 12, r (x , a) =
2Σa
E′∑

2

j= 1
G j (a) 1 -

x
a

2 j - 1
2

(0≤ x öa ≤ 1) (11)

将式 (10) , (11)代入式 (2)得Ê型权函数:

m 2 (x , a) =
1

Πa
∑

3

i= 1

Χi (a) 1 -
x
a

2 i- 3ö2

(12)

不同 a 时的 Χi 系数列于表 3。

同样地, 对式 (4b)作坐标变换: ΘöR = X öR =

x , 取前 5项, 得裂纹面无量纲剪应力:

Ρ12 (x ) =
ΡrΗ

P öΠR
= 2sin2Η∑

5

i= 1
B i (Η)X 2i- 2 (13)

将式 (12) , (13)代入式 (1)得中心裂纹巴西试样对径

加载下的Ê型应力强度因子计算公式:

　　　　 f Ê (a , Η) = K Ê öΡ0 ΠaR =

　　　　∫
a

0
Ρ12 (x )m 2 (x , a) d x =

表 2　不同裂纹长度 a 时的 Βi系数

Table 2　The coeff ic ien ts Βi for d ifferen t crack length a

a 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8

Β1 (a) 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0

Β2 (a) 0. 062 7 0. 238 9 0. 526 7 0. 921 8 1. 431 9 2. 105 0 3. 062 2 4. 619 1

Β3 (a) 0. 000 2 0. 002 7 0. 018 6 0. 068 0 0. 158 7 0. 745 0 0. 390 6 0. 453 1

表 3　不同裂纹长度 a 时的 Χi系数

Table 3　The coeff ic ien ts Χi for d ifferen t crack length a

a 0105 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8

Χ1 (a) 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0 2. 000 0

Χ2 (a) 0. 010 3 0. 040 5 0. 156 8 0. 347 6 0. 622 9 1. 013 5 1. 590 5 2. 519 6 4. 252 7

Χ3 (a) 0. 004 9 0. 019 9 0. 081 6 0. 194 3 0. 377 7 0. 671 0 1. 150 9 1. 981 8 3. 589 6
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∑
5

i= 1
∑

3

j = 1
B i (Η) Χj (a)∫

a

0
x 2i- 2 1 -

x
a

j - 3ö2

dx

(14)

式中: Ρ0 = P öΠaR。显然 f Ê 也是裂纹倾角Η和长度 a

的函数, 不同裂纹倾角的无量纲应力强度因子 f É 和

f Ê 分别绘于图 4 (a) 和 4 (b) 中。图中黑点为

A tk in son 数值解。图 5 (a) 和 5 (b) 分别为裂纹长度 a

= 0. 5时É , Ê 型应力强度因子 f É , f Ê 随裂纹倾角

Η的变化, 图中黑点为A tk in son 数值解, 可以看到,

本文的权函数解与数值结果相当一致。

4　结　论

本文的巴西圆盘试样的半解析权函数解与数值

解十分吻合, 得到的无量纲应力强度因子 f É , f Ê 可

方便地用来计算实际加载下的复合型应力强度因子。

只要查到相应的 f É , f Ê 系数和单位厚度上的集中力

P。从图 5可见, 当裂纹长度一定, 如a = 0. 5时, f É

随裂纹倾角增大而减小。在Η= 25°左右时, f É = 0,

此后随Η增加, f É 变为负值, 此仅说明裂纹在 25°左

右时将发生闭合, 因此, 压剪时的 K É 计算公式应有

一定的适用范围。对于中心裂纹, Η约小于 25°, 且随

裂纹长度不同而略有不同。许多文献在计算压剪应

力强度因子时没有这一限制, 因而得到的断裂准则

曲线向负 K É 方向张开, 类似于莫尔强度曲线, 如文

[2 ], 这显然是不妥的。因为若闭合, 则裂纹面将引

入摩擦力, 应力强度因子必须按另外公式计算。实

际上, 对脆性岩石, 通常在裂纹闭合前就发生破裂。

这是与拉剪加载不同的地方。f Ê 则从 0增加到最大

值, 在Η= 90°又降为 0, f Ê 取最大值时 f É 为 0, 这

一结果也与作者在研究压缩载荷下裂纹扩展时的结

论完全相同[ 7 ]。

　　　　　　　　　　　　　　　　 (a) 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b)

图 4　无量纲应力强度因子随裂纹长度的变化

F ig. 4　N o rm alized stress in tensity facto rs vs. crack length

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (a) 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b)

图 5　无量纲应力强度因子随裂纹倾角 Η的变化 (a = 0. 5)

F ig. 5　N o rm alized stress in tensity facto rs vs. inclined angle Ηof carck (a = 0. 5)
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com p ression is ana lysed by w eigh t funct ion m ethod. W u2Carlsson sem i2ana lyt ica l w eigh t funct ion and Edlac

crack line stress are u sed in the p resen t deriva t ion of st ress in ten sity facto r fo rm u la. T he resu lts a re in good

agreem en t w ith A tk in son num erica l so lu t ion s. Since the d isk specim en can be m ade direct ly u sing rock co re

and the m ixed2m ode load ing w ith any ra t ion of K I to K II can be easily ob ta ined by changing inclined angle of

crack w ith respect to load line, the p ropo sed p rocedu re is very u sefu l in the study of rock fractu re st reng th

and m ixed2m ode fractu re criterion.
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评价与抗震分析 6篇; 工程事故分析与处理 5篇; 地下空间开发利用 3篇。上述内容涵盖了高层建筑基础工程学科领域的各个

方面。有许多篇章精辟地反映了 20世纪本学科在理论研究、工程实践和室内外试验等方面的发展历程和现状, 以及当前的前

沿水平和热点难点技术问题。

此外, 该书还收入了我国当代高层建筑基础工程科技领域乃至土力学和岩土工程学科的著名专家学者、学科新秀和学术活

动的积极参与者共 61位的近照和传略。

该书可供从事土木建筑工程设计、施工、勘察、监理、质量监督和理论研究工作的科技人员、政府主管部门领导、高校高

年级学生、研究生以及房地主开发商的管理者和决策者阅读参考。全书共 130万字。建设部叶如棠副部长题写了书名, 中国科

学院孙　钧院士作序。

需要购买本书者可与浙江泛华勘察总工办张美珍同志联系, 每册 73. 00元, 加邮资 (15% ) 11. 00元, 共 84. 00元。

联系地址: 杭州市莫干山路 100号　耀江国际大厦A 座 4层

邮　　编: 310005; 电　　话: 057128806868—287
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