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基于四元数的姿态变换关系在 SAR 运动补偿中的应用 
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摘 要：SAR 运动补偿技术是 SAR 系统获得高质量图像的关键。当雷达载体发生横滚角、俯仰角和偏航角运动时，

天线平台需要得到实时的姿态角以稳定天线的指向，而捷联惯导系统能满足这一要求。捷联矩阵的实时修正是捷联

系统姿态解算的主要任务，考虑到系统实时性和稳定性的要求，用一种新的方法推导了四元数与姿态角的变换关系，

并根据此关系分析了载机角运动误差对 SAR 成像的影响。基于四元数的方法能减少 SAR 运动补偿中复杂的三角

函数运算，提高了运算效率，增强了系统的实时性。 
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The Application of Transformation Relationship between Quaternion and 
 Attitudes to SAR Motion Compensation 
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Abstract: Since factors such as turbulence and pilot error make it impossible for an aircraft to flight along the 
nominal straight flight path, SAR motion compensation technology is crucial to acquiring high quality image. 
When the aircraft changes in the roll, pitch or heading, it is necessary to track the real time attitudes to stabilize 
the antenna pointing. While the strapdown inertial navigation system can fulfill the requirement. The instant 
attitude updating is one of the main tasks of attitude measurement for strapdown system. Consideration of the real 
time ability and stable performance, a new derivation method of the transformation equations between quaternion 
and attitudes is proposed. The influence of angle motion in airplane on SAR imaging is analyzed based on the 
derived equations. The method given in the paper can highly reduce the operation of triangle function and improve 
the efficiency of the system. 
Key words: SAR; Strapdown inertial navigation; Angle motion error; Quaternion; Direction cosine matrix; Motion 
compensation 

1  引言  

对于机载 SAR 而言，由于雷达载体在飞行中受到外界

随机因素的扰动影响，其运动不可避免地会偏离理想航迹而

产生运动误差，这将直接引起雷达回波信号的相位误差，损

害方位向分辨率。因此必须保证有精确的运动补偿来校正运

动误差对图像的影响。国外对于 SAR 的运动补偿研究起步

较早，如文献[1,2]中的研究工作奠定了 SAR 运动补偿的理论

基础，文献[3-5]中初步研制了具有实时能力的运动补偿系

统。国内对 SAR 运动补偿的研究也取得了一定的成果[6, 7]。 

一般而言，载机平台的运动误差可以分为两类：第 1 类

运动误差是载机非匀速直线的平移运动误差，它影响雷达信

号的相位历史，造成相位误差；第 2 类运动误差是指载机存

在偏航、俯仰和横滚角运动，它将引起天线平台的姿态变化，
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产生天线指向误差，该类误差将影响 SAR 图像的信杂比、

对比度及图像强度的均匀性等，本文主要对第 2 类运动误差

进行分析。 

在 SAR 运动补偿系统的设计中，将 IMU/GPS 组合导

航定位系统直接安装在 SAR 的天线上，可以实时地给出导

航参数，用于对 SAR 运动误差的校正。在捷联惯导系统中，

由机体坐标系到导航坐标系的坐标转换矩阵称为方向余弦矩

阵，也称作姿态矩阵或捷联矩阵。捷联矩阵即时修正的算法

很多，有方向余弦算法、欧拉角变换算法、四元数算法等。

对四元数而言，因其计算量小、计算速度快且误差也较小，

常用于捷联惯导系统的工程实现。本文在分析载机角运动误

差对 SAR 图像影响的基础上，引入了基于四元数的姿态变

换关系，将姿态角的误差表示为四元数误差，减少了运算量，

易于 SAR 运动补偿的实时实现。 
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2  四元数描述 

四元数由哈密尔顿于 1843 年建立，可表示为标量部分和

矢量部分之和，也可以采用三角法来表示刚体的定点转 

动[8]问题，它们的对应关系如下 

1 2 3 4 (cos sin )q q q i q j q k h ϑ ϑ= + + + = +u      (1) 

其中 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4h q q q q q q q q′ ′ ′ ′= + + + = + + + 是四元

数的模。在捷联惯导系统中，载体坐标系相对于平台坐标系

的转动用转动四元数q 表示时，四元数还要满足以下条件：

1h = ，如果不满足上述条件还需要对四元数进行归一化。 

在本文的推导过程中，四元数采用式(1)的表达式，推导

了北东地导航坐标系下四元数与捷联矩阵的变换关系，详见

第 4 节。在捷联系统进行实时参数解算时，该变换公式将用

于姿态角、位置解和速度解的更新及初始四元数的选取。下

面首先分析载机角运动与 SAR 天线平台指向的关系及其对

成像的影响。 

3  SAR 角运动误差 

机载 SAR 在运动中由于受到外部环境的影响从而使得

天线平台的指向存在运动误差。这里假设 SAR 为正侧视工

作模式，飞行速度为 v ，天线下视角为 γ ，波束宽度为 β ，

天线孔径为D ，距场景中心作用距离为R ，下面分析载机姿

态角变化对 SAR 成像的影响。 

首先分析载机的姿态变化对天线平台指向的影响。先建

立固定在地面的直角坐标系，本文选取的导航坐标系为北东

地坐标系，由于载机的理想航迹是直线，设载机的初始航向

角为ψ ，这两种坐标系间的关系见图 1 和图 2，图中未考虑

载机的平移运动。 

 

图 1 载机航向角运动示意图       图 2 载机横滚角运动示意图 

由图可知载机的理想航迹为 x 方向，距地面高为h ，其

理想姿态角如下：横滚角为零，俯仰角为零及航向角为ψ 。

载机和 SAR 系统可以看作刚体，当载机在空中存在角运动

时，将引起天线平台指向出现变化。经分析得出其具体关系

为：若载机横滚角变化 φ ，则天线平台俯仰角变化 φ 大小；

同理，若载机俯仰角变化 θ ，则天线平台横滚角变化 θ 大
小；若载机航向角变化 ψ ，则天线平台航向角同样变化 ψ
大小。 

设 SAR 点目标回波信号为 
21 ( ) ( )2( ) r

c
j k t j tS t Ae e

α ω α− −=            (2) 

其中A 为雷达回波信号的幅度， rk 为线性调频率， cω 为发

射信号载频，α 由下式给出  
2 ( )/R t cα =                   (3) 

其中 ( )R t 为雷达至目标的距离。先考虑载机存在俯仰角变化

为 θ 的情况，此时天线平台有横滚角运动，对于固定目标

而言，天线辐照的区域没有改变，斜距 0( )R t SA R= = 不变, 

所以平台横滚角运动不会引起距离向误差和方位向误差。 

若载机航向角变化 ψ ，则天线平台航向角同样变化

ψ 大小。该情况下，在图 1 中可见天线指向由A 变为B ，

将引起目标到雷达的距离发生变化。此时，斜距变为 
2 2

0

0

( )

sec( )

R t SB AB R

R ψ

= = +

=              (4) 

雷达此时相当于工作在斜视模式，因此会引起回波信号多普

勒中心 ( )dc 2 / sinf v λ ψ= 和多普勒调频斜率的变化 Rf =  
22 [ ( )]v R tλ− ，从而会引起方位向的散焦，也会引起方位向的

偏移。 

同理，载机存在横滚角运动为 φ 时，天线平台相应的

有俯仰角变化 φ ，如图 2 所示，此时天线指向从B 变至C 。

此时斜距为 

0
2 2
0

( ) sec( )

cos sin

R t h

hR

h R h

γ φ

φ φ

= +

=
− −

        (5) 

可见，俯仰角的变化也会引起多普勒调频斜率的变化和方位

向的散焦。 

4  四元数与姿态矩阵的变换 

在北东地导航坐标系下，从导航坐标系到载体坐标系需

要经过三次旋转得到，依次为绕 z 轴旋转ψ ，绕y 轴旋转 θ，
绕 x 轴旋转φ，则其方向余弦矩阵可表示为 

( ) ( ) ( )b
n x y zC R R Rφ θ ψ=               (6) 

其中ψ ，θ和φ分别为航向角、俯仰角和横滚角。 xR ， yR ，

zR 分别表示沿 x 轴、y 轴和 z 轴的转动矩阵。因此从载体坐

标系变换到导航坐标系的捷联矩阵可以表示为  
T( ) ( ) ( ) ( )

cos cos   sin sin cos cos sin

   cos sin   cos cos sin sin sin

 sin              cos sin

sin sin cos sin cos

         sin cos cos sin sin

            cos co

n b
b n z y xR R Rψ θ φ

θ ψ φ θ ψ φ ψ

θ ψ φ ψ φ θ ψ

θ θ φ

φ ψ φ θ ψ

φ ψ φ θ ψ

θ

= = − − −

⎡ −⎢
⎢= +⎢
⎢
⎢ −⎢⎣

+

− +

C C

sφ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

    (7) 

设 1 2 3 4q iq jq kq q= + + + ，由四元数旋转变换理论[9]，

对四元数沿各轴进行同样的转动可得到与方向余弦矩阵对应

的四元数如下 
( ) ( ) ( )b

n z y xq q q qψ θ φ= ⊗ ⊗            (8) 

其中“⊗ ”为四元数的乘积，将乘积展开，可以得出下式 
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1

2

3

4

cos( /2)cos( /2)sin( /2) sin( /2)sin( /2)cos( /2)

cos( /2)sin( /2)cos( /2) sin( /2)cos( /2)sin( /2)
  

sin( /2)cos( /2)cos( /2) cos( /2)sin( /2)sin( /2)

sin( /2)sin( /2)sin(

b
n

q
q

q q
q

ψ θ φ ψ θ φ

ψ θ φ ψ θ φ

ψ θ φ ψ θ φ

ψ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

−

+
=

−

/2) cos( /2)cos( /2)cos( /2)φ ψ θ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

          

(9) 

在北东地坐标系下，式(9)是四元数的欧拉角表达式。通过对

四元数元素的运算，可以得到方向余弦矩阵的四元数表达式，

下面是求解过程。 

设α φ ψ= − 和 β φ ψ= + ，由式(9)可以得到下式 

( ) ( ) ( )1 3 cos /2 sin /2 sin /2q q θ θ β⎡ ⎤+ = −⎣ ⎦      (10) 

( ) ( ) ( )1 3 cos /2 sin /2 sin /2q q θ θ α⎡ ⎤− = +⎣ ⎦      (11) 

( ) ( ) ( )2 4 cos /2 sin /2 cos /2q q θ θ α⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦      (12) 

( ) ( ) ( )2 4 sin /2 cos /2 cos /2q q θ θ β⎡ ⎤− = −⎣ ⎦      (13) 

由以上四式可以求出俯仰角、横滚角和航向角如下 

1
1 3 4 2

1 11 3 1 3

2 4 2 4

1 11 3 1 3

2 4 2 4

sin (2 2 )

tan tan
2

tan tan
2

q q q q

q q q q
q q q q

q q q q
q q q q

θ

α βφ

β αψ

−

− −

− −

⎫⎪⎪⎪= − − ⎪⎪⎪⎪⎪+ − + ⎪= = − ⎬⎪+ − ⎪⎪⎪− + − ⎪⎪= = − − ⎪⎪− + ⎪⎭

   (14) 

设矩阵 b
nC 第 i 行，第 j 列的元素为 ijc ，由式(10)乘式(12)

加式(11)乘式(13)进行运算得 
23 1 4 2 3

2 2
33 3 4

cos sin 2 2

2 2 1

c q q q q

c q q

θ φ ⎫= = + ⎪⎪⎪⎬⎪= + − ⎪⎪⎭
         (15) 

同理，式(10)乘式(12)减式(11)乘式(13)得 
2 2

11 1 4

12 1 2 3 4

cos sin 2 2 1

2 2

c q q

c q q q q

θ ψ ⎫⎪= = + − ⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭
        (16) 

对 b
nC 的元素进行运算，并将式(14)代入，可以有下述公

式 
2 2 2 2

22 31 2 4 1 3 2 4 1 3(1 sin )cos 2 2c c q q q q q q q qθ α+ = + = + − − + +             

(17) 
2 2 2 2

22 31 2 4 1 3 2 4 1 3(1 sin )cos 2 2c c q q q q q q q qθ β− = − = + − − − −             

(18) 

所以有 
2 2 2 2 2 2

22 2 4 1 3 2 4

31 2 4 1 3

2 2 1

2 2

c q q q q q q

c q q q q

= + − − = + −

= +       (19) 

同理得到下式 
21 1 2 3 4

32 2 3 1 4

2 2

2 2

c q q q q

c q q q q

= −

= −               (20) 

因而通过式(10)~式(16)，得到捷联矩阵 n
bC 的四元数表

达式为 

2 2
1 4 1 2 3 4 1 3 2 4

2 2
1 2 3 4 2 4 2 3 1 4

2 2
1 3 2 4 2 3 1 4 3 4

2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 1

b
n

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

C   (21) 

5  基于四元数的角运动误差分析 

由第 4 节知，姿态角的变化量( φ , ψ , θ )可以用相应

的四元数变化( 1q , 2q , 3q , 4q )表示。因而，由式(7)和式

(21)可以得出下述关系：  
2 2
1 4

2 2
3 4

1 4 2 3

2 2 1cos
cos

2 2 1cos
cos

2 2
sin

cos

q q

q q

q q q q

ψ
θ

φ
θ

φ
θ

⎫⎪+ − ⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪+ − ⎪⎪= ⎬⎪⎪⎪⎪+ ⎪= ⎪⎪⎪⎪⎭

      (22) 

其 中 2 4 1 3 2 4 1cos [(1 2 2 )(1 2 2q q q q q q qθ = − + + −  
1/2

3)]q⋅ 。 

在第 3 节中，讨论了姿态角的变化对 SAR 成像的影响。

下面给出基于四元数的角运动误差分析。利用式(22)，式(4)

所表示的斜距可改写为 
0

0 2 4 1 3 2 4 1 3

2 2
1 4

( )
cos

(1 2 2 )(1 2 2 )
  

2 2 1

RR t

R q q q q q q q q

q q

ψ
=

− + + −
=

+ −
(23) 

同理，载机存在横滚角运动为 φ 时，式(5)的斜距有下

述形式 

0 2 4 1 3 2 4 1 3
2 2 2 2
3 4 0 1 4 2 3

(1 2 2 )(1 2 2 )
( )

(2 2 1) (2 2 )

hR q q q q q q q q
R t

h q q R h q q q q

− + + −
=

+ − − − +
            

(24) 

下面给出一组仿真数据来验证本文给出的四元数算法的

可行性。假设 5000mh = ， 0 20kmR = ，载机存在角运动误

差为：横滚角1.3 ，俯仰角 0.3 ，偏航角 5.2 ，由四元数算

法和传统算法得到的斜距和运算时间如表 1 所示，两种算法

的运算环境相同，软件平台为 MATLAB 6.5，PC 机 CPU

主频为 2.4GHz。 

表 1 传统算法和四元数算法比较 

传统算法 四元数算法 

 横滚角 
运动 

偏航角 
运动 

横滚角 
运动 

偏航角 
运动 

斜距

( 410× m) 2.1932832 2.0082652 2.1932832 2.00826528 

运算时间

( 210−× s) 4.8000 2.7800 2.8100 1.5600 

由表 1 可以看出，在计算斜距时四元数算法可以在获得

与传统算法同样的准确性，并且其运算时间要比传统算法少
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很多。综上所述，在 SAR 成像过程中，用四元数来描述这

种姿态误差可以定量的给出斜距的变化量，可用于 SAR 距

离向回波信号的运动补偿，避免了 SAR 信号的处理中复杂

的三角函授运算，从而减少了运算量，提高了运算效率。 

6  结束语 

在姿态矩阵的即时更新中，由于载体运动过程中姿态矩

阵变化较快，目前多采用四元数法，利用四元数和方向余弦

之间的关系求解姿态矩阵中的元素值。本文在北东地导航坐

标系下，对四元数与捷联矩阵的转换关系进行了推导。分析

了载机存在横滚角运动、俯仰角运动和偏航角运动时，SAR

回波信号的变化及其对 SAR 成像的影响。文中根据推导的

姿态角与四元数的变换公式给出了基于四元数的角运动误差

分析，对在 SAR 运动补偿中的实时运算具有重要的意义，

该方法具有运算量小，便于实时应用的优点。 
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