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建立在一般结构Gauss网络上的分布估计算法
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摘 要:提出了一种建立在一般结构Gauss网络上的分布估计算法。一方面，它无需进行Gauss网络结构的学习，

从而大大减少了计算量:另一方面，一般结构Gauss网络不是近似网络，因而可获得精度很高的联合概率密度函数。

针对该网络，采用了一种无需计算条件概率密度函数的产生样本方法，有效地减少了网络参数学习的计算开销。实

验结果表明，与已有建立在非一般结构Gauss网络上的高阶分布估计算法相比，本文算法具有更高的稳定性和更强

的寻优能力。
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Abstract Estimation of Distribution Algorithms (EDAs) available in continuous domains are based on non-generic

Gaussian networks. The computational cost for learning this kind of networks is very great, moreover the low accuracy of

the joint pdf will be resulted because the greedy algorithm is used to team the Gaussian networks. To overcome these

disadvantages, an Estimation of Distribution Algorithm based on generic Gaussian Networks (GN-EDA) is presented. It

leads to the low computational cost by no structure learning of Gaussian networks. In the meanwhile, a generic Gaussian

network is not an approximate one, so the joint pdf is of high accuracy. Due to an effective sampling is adopted, the

computational cost for parameters learning is great reduced. The experimental results show that GN-EDA achieves a more

    stable performance and a stronger ability
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1 引言

in searching the global optima.

Estimation of distribution algorithm, Gaussian networks

    由于交叉和变异算子不能保证积木块假设成立，二遗传算

法对于某些问题，如骗问题，表现出了很差的性能，这就导

致了另一类进化算法的出现— 分布估计算法(Estimation of

Distribution Algorithms, EDAs)。与传统进化算法不同，它

不使用交叉和变异算子，而是根据当前种群中较好的个体建

立概率分布模型，然后根据这个模型产生个体以引导算法的

搜索。由于EDAs较传统进化算法有更强的理论基础，已成

为当前进化计算的研究热点[1-9]

    EDAs的思想是从当前种群Pop(k)中按照一定的选择方

式选出一部分较好的个体 Pops(k)，并建立反映个体

X=(51,...,J6n)内n个变量相互作用的概率分布模型，然后利用

所建 以形成下一代种群Pop(k+l),

如此迭 设ps(x, k)为种群Pops(k)的实

际分布 代种群分布p (x, k+ I) PS(x, k)

且选择方式为比例、截断或锦标赛选择，则EDAs收敛于全

局最优解。因此EDAs的关键问题是使p(x, k+ I)在合理的计

算代价下尽量逼近声(x, k)。为此提出了各种算法，按照处理

变量间相互作用的能力，可分为一阶分布估计算法，如PBIL1'1

(Population-Based Incremental Learning), UMDAE21(Univariate
Marginal Distribution Algorithm)等:二阶分布估计算法，如

MIMIC[']  (Mutual Information  Maximization       for  Input

Clustering)，BMDAI}l  (Bivariate Marginal  Distribution

Algorithm)等:及高阶分布估计算法，如BOA 151 (Bayesian
Optimization Algorithm), EGNAjbl (Estimation of Gaussian

Networks Algorithm  by  edge   exclusion)‘、EGNABGe[6]
(Estimation of Gaussian Networks Algorithm by BGe metric)

等。

    实际中的复杂问题，其变量间往往存在着较强的相互作

用，因而采用高阶分布估计算法比较合适。EGNAee, EGNABG,
是两种建立在Gauss网络上的处理连续数据的高阶分布估计
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算法，其中EGNA二采用根据条件独立关系对弧进行删除的

网络结构学习算法，而EGNABG。则采用将BGe作为准则的

网络结构学习算法。虽然它们都能够描述变量间的高阶相互

作用，但由于搜索最优网络结构是NP困难问题，一般都采

用贪婪搜索，这就大大降低了联合概率密度函数的准确性，

同时它们的网络参数学习也需要复杂的矩阵运算。我们认为

Gauss网络可分为两类:一般结构Gauss网络和非一般结构

Gauss网络(定义见下节)。在一般结构Gauss网络上进行概

率推理需要很大的计算量，因此现有方法都采用非一般结构

Gauss网络。但由于非一般结构 Gauss网络是由一般结构

Gauss网络简化而得的，显然其联合概率密度函数的准确度

没有一般结构Gauss网络的高。我们认为分布估计算法并不

需要进行概率推理，只需估计出变量的联合概率密度函数即

可，并且在已假设数据服从高斯分布的前提下，可以直接采

用一般结构的Gauss网络作为算法的概率分布模型。所以我

们提出了一种建立在一般结构Gauss网络上的分布估计算法

(Estimation of Distribution Algorithm based on Generic Gauss

Networks, GN-EDA)o GN-EDA无需进行Gauss网络结构的

学习，大大减少了计算量，而且它可获得高精度的联合概率

密度函数。为了减少网络参数学习所需的计算量，GN-EDA

采用了一种不使用条件概率密度函数来产生样本的有效方

法。

量，对于连续随机变量，一般都假设边缘概率分布和条件概

率分布为正态分布，这时称获得的网络为Gauss网络。我们

认为，根据网络结构可将Gauss网络分为两类，见定义20

    定义2 若Gauss网络的结构为如图1所示的完全连接

的有向无环图，则称其为一般结构Gauss网络，否则称为非

一般结构Gauss网络。

图 1

假设n维变量x

一般结构Gauss网络模型

的联合概率密度函数为多元正态分布

2 建立在一般结构Gauss网络上的分布估计算法

2.1 一般结构Gauss网络

    分布估计算法的关键在于找到一个能反映x1，...， xn间相

互作用的n维概率模型。使用图来表示变量间的依赖关系是

一种常用的、自然而直观的方式。图中的每个结点代表一个

变量，每条边代表两变量间的关系。若结点x;存在一条指向

xi的边，则称x，是xi的父结点，由此而得的模型称为概率图
模型。若使用的是有向无环图，则称相应的概率图模型为

Bayes网络，见定义to

    定义l一个Bayes网络是一个二元组B=<G, O>，其

中

(1)网络结构G=(17�.

(Directed Acyclic

V二{x,，...，x�},n?1，

合:

    (2)网络参数日=

Graph,

刀，(i=

二，n刀是一个有向无环图

DAG )，其结点集合为

1,...,n)为结点x，的父结点集

{P(xi I IIi)I xi E V, i =1,...,n}是一组条
件概率的集合

联合概率分布可表示为所有变量在

率的乘积:

            一fln!P(xi IIl i) (，)

其中P(xi Il7i)为x，的条件概率。定义1主要针对离散随机变

P(x) --- N(,U,E)!(27r)一，IEI一 2 exp{-2(x一;)T -r一，(x一;)}(2)
其中A是n维均值向量，E是nxn的协方差矩阵，而}E}是

E的行列式，E-，是E的逆矩阵。由概率论中的乘法定理可

得式((3):

    P(x)=nil P(xiIx, .....、一!)=11? , P(xi I17i)     (3)
其中17i =(x,,...,xi-1)。P(x)就对应于一个一般结构Gauss网

络，由定理1可知，这样的网络有n!个。

    定理1设n=(1,， 12.二，1�)是((1, 2,..., n)的任何一个排列，

则有

          P. (x)=l 1r , P(xi; II7i, )=P(x)        (4)
其中马二((1,， ...,1;-,) ,

    定理1由概率论中的乘法定理可得证。该定理显示所有

这n!个网络的联合概率密度函数是相同的。

    定理2 记所有n!种一般结构Guass网络的结构为q，

q，二、民:，若G为任一Gauss网络的结构，则G必为

Gp G2,..., Gn!中某个图的子图。

    证明 由Gauss网络是一种Bayes网络可知G为一个

有向无环图。因为给出一个有向图中所有结点的父结点将完

全确定一个有向图G，所以我们可以将有向无环图G表示为

G = {nA 117 AZ ,..., nA. ) o按父结点个数从小到大排列，可得

G抓17A-,17AZ,...,17劝，其中}刀刘:5117A,',。卜由G是一个无
环图可知}IIA, 1<-i-I。设G, E {GI，G2，. -, Gj且其排列

11= (11112"二)=(不玲二，心 ，则117'i 1= i -I。因此有

I IIA;' ICI刀日, i = I,'二，n，由图论可知，G为GI的子图。
    由定理I和定理2可知，EGNA.,。和EGNABG。所采用的

Gauss网络结构是q，q，⋯，民!中某个图的子图，因而所获得

的联合概率密度函数是P(x)的一个近似，而由一般结构

G1,G2"..,民，获得的联合概率密度函数就等于尸(x).
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2.2 算法描述

    式((3)中的概率密度P(x)可以写成每一项独立且服从正

态分布的条件概率密度的乘积:

P(x)=fl� }P(x,III,)=fl几!万(;，+I冥I aj,(x,一，1),C,i)(，)
这里A是变量x，的无条件均值，CF;为给定变量xi,...,x;-:条件

下的方差，而a;;为变量xi与x;间关系强度的一个线性系数[(101
扭，a, a)即为这个Gauss网络参数。由多元正态分布理论可

知，参数 a和a可根据条件独立关系和协方差矩阵E来求

出。这样Gauss网络的参数变成((N, E)，而(y, E)可通过极

大似然法容易求出。已知Gauss网络的结构和参数，通过式

  (5)可以从一般结构Gauss网络中产生样本。实际应用中

可以发现，通过协方差矩阵E求出参数a和a需要很多复杂

的矩阵运算，大大降低了运算效率。由定理3可知，我们可

用另一种方式从这个网络中产生样本。

    定理3设A1 Y2, ..., y.为独立标准正态变量，服从n维

正态分布万伽,E)的随机变量x可以表示如下:

3 仿真实验

    我们首先用一个求非线性方程组实根的问题来验证算

法的性能，参数设置如下:种群规模N--1000，选择比例y=0.2,

运行代数为50。三元非线性方程组为

8i (x)=对+ è,+2x2 + x3+1=0

92 (x)=-x, + x2+对+2e"一3=

93(x)=-2x2+x3+ex, +1=0

(7)

求其在。二{xE 7Z31-5 _ xi <_5, i=1,2,3}中的实根。对于这一
类在科学实践和工程技术中大量出现的问题，一般采用把非

线性方程组转化为最优化问题来求解，式(7)可以转化为

    min f (x) =1 g, (x)卜}g2 (x)卜汤(x)1,                  s.t. x E。 (8)
图2给出了这个非线性方程组的根随代数k的进化轨迹。从

图2可以看出，GN-EDA只需要大约 10代便找到了方程组

的根(-0.767760,0.07533 1,-1.162152)，并且在对算法进行的

100次独立试验中，每次都得到相同的结果。

一{ (6) 
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其中_r=AAT。

    定理3可由多元正态分布的定义[11]直接推出。

    从式((6)可知，只要产生n个互不相关的服从标准正态

分布的随机数A1 Y2, ... 'Y}，通过矩阵A的线性组合作用，便

可直接产生满足n维正态分布万伪,E)的随机数。这时只需

估计出参数E而无需进一步计算参数a和v。算法1给出了

生成一个服从n维正态分布随机数的过程。

    算法1服从n维正态分布万扭,E)的随机数产生算法。

    步骤1 用Cholesky分解方法求出A使_r=AAT:

    步骤2 由N(0,1)生成yl，儿，⋯，yn:

    步骤3  xk=uk+Ik;=1 Akjyj, (k=1,2,---,n)。
于是，我们得到了一个建立在一般结构Gauss网络上的分布

估计算法，见算法20

    算法2 建立在一般结构Gauss网络上的分布估计算法

(N为种群规模，llt选择比例)

    步骤1 随机产生N个个体形成初始种群Pop0, k<-O;

    步骤2 如果终止条件满足，则输出结果，停止;否则

转步骤3;

    步骤3从Pop k中选出最优的印"N)个个体，根据这些

个体建立 般结构的G 网络 获得网络参数扭,-r):

体并计算其适应度，这

pk+i, k<--k+l，转步骤

k -0.5

一 5

x1
y

飞 x2
  1

介一一一~x3-一
40    50

                图2

    为了进一步验证

函数f , 12,乃进行实验

    10   20   30

                k

方程组根随代数k

GN-EDA的性能

，并与EGNAee,

的进化轨迹

，木文对3个标准测试

EGNABG。的结果进行

比较，其中EGNA,,, EGNABG,的结果来自文献[6]0

置如下:

度 拼10'5

n=10, N=1000, y =0.2，最大运行代数为

参数设

300,精

。停止准则为:如果fmin * 0，则考察

I ft。一fmin i< 8 I fmin}是否成立，否则考察}o,1<-' ，此处

fmi。和fbes:分别表示全局最优解和到当前代为止找到的最

优解。函数fl, f,f3的全局最小值分别为一105, 0和。。

f (x)=一了(10-s+nyi=il、.);
          i=2,...,n; 一0.

  A二x1,    Yi二xi十yi一1，

16:5 xi:50.16

Az (x)=艺nEi=1(  (、一XZ)Z+(xi一，)，);一，0‘x; <_ 10

石‘x，=赢艺nf3(X)  aooon},=ix2一ni=l。05   (f)+，;一600:、、600
    表1为3三个算法对每个函数进行100次独立试验的结

果。可以看出，对于函数厂，GN-EDA与EGNA}, EGNAege
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的所有试验都找到了全局最优值，但GN-EDA的平均评价次

数只是EGNA�, EGNABG。的1/3。对于函数乃, GN-EDA100%

地找到了全局最优值，而EGNAee, EGNABG,都没找到，并

且 GN-EDA的计算量大约只是其他两个算法的 1/2。同时

GN-EDA的最优值平均达到了10-6，其精度远远高于其它两

个算法。对于函数乃，GN-EDA在100次试验中都找到了全

局最优值，而EGN戈，EGNABG。分别只找到了66次和57

次，同时GN-EDA的计算量只是EGNAee, EGNABG,的1/40

另外，GN-EDA的最优值平均所达到的精度也远远高于其它

两个算法。由此可见，GN-EDA的性能远远优于EGNA�,

EGNABG,。另外，GN-EDA由于无需计算条件概率密度函数，

所需的时间很少，在P111 667的PC机求解函数厂，乃，乃所需

的时间分别为1.17s, 0.93s, 0.82s.
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