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摘　要　本文在前人工作的基础上，建立了一种基于Ｓｈａｎｎｏｎ奇异核的交错网格褶积微分算子方法．文中不仅详

细讨论了影响算子精度的各种因素，同时也着重分析了其在弹性波模拟中的频散关系和稳定性条件．通过和交错

网格有限差分算子比较，发现该算子即使在高波数域也具有较高的精度．均匀介质中的数值试验也表明，该方法９

点格式就基本上达到了解析解精度．而分层均匀介质和复杂介质中的地震波数值模拟也同时证实了该方法精度

高，稳定性好，是一种研究复杂介质中地震波传播的有效数值方法．
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　４期 龙桂华等：基于Ｓｈａｎｎｏｎ奇异核理论的褶积微分算子在地震波场模拟中的应用

１　引　言

地震波数值模拟的实质就是根据已知的地下结

构和物性参数来模拟研究地震波在地下各种介质中

的传播规律［１］．基于波动方程的地震波数值模拟方

法包括有限差分法、有限元法和伪谱法等．有限差分

的理论基础为 Ｔａｙｌｏｒ展开
［２］，其特点是计算速度

快，计算效率高，但是对于非规则区域却很难处理．

和有限差分方法不同，有限元法的理论基础为变分

理论［３］．通过将单元上的分片插值函数和最小位能

原理相结合来求解整个区域的波场信息．有限元方

法虽具有模拟精度高，可处理任意形态的地质体和

边界的特点，但其计算过程复杂，计算量大．和有限

差分、有限元一样，伪谱方法［４，５］也是地震波数值模

拟中一种有效方法．由于其在计算过程中采用了快

速傅里叶变换，使得其具有较快的速度．理论分析也

同时发现其具有谱方法的精度．但是，由于该方法在

计算微分的过程中要利用全局信息，对于非均匀的

复杂介质的地震波的模拟，该方法计算结果并不理

想．尽管有很多学者尝试将上述几种方法的优点综

合起来，虽然也确实取得了很大的成就，如谱元

法［６］，但是却一直或多或少出现诸如边界和新方法

难以适配的问题．因此，研究一种新的数值模拟方

法，使其同时具有计算速度快、计算精度高的特点，

就成为地球物理工作者目前需要开展的首要任务．

在２０世纪７０年代早期，就有学者提出褶积微

分算子的概念［７］，但是却很少有人将其应用到地震

波场的模拟中来．直到１９８６年，Ｍｏｒａ
［８］才将褶积微

分算子应用于弹性波场模拟，但是他的工作并未发

表，也没有给出微分算子的显式表达式．后来，

Ｈｏｌｂｅｒｇ
［９］在前人的基础上，运用最优化方法对褶积

微分算子进行了设计，并将其用于波动方程的求解．

随后，Ｍｉｔｔｅｔ和 Ｈｏｌｂｅｒｇ
［１０］将上面的微分算子成功

用到了三维弹性波数值模拟中，并取得了较好的结

果．１９９２年，Ｚｈｏｕ等
［１１］研究傅里叶谱方法的实质，

通过将对空间求导的傅里叶谱进行分解，推出了一

种新的求解微分方程的方法，并分析了其精度和应

用于声波方程的稳定性条件．紧跟其后，张中杰

等［１２］和戴志阳等［１３］将这一方法进行推广，并着重研

究了适合波场模拟的最优权系数．２００７年，程冰洁

等［１４］发展了一种基于广义正交多项式的褶积微分

算子，并将该算子应用到复杂介质中的地震波模拟，

通过大量试验验证了该算子精度和稳定性．Ｚｈｏｕ

等［１５，１６］于２００２年和２００３年在应用数学计算上发

表了一系列有关双曲保守方程的ＣＦＯＲ方法成果．

这类方法是一种褶积微分算子方法，其核心思想是

离散奇异核理论，通过自适应共轭滤波的思想来大

大提高空间导数在高波数域的精度．后来，Ｓｕｎ和

Ｚｈｏｕ等
［１７］在总结前面工作的基础上，通过正则化

的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ核函数发展了一种有限截断傅里叶伪

谱方法．该方法有更宽的有效波数范围，能有效压制

Ｇｉｂｂｓ效应，具有谱精度．

褶积微分算子的实质，是通过一组微分算子和

原来波场进行褶积从而达到求波场关于空间微分．

本文正是基于Ｚｈｏｕ等
［１１］、Ｓｕｎ等

［１７］前期开展的工

作，通过将原来的褶积微分算子进行加窗和交错网

格改造，实现算子的高精度和快速度的目的．加窗和

交错网格有两个好处：一方面可以避免由于直接截

断而引起的Ｇｉｂｂｓ效应；另一方面可以提高模拟的

局部精度．相对于交错网格有限差分方法来说，本文

算子的一个优势就是算子的精度可以通过高斯包络

值、算子长度以及窗函数的参数进行有效控制，这使

得该算子无论在高波数域还是低波数域都具有较高

的精度．均匀介质中的数值实验表明该算子精度高，

其９点格式就能有效消除频散，几乎达到了解析解

的精度．通过对均匀水平层状介质和复杂介质中波

场的波前分析也表明，该算子精度高、稳定性好，可作

为复杂介质中地震波场数值模拟的一种有效方法．

２　基于奇异核的褶积微分算子

２．１　奇异核褶积微分算子原理

根据函数分布理论，犳（狓）可被定义成核函数和

元函数的褶积形式［１７］：

犳（狓）＝ （犜η）（狓）＝∫
∞

－∞
犜（狓－狋）η（狋）ｄ狋，（１）

其中，犜（狓）是奇异核函数，η（狓）为测试函数空间的

元函数．

人们通常研究的奇异核函数包含以下几种：

Ｈｉｌｂｅｒｔ函数、Ａｂｅｌ函数和Ｄｅｌｔａ函数．其中，Ｈｉｌｂｅｒｔ

函数和Ａｂｅｌ函数主要用于解析函数理论，而Ｄｅｌｔａ

函数作为函数逼近理论的核心，常常被用于偏微分

方程的数值求解方面．Ｄｅｌｔａ函数的奇异核形式可表

示为：

犜（狓）＝δ
（狇）（狓），狇＝０，１，２，…， （２）

式中，狇表示Ｄｅｌｔａ函数关于狓的狇阶广义导数．当

狇＝０时，奇异核函数直接为Ｄｅｌｔａ函数，该函数是插

５１０１
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值的基础；当狇＝１时，奇异核函数为Ｄｅｌｔａ函数的

一阶导数，此时，该函数是一阶微分的基础．由于理

论的Ｄｅｌｔａ函数很难物理实现，只能从数值角度去逼

近．考虑用一个近似函数来逼近理论的Ｄｅｌｔａ函数：

ｌｉｍ
α→α０

δ
（狇）

α
（狓）＝δ

（狇）（狓），狇＝０，１，２，…， （３）

其中，α为刻画逼近Ｄｅｌｔａ函数的物理量．

在不同的逼近函数中，归一化的Ｓｈａｎｎｏｎ奇异

核函数［１８］可以表示为：

δσ，Δ（狓）＝
ｓｉｎ

π

Δ（ ）狓
π

Δ
狓

ｅｘｐ －
狓２

２σ（ ）２ ， （４）

其中，Δ为空间步长，σ为高斯函数包络线宽度．对

于任意给定σ≠０，在Δ→０时，所得的函数便是

Ｄｅｌｔａ函数．

已知某函数的离散序列狌（狓犽），通过上面的奇

异核函数，我们便可以得到该函数在全空间上的插

值函数及其微分形式：

狌
（狇）（狓）≈ ∑

「狓?＋犠

犽＝「狓?－犠
δ
（狇）

σ，Δ
（狓－狓犽）狌（狓犽）， （５）

其中，「狓?表示最接近狓的格点，犠 为算子半带宽．
通过调节半带宽犠 的值以及高斯包络σ的大小，可

以提高褶积插值以及微分的精度．当狇＝１时，其一

阶微分算子可表示为：

　　犱１（犽Δ）＝
δ′σ，Δ（犽Δ），犽＝±１，±２，…

０， 犽＝
｛ ０

， （６）

这样构造的褶积微分算子具有两个重要的性质：（１）

算子具有反对称性；（２）因子中的犽能使算子犱１ 在

远离犽＝０的地方快速衰减，从而可利用较短算子来

计算空间微分．

但是，在实际计算过程中，我们并不直接用上述

算子，因为算子的长度有限，只能保证微分计算的局

部性质，有些点的计算可能需要更长的算子．这样直

接截断势必引起Ｇｉｂｂｓ效应，而不适当的旁瓣处理

也可能引起“漏能”现象，所以必须引入合适的窗函

数对算子进行处理．所用的窗函数必须具有以下特

点：一是主瓣比较集中；二是旁瓣波动较小．而本文

中选用的 Ｈａｎｎｉｎｇ窗函数就具有以上两个方面的

特点．于是，通过窗函数进行截断处理后的微分算子

可表示为：

犱^１（犽Δ）＝犱１（犽Δ）狑（犽），犽＝０，±１，±２，…，犠，

（７）

其中，窗函数狑（犽）可以表示为：

狑（犽）＝ ２α－１＋２（１－α）ｃｏｓ
２ 犽π
２（犠 ＋２［ ］）

β
２

，

（８）

上式中，α和β为度量 Ｈａｎｎｉｎｇ窗函数性质的常数．

在这里，我们取α＝０．５４和β＝８．经过窗函数处理

的微分算子衰减更快，而且有效抑制了由于截断而

引入的Ｇｉｂｂｓ效应，大大提高了计算精度．

２．２　奇异核褶积微分算子的交错网格形式

假定函数狌（狓）充分光滑，运用Ｔａｙｌｏｒ展开，将

函数狌（狓）分别用网格点处的值狌（狓犽）和半网格点

处的值狌（狓犽＋１／２）来逼近中心差分，会发现用交错网

格方法计算空间微分的首项截断误差只有常规网格

计算误差的四分之一．但是，这样用并没有增加计算

量，也不需要更多的存储量，却反而提高了计算精

度．本着这样一种思想，我们构造了上述褶积微分算

子的交错网格形式（以下未做说明均简称褶积微分

算子）：

珟犱１（犽Δ）＝犱１（犽Δ）狑（犽），

犽＝０，±
１

２
，±
３

２
，…，±

２犠 －１
２

， （９）

　　从图１中可以看出，该算子系数更加集中在最

近的两个半格点上，旁瓣衰减比常规网格算子速度

更快，这恰恰说明交错网格微分算子更具局部化的

特点．实验分析也证明，这样的算子具有较高的精

度，能有效抑制弹性波数值模拟中的频散．

通过和交错网格有限差分算子的权系数进行比

较，从图２中可以看出，只要交错网格褶积微分系数

图１　奇异核褶积微分算子权系数比较

实线表示交错网格褶积微分算子珘犱１；虚线表示普通褶积微分算子犱^１．

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄ

ｓｉｎｇｕｌａｒｋｅｒｎｅｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒ

珟犱１（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｓｉｎｇｕｌａｒｋｅｒｎｅｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒ^犱１（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）．
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计算过程中的参数选择合适，其精度可以达到同算

子长度的交错网格有限差分．但是，相比于交错网格

有限差分算子，本文的褶积微分算子更具灵活性，通

过调节高斯包络和窗函数系数，可以调节算子精度．

２．３　奇异核褶积微分算子的精度分析

利用空间交错网格对函数狌（狓）进行微分，可得

到其离散的近似表达式：

图２　交错网格褶积微分算子权系数（负值）和交错网格

有限差分算子权系数的比较

实线为９点交错网格有限差分算子权系数；

圆点为同长度褶积微分算子权系数．

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ９ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ

ｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｓｉｎｇｕｌａｒｋｅｒｎｅｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒ

（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｐｅｒａｔｏｒ

（ｄｏｔｓ）ｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈ．

狌（狓）

狓
≈
１

Δ狓∑
「狓?＋犠

狀＝「狓?－犠
犆
（犠）

狀 狌 狓－
２狀＋１
２
Δ［ ］狓 ，（１０）

其中，犆
（犠）

狀
为不同阶褶积微分算子的权系数，其大

小可以表示为：

犆
（犠）

狀 ＝珟犱１（狀Δ狓）·Δ狓
２， （１１）

将（１０）式两边进行傅里叶变换，则得到：

ｊ犽狓犝（犽狓）＝－ｊ
２

Δ狓∑
犠

狀＝１

犆
（犠）

狀 ｓｉｎ
２狀－１
２
犽狓Δ（ ）狓犝（犽狓），

（１２）

其中，犝（犽狓）为狌（狓）的傅里叶谱．从（１２）式可以看

出，计算狌（狓）的导数的精度可由该式中右端项逼近

犽狓 的程度来描述．

奇异核褶积微分算子的精度受以下几个参数的

影响：一是褶积微分算子的半长度犠，从图３ａ可以

看出，算子越长，精度越高，但算子增长势必增加波

场模拟中的计算量，一般计算中褶积微分算子长度

选为９就已经能够达到很高的精度；二是高斯包络

σ的值，合理地选取σ的值能有效调节褶积微分算

子的精度．从图３ｂ可以看出，高斯包络既不能选得

过大，也不能太小．σ值选取太大，微分算子会在波

数域振荡，σ值选取太小，则不能有效压制频散；三

是σ的选择又受限于滤波器系数的选取，不同的α

和β值可能导致σ的选取有很大差别．上述参数选

取可以用非线性最优化问题来解决．

为了验证奇异核褶积微分算子的精度，我们将

其和理论精度、同长度的有限差分算子精度进行了

图３　不同σ值和算子长度时交错网格褶积微分算子的精度

（ａ）不同算子长度时交错网格褶积微分算子的精度；（ｂ）不同σ值时交错网格褶积微分算子精度，其中，实线为理论值；虚线为

σ＝４．６时的交错网格褶积微分算子；三角线为σ＝２．６时的交错网格褶积微分算子；圆点线为σ＝７．６时的交错网格褶积微分算子．

Ｆｉｇ．３　Ａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈｓ（ａ）ａｎｄＧａｕｓｓｅｎｖｅｌｏｐｓ（ｂ）．

Ｔｈｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅｉｎ（ｂ）ｄｅｎｏｔｅｓａｃｃｕｒａｔｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｓｐａｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｔｈｅｄａｓｈｅｄ，ｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄ

ｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅｓｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｉｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｔｏｔｒｕｅｖａｌｕｅｗｉｔｈσ＝４．６，２．６ａｎｄ７．６ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ．
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比较．通过比较，在图４中可以看出，在低波数域，交

错网格褶积微分算子和交错网格有限差分算子精度

基本上都能达到理论精度，但在高波数域，交错网格

褶积微分算子的精度却高于交错网格有限差分算

子．也就是说，在波场模拟过程中，我们能用更短的

算子获得比交错网格有限差分算子更高的精度．这

对我们精确模拟复杂介质中的地震波传播以及研究

其规律很有裨益．

图４　交错网格褶积微分算子和交错网格

有限差分算子精度比较

实线为理论值；＋为褶积微分算子（σ＝４．６，犖＝１１，

β＝８）；虚线为１１点交错网格有限差分算子．

Ｆｉｇ．４　Ａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄ

ｓｉｎｇｕｌａｒｋｅｒｎｅｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｃａｌｃｕｌａｔｅｄ

ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓσ＝４．６，犖＝１１ａｎｄβ＝８

ｄｅｎｏｔｅｄｂｙ‘＋’ａｎｄｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｆｉｎｉｔｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｄｅｎｏｔｅｄｂｙｔｈｅｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ

３　弹性波交错网格褶积微分格式模拟

中的几个关键问题

用有限长度的褶积微分算子对弹性波方程进行

空间上的离散化势必带来一些需要考虑和解决的问

题．首先得写出一阶速度应力方程正确的褶积形式，

这样才能对波场传播进行有效的计算．由于在模拟

过程中采用了ＰＭＬ边界
［１９，２０］，在构造弹性波方程

正确的褶积形式时同时必须考虑本文方法和边界条

件的匹配性问题．适度的格式和边界匹配不仅能计

算得到精确的模拟结果，而且还能较好地使模拟的

结果表征无限空间或无限半空间内的波场的传播．

其次是数值稳定性条件，就是必须保证所用褶积微

分算子求导的误差在数值模拟弹性波传播的过程中

不会随着时间的积累而增加．最后是数值频散问题，

它由波动方程数值离散近似所造成，主要表现为地

震波各谐波分量的相速度不一致，高频成分的相速

度相对变低，使得合成地震记录的分辨率严重下降．

３．１　构造带最佳匹配层的弹性波褶积微分算子形式

受制于计算机计算和存储能力的限制，为了正

确模拟地震波在无限空间或无限半空间内的传播，

需要在计算过程中对所处理的模型加入合适的边界

条件以减少人为边界所引起的反射．本文中引入的

最佳匹配层最先作为一种电磁波的吸收边界条件由

Ｂéｒｅｎｇｅｒ
［１９］于１９９４年提出，其基本思想是在模型

边界的吸收带内将波动方程进行改造，使模型边界

和吸收层之间的反射系数最小，从而达到最佳物理

耦合．相对于海绵吸收边界条件和傍轴近似边界条

件，该边界条件具有吸收效果好、对入射方向要求低

等特点．

在速度应力方程中加入ＰＭＬ边界条件的具体

过程是：首先将一阶速度应力方程在时间上进行

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，并引入某一特定的复数扩展坐标系将

原直角坐标系进行改造，然后将速度应力方程中的

梯度算子在沿边界上法线和平行方向进行分裂，并

将其拆分变回到时间域就可得到带最佳匹配层的速

度应力方程，详细推导参见文献［１９］．在对模型离散

化过程中，取狓＝（犻±１／２）Δ狓，狕＝（犼±１／２）Δ狕以及

狋＝（犽±１／２）Δ狋，其中Δ狓、Δ狕和Δ狋分别为空间网格

间距和时间步长，犻、犼、犽为整数，表示空间和时间网

格点．用（犝，犞）和 （Σ，Τ，Ξ）分别代表速度分量

（狏狓，狏狕）和应力分量（σ狓狓，σ狕狕，σ狓狕）的离散值，将本

文中构造的褶积微分算子代入到含最佳匹配层的速

度应力方程，就得到了该方程基于奇异核微分算子

的交错网格褶积形式：

犝
犽＋１／２

犻，犼 ＝ （犝
狓）犽＋１

／２

犻，犼 ＋（犝
狕）犽＋１

／２

犻，犼
，

　
（犝狓）

犽＋１／２

犻，犼 －（犝
狓）犽－１

／２

犻，犼

Δ狋
＋犱

狓
犻

（犝狓）
犽＋１／２

犻，犼 ＋（犝
狓）犽－１

／２

犻，犼

２

　　 ＝犫犻，犼犇
狓

犻，犼Σ
犽，

　
（犝狕）

犽＋１／２

犻，犼 －（犝
狕）犽－１

／２

犻，犼

Δ狋
＋犱

狕

犼

（犝狕）
犽＋１／２

犻，犼 ＋（犝
狕）犽－１

／２

犻，犼

２

　　 ＝犫犻，犼犇
狕

犻，犼Ξ
犽，

犞
犽＋１／２

犻＋１／２，犼＋１／２ ＝ （犞
狓）犽＋１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２＋（犞
狕）犽＋１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２
，

　
（犞狓）

犽＋１／２

犻＋１／２，犼＋１／２－（犞
狓）犽－１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２

Δ狋

　　　＋犱
狓

犻＋１／２

（犞狓）
犽＋１／２

犻＋１／２，犼＋１／２＋（犞
狓）犽－１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２

２

　　 ＝犫犻＋１／２，犼＋１／２犇
狓

犻＋１／２，犼＋１／２Ξ
犽，
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（犞狕）

犽＋１／２

犻＋１／２，犼＋１／２－（犞
狕）犽－１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２

Δ狋

　　　＋犱
狕

犻＋１／２

（犞狕）
犽＋１／２

犻＋１／２，犼＋１／２＋（犞
狕）犽－１

／２

犻＋１／２，犼＋１／２

２

　　 ＝犫犻＋１／２，犼＋１／２犇
狕

犻＋１／２，犼＋１／２Ξ
犽，

Σ
犽＋１

犻＋１／２，犼 ＝ （Σ
狓）犽＋１
犻＋１／２，犼＋（Σ

狕）犽＋１
犻＋１／２，犼

，

（Σ
狓）犽＋１
犻＋１／２，犼－（Σ

狓）犽
犻＋１／２，犼

Δ狋
＋犱

狓

犻＋１／２

（Σ
狓）犽＋１
犻＋１／２，犼＋（Σ

狓）犽
犻＋１／２，犼

２

　　 ＝ （犔＋２犕）犻＋１／２，犼犇
狓

犻＋１／２，犼犝
犽＋１／２，

（Σ
狕）犽＋１
犻＋１／２，犼－（Σ

狕）犽
犻＋１／２，犼

Δ狋
＋犱

狕

犼

（Σ
狕）犽＋１
犻＋１／２，犼＋（Σ

狕）犽
犻＋１／２，犼

２

　　 ＝犔犻＋１／２，犼犇
狕

犻＋１／２，犼犞
犽＋１／２，

犜
犽＋１

犻＋１／２，犼 ＝ （犜
狓）犽＋１
犻＋１／２，犼＋（犜

狕）犽＋１
犻＋１／２，犼

，

（犜狓）
犽＋１

犻＋１／２，犼－（犜
狓）犽
犻＋１／２，犼

Δ狋
＋犱

狓

犻＋１／２

（犜狓）
犽＋１

犻＋１／２，犼＋（犜
狓）犽
犻＋１／２，犼

２

　　 ＝犔犻＋１／２，犼犇
狓

犻＋１／２，犼犝
犽＋１／２，

（犜狕）
犽＋１

犻＋１／２，犼－（犜
狕）犽
犻＋１／２，犼

Δ狋
＋犱

狕

犼

（犜狕）
犽＋１

犻＋１／２，犼＋（犜
狕）犽
犻＋１／２，犼

２

　　 ＝ （犔＋２犕）犻＋１／２，犼犇
狕

犻＋１／２，犼犞
犽＋１／２，

Ξ
犽＋１

犻，犼＋１／２ ＝ （Ξ
狓）犽＋１
犻，犼＋１／２＋（Ξ

狕）犽＋１
犻，犼＋１／２

，

（Ξ
狓）犽＋１
犻，犼＋１／２－（Ξ

狓）犽
犻，犼＋１／２

Δ狋
＋犱

狓

犻

（Ξ
狓）犽＋１
犻，犼＋１／２＋（Ξ

狓）犽
犻，犼＋１／２

２

　　 ＝犕犻，犼＋１／２犇
狓

犻，犼＋１／２犞
犽＋１／２，

（Ξ
狕）犽＋１
犻，犼＋１／２－（Ξ

狕）犽
犻，犼＋１／２

Δ狋
＋犱

狕

犼＋１／２

（Ξ
狕）犽＋１
犻，犼＋１／２＋（Ξ

狕）犽
犻，犼＋１／２

２

　　 ＝犕犻，犼＋１／２犇
狕

犻，犼＋１／２犝
犽＋１／２， （１３）

其中，上标中的狓、狕分别表示速度和应力分别沿狓

和狕轴的分裂方向，犱为衰减因子，（犔，犕，犫）分别

为介质的弹性参数λ和μ，以及密度ρ的倒数在空间

网格点上的离散值．犇
狓

犻，犼
、犇

狕

犻，犼
、犇

狓

犻＋１／２，犼
和犇

狕

犻，犼＋１／２
分别

为半长度为犖 的空间褶积微分算子，可表示为：

犇
狓

犻，犼犳犻＋１／２，犼 ＝ ∑
犖－１

狀＝－犖

珟犆
（犖）

狀 犳犻＋（２狀＋１）／２，犼，

犇
狕

犻，犼犳犻，犼＋１／２ ＝ ∑
犖－１

狀＝－犖

珟犆
（犖）

狀 犳犻，犼＋（２狀＋１）／２，

犇
狓

犻＋１／２，犼犳犻，犼 ＝ ∑
犖－１

狀＝－犖

珟犆
（犖）

狀 犳犻＋狀＋１，犼，

犇
狕

犻，犼＋１／２犳犻，犼 ＝ ∑
犖－１

狀＝－犖

珟犆
（犖）

狀 犳犻，犼＋狀＋１， （１４）

其中珟犆
（犖）

狀
为犆

（犖）

狀
去掉中间零项后的微分序列．

对于非均匀介质，为了得到更精确的数值模拟

结果，特别是在多层介质模型的交界面附近，需要对

（１３）式中的密度和弹性常数进行平均，即：

犫犻＋１／２，犼＋１／２ ＝４／（ρ犻，犼＋ρ犻＋１，犼＋ρ犻，犼＋１＋ρ犻＋１，犼＋１），

犔犻＋１／２，犼 ＝２／（１／λ犻，犼＋１／λ犻＋１，犼），

犕犻＋１／２，犼 ＝２／（１／μ犻，犼＋１／μ犻＋１，犼），

犕犻，犼＋１／２ ＝２／（１／μ犻，犼＋１／μ犻，犼＋１）， （１５）

３．２　交错网格褶积微分算子下弹性波数值模拟的

频散分析

频散是数值模拟中主要考虑的问题之一，模拟

结果的好坏很大程度上取决于数值频散的程度．数

值频散能够发生，主要是因为在计算过程中用离散

的数据代替连续的数据所引起的误差，使得不同频

率的地震波表现为不同的相速度．早在１９７４年，

Ａｌｆｏｒｄ等
［２１］就对声波方程的二阶空间差分的频散

关系进行了分析，指出网格大小和地震波传播方向

是影响频散的两个重要因素．后来董良国等
［２２］对高

阶声波以及弹性波交错网格的高阶差分的数值频散

也进行了研究，发现除了地震波传播方向外，数值频

散主要来源于空间差分精度和一个波长内离散点个

数．也就是，随着差分精度的提高或一个波长内离散

点数的增多，数值频散会逐渐减小．这为我们在实际

模拟过程中合理选择子波频率以及网格大小提供了

理论依据．

通过高阶交错网格的有限差分，能够有效提高

弹性波模拟精度、降低数值频散［２１，２２］．交错网格褶

积微分算子作用于波场的计算过程和交错网格有限

差分相似，不同之处在于褶积微分的权系数是基于

奇异核理论推导而得，而交错网格有限差分的理论

基础为有限差分．根据董良国等
［２３］关于推导的高阶

交错网格有限差分公式，一阶弹性波方程交错网格

褶积微分算子方法的纵波频散关系可表示为：

狏ｐ
狏０
＝

－１

πｃｏｓθ
Δ狓

λ

∑
犖

狀＝１

犆
（犖）

狀
［狆＋狇

槡
］， （１６）

式中，

狆＝ １－２ｓｉｎ
２
θ
０．５－υ
１－［ ］υ ｓｉｎ （２狀－１）πｃｏｓθ

Δ狓［ ］λ ，

狇＝
０．５－υ
１－υ

ｓｉｎ（２θ）ｓｉｎ （２狀－１）πｃｏｓθ
Δ狓［ ］λ ，

（１７）

其中，θ为Ｐ波的传播方向，υ为介质的泊松比，狏ｐ

为相速度，狏０ 为没有频散时地震波速度，λ为地震

波波长，并假定Δ狓＝Δ狕．

从（１６）式可以看出，除了上述的三个方面外，纵

波的频散关系还受泊松比υ的影响，但这里不作讨

论．本文只讨论不同褶积算子长度、网格波长比Δ狓／λ

与纵波频散的关系．从图５中可以看出，算子越长，

即使对于Δ狓／λ较大，相速度和真速度越接近，这说
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明褶积微分算子的精度强烈依赖于算子长度；另一

方面，网格波长比越小，相速度和真速度比越接近，

即使对于半长度为３的算子来说，取Δ狓≤λ／４，频散

关系依然能够保证足够小．这就说明在满足Δ狓≤λ／４

的情况下，增加算子长度并不必然改善纵波的频散

关系，但是却额外地增加了计算量．这一关系对我们

合理选择算子长度具有指导性的作用．

图５　不同算子长度频散关系曲线

实线为褶积微分算子长度为３；＋线为褶积微分算子长度为５；

圈线为褶积微分算子长度为７；三角线为褶积微分算子

长度为９；实方形线为褶积算子长度为１１．

以上都基于交错网格形式．

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｌｅｎｇｔｈｓ

Ｔｈｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅｉｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｗｉｔｈｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈ３；

ｏｔｈｅｒｌｉｎｅｓｍａｒｋｅｄｗｉｔｈｃｒｏｓｓｅｓ，ｃｉｒｃｌｅｓ，ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄ

ｓｏｌｉｄｂｏｘｅｓａｒｅｆｏｒｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈ５，７，９ａｎｄ１１，

ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ．Ａｌｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｓａｂｏｖｅ

ａｒｅｂａｓｅｄｏｎｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄ．

３．３　交错网格褶积微分算子在弹性波模拟中的稳

定性条件

在地震波数值模拟中，为了提高计算效率且不

增加内存的需求，有两种思路可以遵循：一是减小算

子长度；二是加大网格间隔．尽管这两种方法都可以

有效降低计算需求，但是减小算子长度可能使算子

精度减低；加大网格间距虽然不降低算子的精度，但

是一个波长内，采用点数过少，势必引起数值频散，

或者计算溢出而难以得到正确的结果．因此，为了提

高计算效率，同时又不减少计算精度，对算法本身的

稳定性条件进行研究十分必要．

对于声波方程，Ｌｉｎｅｓ等
［２４］在 Ｍｕｆｔｉ

［２５］和 Ｗｕ

等［２６］工作的基础上，提出了一种可以用于任意维数

声波方程任意阶精度近似有限差分格式数值稳定性

评判标准．在Ｌｉｎｅｓ等的基础上，王红落
［２］进一步分

析了不同稳定性条件下相速度和传播方向的关系，

发现相速度随一个波长内采样点数下降而迅速减

小，且稳定性条件越接近０．７０７，频散越小，在二维

情况下，传播方向与狓轴夹角为４５°时，频散最小，

越接近于０°，频散越严重．２０００年，董良国等
［２７］推

导了 ＴＩ介质高阶交错网格有限差分的稳定性条

件，把稳定性条件表示为弹性波传播方向上的

Ｃｏｕｒａｎｔ数，并给出了最佳稳定性条件．

参照董良国等［２２］研究的结果，根据褶积微分算

子和有限差分算子的相似性，同理，可写出本文中交

错网格褶积微分算子在二维弹性介质中传播的稳定

性条件：

０≤∑
犕

犿＝１

（－１）
犿－１

（２犿－１）！
犔２犿狓犱

２犿
≤１，

０≤∑
犕

犿＝１

（－１）
犿－１

（２犿－１）！
犔２犿狕犱

２犿
≤１， （１８）

其中，２犕 为时间阶数，犱可以表示为：

犱＝∑
犖

狀＝１

犆
（犖）
狀 （－１）

狀， （１９）

犔狓 和犔狕 分别为弹性波沿狓 和狕 方向上传播的

Ｃｏｕｒａｎｔ数，可以表示成如下形式：

犔狓 ＝
Δ狋
２

Δ狓
２

λ＋２μ
ρ

＋
Δ狋
２

Δ狕
２
μ

槡 ρ
，

犔狕 ＝
Δ狋
２

Δ狓
２
μ
ρ
＋
Δ狋
２

Δ狕
２
μ

槡 ρ
， （２０）

由上式可以看出，在犕＝１时，就是时间二阶（空间

阶数由算子决定）的稳定性条件．根据（１８）式，可以写

出几种交错网格褶积微分算子的稳定性条件见表１．

表１　褶积微分算子的稳定性条件（σ＝４．６）

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狊狋犪犫犻犾犻狋狔犮狅狀犱犻狋犻狅狀狅犳犮狅狀狏狅犾狌狋犻狅狀犪犾

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪狋狅狉狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犾犲狀犵狋犺狊（σ＝４．６）

算子长度 犱 犔狓，犔狕

３ ０．９９２９ ≤１．００７１

５ １．０７１５ ≤０．９３３３

７ １．１０００ ≤０．９０９１

９ １．１２８９ ≤０．８８５８

１１ １．１４０１ ≤０．８７７１

４　数值实验

４．１　均匀介质中交错网格褶积微分算子的精度

为了验证交错网格褶积微分算子的精度，我们
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首先研究一个简单的模型，即均匀弹性介质模型．将

本文方法计算的结果和交错网格微谱微分算子计算

的结果以及弹性波的解析解进行比较，以此来验证

数值模拟的正确性．

模型的物性参数为：密度２．０ｇ／ｃｍ，纵波速度

３．０ｋｍ／ｓ，横波速度２．０ｋｍ／ｓ．且震源位于地下３００ｍ

处模型的正中心，由主频为２５Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波激

发产生，时间采样步长为１ｍｓ．将模型沿水平和纵

向各剖分２５５个网格，各自采样步长均为１０ｍ．三

接收器的位置分别为Ａ（１２８０ｍ，８００ｍ）、Ｂ（１６００ｍ，

８００ｍ）和Ｃ（３１０ｍ，９６０ｍ）．在计算过程中，模型四

周均用ＰＭＬ吸收边界进行了处理．

从图６中可以看出，交错网格伪谱微分算子计

算的结果与理论值基本相同，而交错网格褶积微分

算子模拟的结果除幅度和到时在波峰和波谷和理论

值有一定的偏差外，其余地方都吻合得比较好．偏差

可能主要来源于以下两个方面：（１）褶积微分算子的

系数为试算结果，且只和同长度的交错网格有限差

分算子系数作了比较，未作最优化求解；（２）算子长

度较短．在求速度或应力对空间的微分时，算子长度

较短只能保证所求波场的局部特性，但是在计算中，

有些点并不要求这种性质，过短的算子可能导致计

算误差．因此，本文中９点交错网格褶积微分算子所

求得波场和伪谱微分算子求得的波场以及解析解之

间存在一定的偏差是可以理解的．由此可见，基于

Ｓｈａｎｎｏｎ奇异核的交错网格褶积微分算子具有较高

的精度，这一点从２．３节中的精度分析也可以看

出来．

图６　不同方法波形比较

实线为解析值；圆点“·”为伪谱微分算子计算的值；叉号“×”为９点交错网格

褶积微分算子计算值；横坐标为弹性波传播时间，纵坐标为归一化幅度．

Ｆｉｇ．６　Ｗａｖｅｆｏｒｍｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

ＴｈｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅａｒｅｔｈｅｗａｖｅｆｏｒｍｓａｔｐｏｉｎｔｓＡ，ＢａｎｄＣｕｓｉｎｇａｎａｌｙｔｉｃｆｏｒｍｕｌａ，ｔｈｅｄｏｔｓａｒｅ

ｒｅｓｕｌｔｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒａｎｄｔｈｅｃｒｏｓｓｅｓｄｅｎｏｔｅｒｅｓｕｌｔｓ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｕｓｉｎｇ９ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒ．

４．２　交错网格奇异核褶积微分算子的应用

为了研究复杂介质中地震波的传播规律，我们

首先建立了图７所示的水平分层均匀的地质模型．

其中ａ和ｂ表示两层介质之间的分界面，分别位于

地下１０００ｍ和１８００ｍ处．三层介质的纵、横波速

度以及密度如图７所示，介质参数变化不太剧烈，主

要是为了研究波阻抗相差不大时地震波在介质分界

面上反射和透射以及ＰＳ波相互转换的情况，以此

来证明本文方法的精度．

在计算过程中，介质沿水平和纵向剖分成２５５×

２５５的网格，相邻格点之间的间距为１０ｍ．震源在地

表下３００ｍ处，且位于模型水平方向正中央，为主

频为２５Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波，其中子波的时间采样间

隔为１ｍｓ，总传播时间为０．６ｓ．模型四周均采用

ＰＭＬ边界条件进行了处理，以保证不会有边界反射．

图８为波场在分层均匀介质中传播０．６ｓ时的波

场快照，其中图８ａ为５点交错网格褶积微分算子计

算的结果，图８ｂ为９点褶积微分算子计算的结果．两

次计算的结果比较，我们会发现，算子较短时，Ｐ波及

其反射和透射波前发生频散不太明显，而ＳＶ波，尤

其是在速度较低的介质层，其直达波频散严重．但是

在９点褶积微分算子的计算结果中，却看不到这种现

象，说明计算频散受制于算子长度，通过增加算子长

度能有效减小计算频散．

１２０１
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图７　分层均匀介质模型

犞Ｐ和犞Ｓ分别为各层介质的纵波和横波速度；

ρ为各层介质的密度．ａ和ｂ分别为层界面．

Ｆｉｇ．７　Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌ

犞Ｐａｎｄ犞ＳａｒｅＰａｎｄＳｗａｖｅｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ，ρｉｓｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅｍｅｄｉａ．
‘ａ’ａｎｄ‘ｂ’ａｒｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｌａｙｅｒｓ．

　　为了更好地研究褶积微分算子方法的精度和正

确性，我们在图８ｂ中标出了直达Ｐ波、Ｓ波，反射透

射Ｐ波、Ｓ波，以及转换Ｐ波、Ｓ波．其中，Ｐ和Ｓ为直

达Ｐ波和直达ＳＶ波；ＰＳ和ＳＰ分别为Ｐ波和Ｓ波在

ａ界面处的转换透射波；ＰａＰ和ＳａＳ分别为Ｐ波和Ｓ

波在ａ界面处的反射波；ＰａＳ和ＳａＰ分别为Ｐ波和Ｓ

波在ａ界面处的转换反射波；ＰｂＰ为Ｐ波在ｂ界面处

的反射波．从图８ｂ中可以看到，无论是直达波，反射

透射波还是转换波波前清晰可辨，而且在算子较短时

未发生频散效应．这就证明，本文方法所推出的交错

网格褶积微分算子不仅计算速度快，而且精度高，可作

为分层均匀介质中地震波场模拟研究又一可选方法．

其次，我们设计了如图９所示的复杂地质模型．

其模型参数和分层均匀介质中一样，不同之处在于

第一层介质从左约４００ｍ 深度下倾到１５００ｍ 深

度，该界面呈倾斜直线状．第二层界面高低起伏，在

图８　分层均匀介质中波场快照

（ａ）５点褶积微分算子模拟的０．６ｓ时刻波场；（ｂ）９点褶积微分算子模拟的０．６ｓ时刻波场．Ｕｘ为水平波场快照；Ｕｚ为垂直波场快照

Ｆｉｇ．８　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｌａｙｅｒｅｄｍｅｄｉａｗｉｔｈ（ａ）ｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈ５ａｎｄ（ｂ）ｏｐｅｒａｔｏｒｌｅｎｇｔｈ９．Ｔｈｅｔｏｔａｌ

ｔｉｍｅｆｏｒｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｓ０．６ｓ．ＵｘａｎｄＵｚｄｅｎｏｔｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｓｅｐａｒａｔｅｌｙ．

地下１６００ｍ处的地方呈“Ｍ”状．震源参数也和分层

均匀介质中的震源参数一致，但位于模型正中心．这

样做的目的有两个方面：一是可以参照分层均匀介

质中模拟的结果来检验本文方法对复杂介质的适应

性；二是可以分析复杂介质中地震波在界面上的反

射、透射和转换，从而确定该方法的普适性．从图１０

２２０１
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所示模拟的结果来看，界面处Ｐ波和Ｓ波透射、反

射以及转换明显，界面的倾斜和起伏基本上未给方

法带来频散，这就说明该方法在各向同性复杂介质

中是适用的，而且很容易推广到各向异性、黏弹性介

质和双相介质中去．

４　结论与讨论

本文推出了基于Ｓｈａｎｎｏｎ核的交错网格褶积

微分算子，并对其精度进行了分析，分析发现该算子

的精度强烈依赖于算子长度、高斯包络的大小以及

滤波窗函数的系数，最优求取权系数是最大提高算

子精度的关键．同时也研究了交错网格褶积微分算

图９　非均匀介质模型

Ｆｉｇ．９　Ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌ

图１０　非均匀介质中波场快照

Ｕｘ为水平波场快照；Ｕｚ为垂直波场快照

Ｆｉｇ．１０　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉａ

ＵｘａｎｄＵｚｄｅｎｏｔｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｓｅｐａｒａｔｅｌｙ．

子在弹性波速度应力方程中的稳定性条件和频散关

系，研究表明算子的频散关系与算子长度和单个波

长内的采样点数有关，当算子长度一定时，采样点数

越多，精度越高．一般来说，对于固定的采样点数，可

以依据频散关系图来寻找合适的算子长度，算子过

短，计算过程中可能发生频散，算子太长，虽然能减

小频散，但波场模拟的精度没有实质的提高，而且需

要更多的计算量．在数值试验中，将本文方法和均匀

介质中的交错网格傅里叶伪谱方法数值解和解析解

与本文方法进行了比较，比较发现交错网格傅里叶

伪谱方法凭借其算子为空间采样长度的优势基本达

到了解析解的精度，而本文方法只在幅度和到时方

面和上两种方法有细微的差别．对于９点格式的交

错网格褶积微分算子来说，计算精度令人满意．同

时，分层均匀介质和复杂介质中的波场模拟也证实

了本文算子的精度和稳定性，可作为一种研究复杂

介质中地震波传播的有效方法．

虽然本文方法精度比较高，但作为方法研究，里

面还存在一些问题，即本文计算过程中的有关算子

构造过程中的所有参数都是试算结果，其精度只和

同长度的交错网格有限差分算子作了比较．为了更

加精确地构造该算子，不得不从最优化的角度来计

算最优算子，以及从计算实例本身的性质来选择算

子长度．另外，有关算子的结论都未做理论方面的研

究，这也是后期将要开展的工作．
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