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基于 L1范数的图像超分辨率及差分统计模型 
倚海伦，王  庆 

(西北工业大学计算机学院，西安 710072) 

摘  要：在 L1 范数图像超分辨率重建框架下，引入参数自适应估计，该方法对模型误差表现出良好的稳健性并且可以加速收敛。结合差
分图像统计特性和概率先验模型，解释了 L1范数形式的双边全变差正则项概念，利用 Kullback-Leibler距离证明了该正则项的优越性，并
分析了混合先验模型在超分辨率重建中应用的可行性等问题。 
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【Abstract】A method for automatically estimating parameters is applied to the L1-norm-based image super-resolution reconstruction framework. 
The approach can get a stable result with model errors and can improve convergence. A novel explanation of L1-norm-based bilateral total 
variation(BTV) term is presented according to pixel differences statistics, combined with probability prior model. Superiority of BTV is validated 
using Kullback-Leibler distance. A theoretical analysis of the feasibility and the problems of super-resolution reconstruction are given using mixture 
prior distribution. 
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随着CCD传感器的广泛使用以及图像分辨率的低成本需
求，超分辨率重建(Super-resolution Reconstruction, SRR）技
术已经成为图像复原领域的研究热点，通过低成本图像获取
系统，运用信号和图像处理技术来提高图像分辨率，达到有
效辨识目标的目的，其研究成果可应用于视频影像、医学图
像、军事遥感图像的分辨率增强应用中。由低分辨率(Low 
Resolution, LR)序列图像估计一幅高分辨率(High Resolution, 
HR)图像的重建算法流程可概括为：建立观测模型，定义代
价函数，引入正则约束，最优化求解。基于Elad[1]提出的时
域模型，许多学者研究了快速空域算法，近几年则开始注重
算法的鲁棒性，即要求重建结果不敏感于模型误差。Zomet
等人[2]提出了一种鲁棒算法，但缺乏很好的数学证明；MDSP
研究组则提出了基于L1 范数估计和双边全变差 (Bilateral 
Total Variation, BTV)的超分辨率重建方法[3]，该方法可以有
效地降低模型误差对重建结果的影响。本文以文献[3]提出的
鲁棒算法为基础，引入正则参数的自适应估计，并从差分图
像的统计分布模型出发，结合概率先验模型给出BTV正则项
一个新的解释，与L2 范数形式相比，BTV正则项的L1 范数
形式具有优越性。 

1  观测模型及模型误差 
针对用照相机或摄像机捕获的序列图像，Elad[1]描述了

HR图像 经退化产生多幅LR图像 Y Y1 1( M NX X R ×∈ (k k ∈ 2 2 ,M NR ×  

2 1 2 1, )M M N N< < 的过程，即 

k k k kY F X= +D B kE  ( 1 ) 

其中， 1 , L是可用的LR图像帧数；“_”是矩阵堆积形

式 ；

k L≤ ≤

1 1 1 1M N M N
kF R ×∈ 表 示 HR 图 像 间 的 运 动 变 换 关 系 ；

1 1 1 1
k

M N M NR ×∈B 是系统模糊矩阵； 2 2 1 1
k

M N M NR ×∈D 是降采样矩阵；

kE 是加性噪声。由Yk重建X需要解决一个大型矩阵的线性方
程组问题，可以通过图像算子操作实现快速计算[4]。重建未
知的HR图像同时依赖于观测数据和假定的观测模型，由于假
定的不准确或不真实导致观测模型必然存在误差，因此迫切
需要一种算法，能在获得较好质量的HR图像基础上，具有对
模型误差的适应特性。 

2  鲁棒的 SRR算法 
图像超分辨率问题是个“病态问题”，需要引入正则化约

束解空间，通常对如下最小化问题进行求解，即 

1

ˆ ( )arg min
L p

k k k k pkX

X F X Y Xλϒ
=

⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ D B   (2) 

其中， 1 ；L1 和L2 范数下的数据保真估计分别是2p≤ ≤

1, 2p p= = 时的特例，分别对应拉普拉斯和高斯噪声模型假定
下的最大似然估计。已有的众多SRR算法都基于高斯噪声模
型，依据估计理论，这种最小平方估计的影响函数的无界性
使估计结果依赖于模型误差。由广义概率比测试[3]可以证明，
选择拉普拉斯分布噪声模型是一种能更好地处理这种模型误
差的方法。基于双边滤波器[5]，通过构造具有自适应性和鲁
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棒性的权值，得到如下L1 范数形式的BTV正则项，其中，
, 分别是沿水平和垂直方向循环平移n0 1α< < 1 ,n n

x yT T 2 1和n2个

像素的算子操作，即 
1 2 1 2

1 2 10 0
( )

S S n n n n
BTV x y

n n
X X T T Xϒ α +

= =
∑ ∑= −              (3)

最终构造最小化函数，即 
1 2 1 2

1 21 11 0 0
ˆ arg min[

L S S n n n n
k k k k x y

k n nX
X F X Y X T T Xλ α +

∑ ∑ ∑
= = =

= − + −D B (4) 

式(4)可以通过最速下降法迭代求解，其中，正则化参数
λ ；衰减系数 α ；BTV 核支撑 S。 λ 的选择需要在平滑噪声
和保持图像细节之间作权衡，文献[3]通过多次实验确定出一
组使重建结果达到最优的参数，这种额外的反复测试过程显
然限制了算法速度，本文参照文献[6]中的自适应正则参数估
计方法，构造第 n 次迭代时的 nλ ，其中 ，经验值为
0.25， 保证分母不为 0。  

0 u< <1

v
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( (ˆ ˆ/ ) )ln 1
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n BTF X Y Xu vλ

=
∑
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= ≤ ≤

         (5) 

由于 L1 范数下的代价函数不具有二次型形式，图像数
据的复杂性，使得采取一维搜索方法确定迭代步长极其困难，
文献[3]采用的固定步长方法在一定程度上限制了算法的寻
优速度，本文借助分段函数，在迭代初期以较大的步长尽快
接近最优值邻近范围，并随着迭代的进行逐步减小步长。 

3  实验结果与分析 
以Cameraman和Lena灰度图像 ( 为测试图像，对

比Robust
256 256)×

[2], L1+BTV[3], Zomet[4], L1+ABTV(引入自适应正则
参数及变化步长后的算法) 4种重建方法。 

实验假定：帧间仅有平移运动；点扩展函数是平移不变
的；∀ = 。LR图像的生成：将原始图像
以亚像素精度沿 20个不同的方向做平移变换，施加高斯模糊
( ，方差为 1.0)，降采样(采样因子为 4)，最后加入高斯
白噪声(信噪比 SNR为 10和 16两种)，将得到的 20幅 LR图
像 中前 16 幅作为输入数据。为模拟运动估计误差的
存在，对第 14帧～第 16帧分别引入人为偏移(误差

, , ,1k kk B B D D k L

5 5×

(64 64)×

1± )。重
建目标为分辨率提高 4 倍，以单帧图像双线性插值结果作为
迭代初始值，图像质量可由主观视觉效果、峰值信噪比(PSNR)
和归一均方误差(NMSE)进行评价。 

各种算法的重建结果和迭代-误差收敛曲线见图 1、图 2。 

                     
  (a)原始 HR图像       (b)第 2 帧 LR图像     (c)图(b)双线性插值 

           
(d)Zomet         (e) Robust+Tikh    (f) L1+BTV 

图 1  各种算法的重建结果(SNR=16) 
实验结果表明，图 1(c)质量最差，说明 SRR方法利用多

幅图像间的补充信息能够获得比单帧插值重建图像更高的分
辨率；方法 2 是 L2 范数保真与 Tikhonov 正则化的结合，结
果图 1(d)锯齿严重，说明它对实验中引入的运动估计误差极
其敏感，虽然增大正则参数在一定程度上可以改善锯齿现象，
但却会造成图像的模糊。模型准确与否极大地影响非鲁棒的

L2范数最小平方估计框架下的图像重建质量。文献[2]利用中
值估计的稳健特性重建图像，本文引入 Tikhonov正则约束形
成方法 3，图 1(e)中锯齿得到去除，显示了该鲁棒算法的优
势，但边缘区域仍有振铃存在。与前 3种方法相比，L1+BTV
在不同级别信噪比的情况下均取得最大的 PSNR 值，重建结
果图 1(f)中不再有锯齿和振铃，噪声得到较好的滤除，同时
又保持了清晰的边缘信息，说明该算法具有良好的模型误差
适应性，这正是 L1范数估计的鲁棒性和 BTV正则化的保持
边缘能力共同作用的结果。如图 2 所示，引入参数自适应变
化后，重建结果与 L1+BTV算法的重建结果接近，但是在迭
代收敛速度方面 L1+ABTV 具有明显的优势。不同信噪比的
重建结果 PSNR统计见表 1。 

 
图 2  迭代-误差收敛曲线(SNR=16) 

表 1  不同信噪比的重建结果 PSNR统计 
Cameraman Lena 编号 方法 

SNR=16 SNR=10 SNR=16 SNR=10
1 双线性插值 20.87 19.89 20.40 19.56 
2 Zomet 23.94 22.21 24.50 22.78 
3 Robust+Tikh 24.88 22.64 26.75 23.93 
4 L1+BTV 27.16 23.40 29.40 24.40 
5 L1+ABTV 27.61 23.31 29.58 24.46 

4  BTV正则项的差分统计模型 
文献[3]是从双边滤波器的构造出发，以正则项的鲁棒特

性为目的导出 BTV正则函数具有 L1范数形式的，这种形式
恰恰可以与保真估计的 L1 范数形式相统一，使得最优化求
解变得简单一致，利于算法实现。以第 3 节实验为基础，以
下从差分统计角度着重分析该 BTV正则项。 
4.1 差分统计特性与 Kullback-Leibler距离 

图灰度差分分布与先验分布拟合见图 3。 
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(b)(1,0)尺度下 3 种先验分布对灰度差分分布的拟合 

图 3  灰度差分分布与先验分布拟合 
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式(3)中的 1 2n n
x yX T T X− 实际为图像X在尺度 下的差

分图像，对于大量自然图像而言，其灰度差分分布是具有一
定统计特性的

1 2( , )n n

[6]，图 3(a)说明在 3 种不同的尺度下，图 1(c)
的灰度差分分布虽然不同，但都遵从这样的规律：基本上在
0 附近呈对称分布；在 0 点处形成一个尖峰；两边有很长的
拖尾。这种分布特性明显不同于高斯分布，却与拉普拉斯分
布非常接近，针对图 1(c)在尺度(1,0)下的差分分布，分别用
以上两种分布函数进行拟合，结果见图 3(b)，与高斯分布相
比，拉普拉斯分布更准确的描述了差分图像的平滑区域，另
外，二者具有截然不同的拖尾，高斯分布的拖尾非常短，拉
普拉斯分布则相反，因此，拉普拉斯分布可以更好地拟合差
分图像中的细节成分。由此可以认为，用拉普拉斯分布描述
差分图像较之高斯分布更为准确。 

用 Kullback-Leibler(KL)距离比较像素的观测频数与假定
模型的理论频数来定量分析两种分布在拟合灰度差分方面的
性能， KL 距离是以相对熵的形式度量真实概率分布

1 2{ , , , }np p p p= 与假定概率分布 之间的距
离，即 

1 2{ , , , }nq q q q=

1
( , ) l b( / )

n

i i
i

iKL p q p p q
=

= ×∑                          (6) 

其中， ，KL 值越小，假定概率分布与真实概率分
布就越相似。在 3 个差分尺度下，分别求取高斯分布和拉普
拉斯分布相对于图 1(c)灰度差分分布的 KL 距离，统计其平
均值分别为 0.719 9和 0.268 1，可见拉普拉斯分布在拟合灰
度差分分布方面确实优于高斯分布。 

1, 2, ,i = n

4.2  BTV正则项的差分统计解释 
正则项为图像估计过程附加了先验知识约束，对差分图

像作不同的统计模型假定，可以推导出不同的正则函数。对
于 Tikhonov正则函数为 2

2
( )T X LXϒ = 。 

当 L 为梯度算子时，假定差分图像符合高斯分布，可以
导出式中 L2 范数正则项。对于全变差正则函数，即

1
( )TV X Xϒ = ∇ 。 
当梯度算子 ∇ 表示像素差分时，由拉普拉斯分布先验假

定可以得到 BTV正则项中的 1 2

1

n n
x yX T T X− 。另外，由于不同差

分尺度下的灰度差分分布略有不同，因此拉普拉斯模型参数
需要进行相应的改变，这种模型参数随差分尺度而变化的特
性由衰减项 1 2n nα + 体现。 

用拉普拉斯分布作为差分图像分布的先验模型所得到的
L1 范数正则项比由高斯分布先验模型得到的 L2 范数正则项
更易于重建出平滑且保有图像边缘信息的高分辨率图像。本
结论从差分统计的角度给出了 BTV正则函数的统计含义，与
文献[3]中的鲁棒性含义相结合，共同证明了 L1 范数形式
BTV正则函数在 SRR问题中的降噪、保持边缘细节信息以及
不敏感于模型误差的特点。 
4.3 混合分布先验模型 

根据图 3(b)，拉普拉斯分布在差分图像边缘区域确实达
到很好的拟合度，但在图像平滑区域两者仍然存在较大的误 

 

差，这种误差导致基于 BTV 的 SRR 方法在重建图像较平滑
区域时产生分块平滑的卡通效果。可以考虑以某种混合模型
代替单一模型，文献[7]提出了拉普拉斯高斯混合模型，在此
可以用拉普拉斯分布描述灰度差分图像的边缘信息，而用混
合模型描述图像的平滑区域，其中，混合模型参数由 EM 算
法迭代求得。针对图 1(c)，在(1,0)尺度下，用该混合模型拟
合其灰度差分分布的结果见图 3(b)，混合模型同时准确地描
述了图像平滑区域和边缘区域，统计混合模型在 3 个差分尺
度下对于灰度差分分布的 KL距离的平均值为 0.031 1，根据
KL距离的定义得出本理论估计精度较高，因此，可以预料基
于这种混合模型的 SRR 算法应该可以重建出质量更高的图
像，但是另一方面，混合模型必然使得数学公式的推导变得
困难，而且在每一个差分尺度下，需要估计模型参数，会导
致最优化迭代过程复杂性的增加。  

5  结束语 
本文在 L1 范数超分辨率重建方法基础上，通过引入自

适应的正则参数和变化的迭代步长提高了算法收敛速度，并
从差分图像分布的统计模型出发，利用 KL距离证明了 L1范
数 BTV正则项可以准确地拟合差分图像分布，从而可以重建
出质量更好的高分辨率图像，由此得到了 BTV正则项一个新
的差分统计解释，并进一步对拉普拉斯高斯混合先验模型在
SRR中的可行性和存在的问题做出了理论分析。这种验证方
法有助于理解 BTV正则项的构成，并为该类重建算法的评估
和设计提供了重要的依据。 
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