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岩层移动复合层板模型的系统方法解析

赵晓东 　宋振骐
(山东科技大学 　泰安 　271019)

摘要 　从弹性力学基本方程出发 ,未加任何有关位移和应力模式的附加假设 ,利用系统方法 ,引入关态空间 ,推导

出状态方程 ,建立了岩层移动的复合层板模型。并以位移为基本未知量 ,在横观各向同性和层间滑动接角状态下 ,

解出开挖水平煤层引超的岩层移动问题的精确级数解 ,为解决复杂的开采沉陷系统提供了新的途径。
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1 　引　言

文[1 ]将上覆岩体看成是横观各向同性的多层层

关弹性的接触问题 ,并用富氏积分变换进行了求解 ,使

岩层移动理论研究有了重要突破。从文 [ 1 ]的推导可

以看出 ,如果将岩体看成正交各向异性体 ,而非横观各

向同性体 ,则文[1 ]的推导和计算将会更为繁琐 ,使问

题变得复杂化 ,其最后得出的微分方程也将更为难解。

本文得用文[2 ]的结果 ,对文[1 ]提出的问题 ,同样只通

过弹性力学的基本方程 ,引入系统状态空间 ,建立状态

方程 ,利用系统的方法对岩层移动复合层板模型作了

解析 ,得出在系统方法下该问题的解析解。

1 的输出矢量 , C ( t ) 为m ×n输出矩阵 , D ( t ) 为m

为了保持符号的统一 ,高 U , V , W分别是层
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图 2 　弹性复合层板

Fig. 2 　Elastic complex laminated plate

板沿 x , y 和 z 方向的位移分量 , 如图 2 所示。由于

把开挖引起的附加应力作为外载考虑 , 因而不计体

积力 , 故平衡方程为
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几何方程为
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横观各向同性体的物理方程为
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将式 (7)代入式 (8) , 得
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从式 (6) , (9) 中消去应力分量σx , σy , τxy , 为

此 , 记
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由式 (9)的第 3～5 行可分别求得

　　　　5 W
5 z

= C5 Z + C1αU + C1βV (11)

　　　　5 V
5 z

= C6 Y - βW (12)

　　　　5 U
5 z

= C6 X - αW (13)

由式 (6)的第 3 行可求出

5 V
5 z

= - αX - βY (14)

又由式 (9)中的第 1 , 2 , 6 行可求出

σx = C11αU + C12βV + C13
5 W
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(15a)

σy = C12αU + C11βV + C13
5 W
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(15b)

τxy = C4 (βU +αV ) (15c)

将式 (15a) , (15b) , (11)代入式 (6)的第 1 行可求得
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将式 (15b) , (15c) , (11)代入式 (6)的第 2 行可求得
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=

·891· 岩石力学与工程学报 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2001 年



　 - ( C3 + C4)αβU - ( C4α
2 + C2β

2) V + C1βZ

(17)

联合式 (11)～ (17) , 则有

　　5
5 z
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式中 :
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此时 , 应力分量σx , σy , τxy 已被消去。当然 , 还可由

式 (15a) , (15b) , (15c) 求出。将式 (11) 分别代入可

求得
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上式表明 , 一旦 U , V , Z 求出 , 则可求出σx , σy ,

τxy 。
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a , b 为计算区域层板的长和宽。不难看出 , 式 (20)

所表达的函数满足四边简支的边界条件 (其他情况可

通过附加应力进行处理)及平衡方程 , 即

　
σx = W = V = 0 　x = 0 , 　a 处

σy = W = U = 0 　y = 0 , 　b 处
(21)

将式 (20) 代入式 (18) , 对每一对 m , n 有

d
d z
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式中 :
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式中 : ζ=
mπ
a

, η=
mπ
b

。

式 (22)是一个常系数齐次状态方程 , 该方程组

即为我们要求的横观各向同性层板的状态方程。

4 　复合层板模型的计算

对每一层板选取一局部坐标 , 坐标原点取在层

板的上表面 , z 轴垂直板向下 , 对任一层板 j 的坐标

z j , 有 0 ≤ z j ≤hj ( hj 为层板厚度) , 共有 p 层 , 每层

均为横观各向同性层板。

由式 (5) , 得状态方程 (22)的解为

[ U m n ( z) V m n ( z ) Zm n ( z ) X m n ( z ) Y m n ( z ) W m n ( z ) ] T =

e Dz [ U m n (0) V m n (0) Zm n (0) X m n (0) Y m n (0) W m n (0) ] T

(24)

若令

R ( Z) =

　[ U m n ( z ) V m n ( z) Zm n ( z ) X m n ( z ) Y m n ( z ) W m n ( z) ] T

R (0) =

　[ U m n (0) V m n (0) Zm n (0) X m n (0) Y m n (0) W m n (0) ] T

(25)

　　　　D ( z ) = e Dz (26)

对任一层板 j 来说 , 式 (24) 变成

　　　　R j ( z ) = D j ( z ) R j (0) 　z ∈[0 , hj ] (27)

下标 j 表示对第 j 层而言。

在式 (27) 中令 z = hj , 得

　　　　　R j ( hj) = D j ( hj) R j (0) (28)

由于采用了局部坐标 , 式 (28) 对所有层板均成立。

根据文[1 ]层间的应力和位移连续条件 (滑动接触条

件) , 对相邻两层上下表面有

　　　　　　R j + 1 (0) = R j ( hj)

逐层类推 , 得

Rp ( hp) =

　　Dp ( hp) Dp - 1 ( hp - 1) ⋯D2 ( h2) D1 ( h1) R1 (0) =

　　Π
1

j = p
D j ( hj) Rj (0) (29)
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令Π=Π
1

j = p
D j ( hj)

则式 (29) 变为

　　　　　　　Rp ( hp) =Π R1 (0) (30)

将式 (30)写成显示 , 则有
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由文[1 ]给定的边界条件如下 :

X (0) = Y (0) = Z (0) = X ( hp) = Y ( hp) = 0

采空区位移按如下级数展开 :
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式中 : H 为采高。

取式 (31)的第 4 , 5 , 6 三行组成新的方程组 , 则

有
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　 　 通 过 式 (32) 可 求 出 U m n (0) , V m n (0) ,

W m n (0) 。此时 , 初始值 R1 (0) 为已知。将求出的初

始值回代到式 (27) 并令 j = 1 , 便可求出第一层的各

力学分量。其它层内的各力学分量可类推求出 , 则

整个复合层板的位移和应力处处可求。

5 　实例研究

根据本文的层板理论 , 这里给出了文 [ 3 ]中一个

计算任意位移的实例。该例的地质结构比较简单 ,

煤层倾角近乎水平 , 煤层采厚为 5. 2 m , 上覆岩层平

均厚度为 98. 5 m , 大部分为粉砂岩 , 属软岩。长壁

工作面开采尺寸分别为 200 m 和 300 m , 上覆岩层分

为 10 个分层 , 各层计算参数如表 1 所示。

表 1 　层板理论预测开采沉陷的力学参数

Table 1 　The mechanical parameters used for the subsidence

prediction with laminated plate theory

层号 层厚/ m 弹性系数/ 104 MPa 泊松比

1 9. 85 1. 00 0. 13
2 9. 85 1. 34 0. 17
3 9. 85 1. 49 0. 20
4 9. 85 1. 36 0. 20
5 9. 85 1. 49 0. 21
6 9. 85 1. 52 0. 21
7 9. 85 1. 34 0. 20
8 9. 85 1. 49 0. 20
9 9. 85 2. 35 0. 22
10 9. 85 1. 77 0. 20

图 3 为开采后的复合层板及其相应 z 方向的位

移。图 4 为开采后的 x 和 y 方向的水平位移。正如所

料 , 最大垂直方向位移在开采区的中心部位。模型计

算最大值为 4. 72 m , 实测值为 4. 95 m , 误差为 5 %。

6 　结　语

本文的模型基于弹性理论 , 未加任何有关位移

和应力模式的附加假设 , 利用系统方法 , 在位移边界

条件下推导出每一层板的状态空间和状态方程。所

有推导基于矩阵方法 , 计算机容易实现。利用复合

层板模型 , 提供了实例研究 ,并与实测值作了比较 ,

图 3 　开采后的复合层板及其相应 z 方向的位移

Fig. 3 　Complex laminated plate model after excavation

and corresponding z2displacement
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图 4 　 x 和 y 方向的水平位移

Fig. 4 　Horizontal displacements in x and y directions

收到了满意的应用效果。
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ANALYTICAL SOL UTION OF SYSTEM METHOD ON THE MODEL OF

COMPL EX LAMINATED PLATES FOR ROCK STRATA MOVEMENT

Zhao Xiaodong , 　Song Zhenqi
( S handong U niversity of Science & Technology , 　Tai′an 　271019 　China)

Abstract 　Starting from the basic equation of elastic mechanics , without any additional hypotheses of displacement

or st ress model , just int roducing state space and state equation , the model of Complex Laminated Plates for Rock

Strata Movement is made. In addition , using displacement as a basic unknown variable , the accurate analytical se2
ries solution for the problem of strata movement caused by extraction of horizontal seam is obtained when trans2
versely isotropic elastic layers are in sliding contact state. A new approach is put forward to solve the complicated

system of mining subsidence.

Key words 　st rata movement , complex laminated plate , state space , state equation
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