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高孔岩石中局部变形带的理论 

和形成条件研究进展 
 

席道瑛，杜  赟，李  廷，徐松林 
(中国科学技术大学，安徽 合肥  230026) 

 

摘要：近几年在野外和实验室都发现高孔隙岩石中局部化变形的压缩带、剪切带和膨胀带，是目前岩石力学、岩

石物理和本构模型研究的热点之一。基于局部变形带在水利、石油、核废料处置、垃圾处理、环境污染的治理和

地质构造、工程地质和岩土工程中的实际意义，介绍以局部化分岔理论为基础的多孔岩石的压缩带、剪切带的理

论、形成条件和判别条件，以及与压缩带、剪切带和膨胀带相应的临界硬化模量。基于帽子模型，介绍椭圆形屈

服帽上的压缩和剪切带，以及它们与-曲线之间的密切关系。在低围压下的-曲线上的第一个零模量点也就是

应力平台对应于压缩带，即为帽子模型的体积屈服面；继续加载使-曲线继续上升到标本产生硬化，直到-曲

线上出现第二个零模量点，也就是-曲线的峰值对应于剪切破坏，此时应力状态处于帽子模型的剪切屈服面上。

同时还给出大量不同颗粒尺寸、不同孔隙度砂岩轴对称压缩试验结果，它们也可用 1/4 椭圆帽子模型来描述。 
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RESEARCH PROGRESS IN THEORY AND FORMING CONDITION OF 
LOCALIZED DEFORMATION BANDS IN HIGH-POROSITY ROCK 

 
XI Daoying，DU Yun，LI Ting，XU Songlin 

(University of Science and Technology of China，Hefei，Anhui 230026，China) 

 

Abstract：Recently，localized planar zones of deformation have been discovered in high-porosity rock，which are 

called compaction bands，shear bands and dilation bands. It is one of the most concerned issues in the research of 

rock physical and constitutive relations. The research of localized deformations has practical significance in the 

storage of water，oil，nuclear wastes，the disposal of garbage and environmental pollution. It is also helpful for the 

research of geological structure，engineering geology，and engineering of soils and rocks. The compaction band 

and shear band theories，based on localized bifurcation，are introduced. The conditions for band formation and 

discrimination in porous rocks and the critical hardening modulus for compaction bands，shear bands and dilation 

bands are also introduced. The compaction bands and shear bands on an elliptic yield cap are introduced based on 

the cap model. They are close related to the - curves. Under low confining pressure，the first zero modulus 

point，i.e. the shelf，corresponds to the compaction band，or the volumetric yield surface of cap model. When 

loading continues，the - curve keeps ascending until the sample hardens. The second zero modulus point in the 

- curve，i.e. the peak of the - curve，corresponds to the shear failure，or the shear yield surface of the cap 

model. Mass experimental results obtained from axisymmetric compression tests on sandstones with different 

grain scales and porosities can be described by the same cap model. 

Key words：rock mechanics；compaction band；shear band；dilation band；cap model；bifurcation theory  
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1  引  言 
 

地壳中普遍存在着不同尺度、不同性质、不同

地质部位的局部变形带，了解这些局部化变形带的

发生、发展和演化机制，对大地构造学以及地壳中

发生的各种地质作用过程是最基本的，也是十分重

要的。最早发现的地壳变形带是剪切带。剪切带与

地震和一些突发性地质灾害有密切关系，早已受到

广泛关注。近年在野外和实验室的多孔岩石中又发

现了压缩带和膨胀带。压缩带源于裂纹、切口和密

集的缺陷[1]。地壳中存在着大量的多孔岩石，它们

是各种地壳运动的主体，同时也是流体和矿物的载

体。它们的局部化变形带与石油、地下水的储藏、

输运以及核废料的长期储藏和天然地震有着密切的

关系。所以，从分叉理论研究高孔隙岩石的局部化

变形，对于理解和认识地壳的变形规律以及地壳中

发生的各种地质作用过程、整个岩石圈构造及全球

构造动力学方面具有重要的理论与实际意义，同时，

它使岩石物理学家深刻地体验和认识到地质作用和

地壳变形过程与岩石本构模型的密切关系，启示人

们如何将岩石本构运用于实际的地质作用和地壳变

形过程。近来，这种多孔岩石的局部化变形理论已

成为岩石物理和岩石动力学的研究热点之一。本文

就多孔岩石典型-曲线，压缩带、剪切带与帽盖模

型的关系，压缩带、剪切带、膨胀带形成和判别条

件等方面的研究进展作一介绍。 

 
2  多孔岩石的典型- 曲线 

 

利用一个简单的一维模型来理解压缩带的形

成。在通常的轴对称压缩试验恒定围压下，多孔

Berea 砂岩的差应力和轴向应变关系见图 1。由图 1

可见，当曲线从差应力最低处到最高的过程中，存

在一个应力平台(shelf)，平台宽度和岩石被压缩后

的孔隙度有关，并存在孔隙度和有效应力的关系[2]。

岩石变形试验研究主要集中在两个极端，脆性剪切

局部化和延性变形，而岩石特别是多孔岩石在脆延

转换阶段表现出极复杂的现象。在一系列静水压加

载试验中，得出高孔隙岩石的延性变形源于其颗粒

的破碎和孔隙的塌陷，由于颗粒中固有的微缺陷，

当颗粒受力达到某极限值时，在受力点附近产生的

局部张应力引起颗粒中微裂纹的扩展而导致颗粒破

碎，所以 J. Zhang 等[3]认为平台为颗粒压缩和孔隙 

  

图 1  多孔 Berea 砂岩差应力与轴向应变关系 

Fig.1  Relation between stress difference and axial strain  

of porous Berea sandstone 

 

崩塌的结果。其压力与体应变曲线示于图 2。在增

加静水压力条件下的孔隙砂岩的特征由初始较小的

非线性部分压力与体应变曲线反映，随后线性地倾

向拐点。在硬化发生前与材料颗粒压碎和孔隙崩塌

发生的期间，又线性前进至另一拐点。所有样品特

性由天然发生的空间变化引起，可能导致样品的一

部分形成压缩带，而另一部分形成剪切带。可见，

最大差应力和剪切断裂密切相关。J. W. Rudnicki 和

J. R. Rice[4]提出三轴压缩中的应变局部化发生在最

大差应力之后。 
 

 

 

图 2  多孔岩石压力–体应变曲线略图 

Fig.2  Sketch of pressure vs. volumetric strain of porous rock 

 

尽管孔隙率减少对轴向位移有明显影响，但以

前的分析仅局限于应力–应变关系，并不考虑微观

机制上的变形，-曲线可以表示为差应力 d 和轴

向应变 1 的关系： 

d 3 1 1( )f                (1a) 

其应力率 d 与应变率关系为 

d tan ( )E                 (1b) 

颗粒破碎和 
空隙塌陷 

体应变

材料开始硬化 

颗粒破碎压力

压
力

 

应力平台→颗粒的

破碎和孔隙的塌陷 峰→局部剪切带 

o
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式中： tan ( )E  为-曲线的正切模量。假设存在一个

与内部有关的区域，使下式成立： 

o o
d tan ( )( )E                   (2) 

式中：  为新区域中的应变率增量； o ， o 分别

为初始均匀区的应变和应变率。 

假定 Etan在内(新变形区)外(初始均匀区)都是一

致 的 ， 应 变 率 在 内 外 区 域 的 差 为 o
d d     

o
tan ( )E   ，应力平衡要求 d (内)= o

d (外)，同时对

连续均匀变形要求  =0，或对可能的非均匀变形

要求 Etan( o )=0。可见，只有当 Etan = 0 时，非均匀

应变区才会形成，即是说，当模量为 0 时，对应于

非均匀应变。有趣的是，零模量出现 2 次，在图 1

中，第一个零模量出现在平台 1 上，一个压缩带发

生的地方。显然，压缩是以一种非均匀方式进行的。

另一次在与剪切局部区相关的最大差应力平台 2 之

处[3]。作者巧妙地将局部变形带与零模量联系在一

起。 

 
3  压缩带和剪切带与帽子模型的关系 

 

一个多孔介质在非流体静压力作用下，导致形

变区上显示出带状非均匀性。它在速度场上形成一

个平坦的面，这个面上速度连续，速度梯度不连续。

两个这样的面之间将压缩为一个形变带[5]。 

膨胀因子 p p
vd /d   ，其中 p

vd 为非弹性体积

应变增量， pd 为非弹性剪切应变增量。对于，膨

胀为正，压缩为负[5]。A. Aydin 和 A. M. Johnson[6]

提出多孔砂岩自然变形理论并扩展了本构方程，其

中包括由平均应力引起的弹性体积改变，加上一个

非弹性体积模量，并研究了负(压缩)的影响，以此

预测了非弹性硬化模量，减小即膨胀降低，会增加

硬化模量。J. M. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]预测了硬化

模量与初始应力轴有关的条带方向，这些预测是介

质、硬化模量及应力状态的函数。预测条带的法线

与最大压应力之间的夹角为 

    
1

arcsin
4 2

 
               (3) 

其中， 

 
2

(2 / 3)(1 )( ) (1 2 )

4 3

N

N

       



     (4) 

2 /N S                        (5a) 

/ij ijN S                       (5b) 

1/ 2
2(1/ 2) ij ijS S J               (5c) 

式中： 2S 为中间主偏应力； 为 Misis 等效应力； 2J

为第二偏应力不变量；为屈服面上的局部斜率，可

称为内摩擦因数， rin( / )     ， P   / 3kk ，

以拉伸为正； ijS 为偏应力， ij ijS   / 3ij kk  ， ij
为 Kronecker 符号；为泊松比，随变形增加，， 

发生变化； 1 ≤≤1；N 为表示三轴应力状态的参

数，其取值范围为 1/ 3 ～1/ 3 (由轴对称拉伸变

到轴对称压缩)。 

G. Perrin 和 J. B. Leblond[7]对 J. W. Rudnicki 和

J. R. Rice[4]的结果进行了修正，利用膨胀因子和内

摩擦因数之和，得到的保守边界为 3 ≤   ≤

3 ，要好于 J. W. Rudnicki 和 I. R. Rice[4]给出的

   3 / 2 值。为了确定本构参数，，，以

便确定哪个能形成垂直最大应力的条带，式令(3)中

0  ，则 1   ，因为要与普通三轴压缩试验结果

相比较，此时 N  1/ 3 ，使压缩带条件具有一简单

的表达式： 

       3                 (6) 

如果用有效平均应力和有效差应力来表示，低

围压与低孔隙率岩石一样，剪切增强压缩初始应力

随围压的增加沿 1/4 椭圆帽子屈服面减小。脆–延

性转换应力与颗粒破碎应力一样随孔隙度和颗粒尺

寸增加而呈指数下降，表明高孔隙度和大颗粒的岩

石发生延性变形所需要的应力更小。从式(6)可看

出，因常认为为正，故为非常大的负值，图 3 即

为其关系。通常对低孔隙率岩石的测量，是为了

说明微裂纹及摩擦面与高平均应力下的屈服及正膨

胀因子有关。当材料变形时表现出典型的压缩屈

服，存在一个帽子来解释非弹性体积应变屈服。帽

子是一个将弹性卸载从连续非弹性体积压缩分开的

一个面[8]，笔者认为对高孔隙率砂岩运用带屈服条

件的帽子模型来描述是比较合适的[2]。图 3 中路径

ABC 显示，三轴应力路径在 -空间中有不变的斜

率，在比剪切屈服线较低的有效剪切应力(点 B)上遇

到帽子；符合图 1 的-曲线中的平台，所以平台处

于较低的剪应力处。如果一直加载到点 C，很可能

出现剪切破坏[2]。注意作为当前屈服条件下的局部

斜率定义的局部理论[4]。当应力状态在屈服帽子上

时，也可能为负，比如点 B， 0     ≤ 。若

应力点沿路径由点 B 到 C 时，随应力增大，剪切破

裂将很可能开始，认为帽子将发生硬化，引出后继

帽子屈服面(见图 4)。以致从一个低cap到一个极大

的shear，有cap≤≤shear(见图 3)。通过点 B，C 之 
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图 3  多孔砂岩的剪切和压缩屈服线 

Fig.3  Shear and compressive yield lines of porous sandstone 

 
间的三轴应力路径横穿 -空间，表示从开始的平

台对应第一个压缩屈服到剪切屈服的-曲线。剪切

屈服的开始通常被定义为一个特殊的塑性剪切应

变。因此，笔者认为这样一个多孔介质的三轴-
曲线上的零模量点 1(见图 1)可以用来定义一个帽

子，即为压缩带，而第二个零模量点 2 可以定义为

剪切带。如图 3 的点 D 是应力状态位于帽子和剪切

破坏线的交点处，该点帽子的斜率近似为 0，更高

的平均应力下， 和  都为增长的负数。 值在屈

服帽子面上是负值(见图 4)。若塑性势有相似形状的

帽子， 也可能是负值，所以  ， 有负值是很可

能的。由于差应力的增加， 和  值变成少许负值，

推测剪切屈服面可以向正值方向发展。 和  的负

值使 Etan 减小，由于  和  的值适合压缩带，所以

这个应力平台与压缩带的形成在框架上是一致的。

压缩带易发生在颗粒尺寸比较均匀的岩石中，一旦

压缩带形成，岩样将不再均匀。然而压缩意味着密

度的增加，或颗粒尺寸的减小，压缩带形成可与硬

化相关，剪切带形成与典型的软化相关。一个压缩

带的形成导致材料硬化，并不妨碍随后的剪切局部

化。后面将给出压缩和剪切带的临界硬化模量的表

达式。这里应力路径相交于剪切包络线 2(见图 4)作

为剪切局部化的发展；可见，这里实际上是通过三

轴压缩应力路径横穿 -空间来描述从应力平台即

压缩带到应变硬化、剪切带发展到应变软化的过

程。这里对应变硬化到剪切破坏再由剪切带到应变

软化发展过程的描述只是一带而过，如果能结合细

观机制进行描述就更具说服力。 

 
4  多孔岩石中压缩带、剪切带和膨胀

带的形成条件 
 

(1) 局部化理论的本构关系 

 
图 4  剪切屈服和体积屈服曲线 

Fig.4  Shear and compactive yield surfaces 

 

分岔现象的研究源于一些力学失稳现象。J. W. 

Rudnicki 等[4，9～12]先后开始这方面的早期工作，尝

试建立从均匀变形中分化的非单一或分叉的局部变

形模型。为了解释脆性岩石剪切带的形成，J. W. 

Rudnicki 和 J. R. Rice[4]发展了基于塑性力学的局部

化分叉理论。该理论认为在均匀介质中的局部化变

形源于其本构关系的不稳定性。假设变形带的法向

为 n，则在变形带产生时，场外有 

( )ij j iv n g  n x              (7) 

式中： ig 为穿过带域内沿变形带法向的距离函数，

仅在带内为非零数。 

速度梯度在带内的局域场与带外均匀场之差：

ij i jv v x   ， iv 为速度，岩石变形带的构成也必须

满足连续平衡条件，这需要拉伸速率在穿过边界带

时是连续的： 

0i ijn                      (8) 

式中： ij 为柯西应力率，根据线性增量本构方程，

它是一速率的基本方程： 

ij ijkl klL                      (9) 

式中： kl 为变形速率， (1/ 2)( )kl i j j iv v  
， ， ； ijklL

为对称的模量张量。 

最简单的情况下，带内外的材料行为在带的变

形瞬间是恒定的，变形带外的弹性卸载滞后于非弹

性岩层带内外的加载，由式(7)～(9)可得 
( ) 0i ijkl l kn L n g                (10) 

进一步的均匀变形相当 0kg  是一种可能的结

果，但作为一替换结果与岩层带内均匀的需要 kg 至

少有一个非零也是可能的，这就需要式(10)中的限

定系数为 0，即要式(9)有非零解，需系数行列式为 

  det 0i ijkl ln L n               (11) 

o
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可见式(9)是保证局部化变形带的速度场连续

及多种变形带共存并平衡的条件。这种平衡条件要

求应力率在通过岩石变形带边缘时保持连续。而速

度场的连续则要求变形带内外的应变率差异的张量

组分 i in g 有对称形式。这个条件约束了带内方位和

基本参数，当它在变形过程中首先出现时，就可预

测会出现带内岩层。 

最近 P. Bésuelle[13]研究发现，当矢量 g 平行于

变形带平面时，对应于剪切带的情况，膨胀带和压

缩带的出现取决于 ng 是正或负。对于压缩带 g 与 n 

同向，而当 g 与 n 反向时对应于膨胀带。所以式(11)

描述了变形带的构成性质和变形带方位的相互关

系。 

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]用包含主剪切力
和静水压力 P 的基本方程描述了脆性岩石变形特

征： 

d 1
d (d d )P

G h

             (12) 

v

d 1
d (d d )

p
P

K h
             (13) 

式中：d 和 vd 分别为剪应变和体应变增量；G，K

分别为弹性的剪切和体积模量。式(12)，(13)中等号

右边第一项对应弹性状态；第二项对应非弹性状态，

弹性卸载被忽略，这里非弹性剪切应变由静水压力

P 来抑制它的剪胀量。应力空间屈服面的局部斜率

为 d dP  ，可进一步由非弹性响应区分出弹性

卸载区。 
 与 曲线的斜率在恒平均应力时，由 tanh   

1
h

h
G

  
 

给出，这里硬化模量 h 是在恒定平均应 

力时 与 p 曲线的斜率，用来描写硬化行为。则本

构关系即可变为 

1 1 1
d d

2 3 2 3
ij kl

ij ijkt ij kl kl

S S
C

h
   

 
         

   
(14) 

各向同性弹性模量张量为 

  
1

2 1ijkl ik jl ij klC
G

   


    
        (15) 

多孔岩石的试验结果显示，加载过程中存在一

系列弹塑性应力状态。而对弹、塑性区边界上、屈

服面上的应力状态，其变形是非弹性的，同时弹性

区域的尺度和形状是随着非弹性变形而变化的。为

了简化，本文假设屈服面仅仅依赖于应力第一不变

量 I1和偏应力第二不变量 J2。 

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]通过假设各向同性

弹性介质对任意应力状态归纳出式(12)和(13)，这

样式(9)中的模量张量由下式给出： 

2
( )

3ijkl ik jl il jk ij klL G K G           
 

  

( )( )
         ij ij kl klGN K GN K

h G K

   


 

 
        (16) 

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]研究的重点在非弹

性响应为膨胀的低孔隙度岩石，非弹性剪应变引起

非弹性体应变增加，但是依据应力状态最早的典型

高孔隙岩石压缩试验结果显示出既膨胀又进一步压

缩的现象。 

对于 Castegate 砂岩，W. A. Olsson[14]曾对膨胀

系数  得到过负值，内摩擦因数  有适当的正值、

少许的负值。在 与平面如果有一个“帽子”屈

服面，屈服面的斜率将需要的是负值(见图 4)。一个

剪切屈服面(相当于  ＞0)及一个帽子(  ＜0 )与流

体静压力相关[4]。这样  为负值是压缩岩石。标准

轴对称压缩试验开始受约束力处作一直线与静水压

力轴相交成斜率为 3 的直线，并交于接近主应力轴

的帽子上，推测随围压增高，  值更负，这一推测

被 W. A. Olsson[14]在围压达到 250 MPa 的试验所证

实。说明根据应力状态对高孔隙岩石的  和  可以

从一正值变到负值。而 A. Aydin 和 A. M. Johnson[6]

所得 d /P k 中的 k 为非弹性体积模量(常剪应力下，

平均应力–非弹性体应变曲线的斜率)，是用来描述

体积硬化效应的。可见，本文可用有效值 K    

( )Kk K k 取代式(13)中弹性体积模量 K ， *K 为平

均应力–体积应变曲线的斜率。一般情况下 dP k

和 pd  这两项主要都不取决于屈服面上的应力和

应力增量方向，在图 4 中，当应力状态位于剪切屈

服面上时有 p p
vd d   ，当应力状态位于帽子上和

dP＞0 时， p
vd d /P k   。在局部条件下式(16)中的

K 也可用 *K 取代。 

若假设非弹性变形仅与应力和 有关，则剪

切屈服函数[15]可写为 

        ( ) 0kF    ， ，            (17) 

式中： k 为一系列非弹性变形的历史轨迹。简单情

况下它可表示为非弹性应变或由一些标量组成的表

达式。在一般情况下可以说 k 是一些内变量，如微

裂纹密度、位错密度或非弹性孔隙度等。如果固定

k ，则屈服条件描述为和 平面内一条屈服线(见

图 5)，其斜率为 
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图 5  屈服曲面与塑性势面 

Fig.5  Yield surface and plastic potential surface 

 

F F
 
            

            (18) 

当应力状态在剪切屈服面上时，非弹性变形增 

量假定用塑性式 ( )k   ， ， 来表示(见图 5)：  

p 1
d d d

2 3
ij

ij ij
ij

s     
   

   
      

  (19) 

式中： d为一个非负的标量因子。 

式(19)意味着非弹性体积应变增量可以与非弹

性有效剪切应变增量联系： 

          
1

p p p 2d (2d d )ij ije e             (20) 

式中： pd ije 为 pd ij 的偏分量。这里的膨胀因子  为 

        ( / ) /( / )                 (21) 

为了保证应力状态始终在屈服面上， k 必须与

非弹性应变一起不断的改变，因此必须满足： 

d d d d 0k
k

F F F
F   

  
  

   
  

    (22) 

对于一个与率无关的本构关系来说， k 的变化

与塑性应变增量 pd ij 成线性关系： 

         p pd ( )dk ij ij      ， ，         (23) 

将式(19)代入式(23)，再将结果代入式(22)，解

得 d后，再将结果代入式(19)取得服从塑性应变增

量的表达式： 

p 1 1
d d d

2 3
ij

ij ij

S F F

H

    
    

              
 (24) 

式中：H 为塑性硬化模量，其表达式为 

 ( )k
kl

k ij

F
H 

   
 
 

 
 

， ，       (25) 

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]在研究剪切局部化

变形发生条件时，用了 1F         的框架。

与 D. J. Holcomb 和 J. W. Rudnicki[16]在对 Tennessee

大理岩进行的围压从 0～100 MPa 的轴对称压缩试

验中所用框架相同，仅将非弹性剪应变增量 pd 作

为 k 的唯一参量来表征大理岩的塑性历史。 

由于 J. W. Rudnicki和 J. R. Rice[4]的关注点在低

孔隙膨胀性岩石的剪切局部化变形特性上，因此要

求屈服面的局部斜率 和膨胀系数 的值均为正。这

时屈服面在静水压力轴上是不闭合的，而且不会

出现因静水压力引起的非弹性变形。这显然不太符

合高孔隙岩石， 存在负值的情况，所以 J. W. 

Rudnicki 和 J. R. Rice[4]的理论对高孔隙岩石来讲存

在一定的局限性。当考虑到 和 的值可能为负时，

方程可以应用于屈服面在轴上闭合，且非弹性体

积应变是压缩状态(如同高孔隙压缩岩石)。本文认

为，对于这些岩石仅用塑性剪应变 p 作为应变历史

k 的唯一参数来表征非弹性应变是不太合适的，

因为屈服面有可能演化出非弹性体积应变或孔隙度

的非弹性部分。 

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]采用的框架在研究

纯静水压力时也遇到了困难。在 =0(屈服线斜率是

铅锤的)时，对称的 F   (类似的    )也必须为

0。此外微观结构观察结果[17]显示，低孔隙度膨胀

性岩石(微裂纹的产生和生长)和高孔隙度压缩性岩

石的(孔隙塌陷、颗粒裂开并压碎的非弹性变形)有

着不同的力学机制，而这两种不同的破坏机制有可

能观察到存在两个互相独立的屈服面形式。作者对

这一观察结果是通过在屈服面上引入一个“帽子”

来实现的，称为“帽子模型”。该模型是用一个与平

均应力轴垂直相交的 1/4 椭圆来近似的。现被广泛

用于描述高孔隙度岩石的压缩行为[2，14，18]。K. A. 

Issen 等[19，20]用了一种特殊的本构框架来表示帽子

屈服面： 1F       ＝ ，用塑性应变 p 作为唯

一的参数来表征塑性应变的历史。该方程提供了静

水压力下的非弹性体积应变的计算方法。这里虽然

也仅用一个参数表征塑性应变历史，但 p 应包括 p
v

和孔隙度的非弹性应变，比 J. W. Rudnicki 和 J. R. 

Rice[4]所取参数 k 更合适。 

(2) 剪切和压缩带形成条件[19～22] 

将式(16)中模量张量代入式(11)，解出随应力状

态变化的剪切局部化发生的临界硬化模量为 

( )( )
    

4

3

i ij j k kl lGn N n K Gn N n K
h

G K

  
 


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2( ) ( ) ( )i ij k kj i ij jG n N n N n N n G K        (26) 

由于 h 随着潜在局部变形平面的方位而变化，

随非弹性连续变形而减少，J. W. Rudnicki 和 J. R. 

Rice[4]提出局部判据首先满足的方位是 h 最大值的

屈服面。 
如果 kn (k = I，II，III)中有一个为 0，最大硬化

模量由 II 0n  给出，则带的平面包含中间主应力的

方向，临界硬化模量也是轴对称加载时剪切带发生

的临界硬化模量 hcr，其表达式[4]为 

2

cr 21 1 1
( ) ( )

9(1 ) 2 3

h
N

G

    


          
 (27) 

其中， 

II II /N N S    

J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]曾预测过垂直带和

最小主应力间的夹角 θ(见式(3)，(4))，由于 h 是随

正在发生的非弹性变形单调减小的，因此式(27)给

出了满足剪切带发生条件下的第一个 h 值，即满足

下式[7]时剪切带有可能发生： 

    2 2
(1 2 ) 4 3 (1 )( )

3
N N       ≤ ≤  

2(1 2 ) 4 3N N              (28) 

G. Perrin 和 J. B. Leblond[7]作出 2
In ≥0 与 2

IIIn ≥0

条件下的结果， kn 也能通过式(3)中的带角 θ的要求

或满足于－1≤≤1 获得。式(27)仅有 0kn  时是

合理的，且在式(27)和(28)中给出了最大硬化模量，

在 2
In ≥0 与 2

IIIn ≥0 的范围之外是不合适的。如果 kn

中有两个为 0，第三个不变，带是垂直于主轴的。

G. Perrin和 J. B. Leblond[7]给出的临界硬化模量值可

通过引入 kn 值进入式(26)得到，对带垂直于最大(最

大拉力)或最小(最大压力)主应力而获得 h 的最大

值，最大主应力可依靠 N 是大于或小于 ( / )K G   
( )  而获得。这里重叠部分的范围与+的值，

满足式(28)，h 的值比式(27)给出的值小。当式(28)

左边不成立时，带垂直最大压应力主轴，压缩带可

能产生，这样临界硬化模量由下式[20]给出： 
III
cr 21

( )    
9(1 )

h

G

  



  


 

2

2
III III

1 1 1 3
( ) 1

1 2 3 4
N N

  


             
  (29) 

后者通过相同的表达式由 IN 取代 IIIN 。正如 G. 

Perrin 和 J. B. Leblond[7]所述，式(27)和(29)以及由 IN

取代 IIIN 的相应式是连续的，那时，式(28)左边接

近为等式，剪切带的角度接近 0(  0°)，对 cr
kh ，

式(27)和(29)是相等的，这样剪切带和压缩带凝结在

一起。若式(28)右边不满足时，带垂直于最大拉应

力，主轴方向上的膨胀带就可能产生，其临界模量

由 1 I /N S  取代式(29)中的 IIIN ，膨胀带的角度是

90°。 

图 6 概括了不同情况下   值的范围，不等

式式(28)的左右端被作为偏应力状态参数 3N 的函

数表示在图上(实际曲线 0.2  )。在不等式式(28)

成立的中间区域，剪切带的最大临界硬化模量 h 由

式(27)给出；在其下面的区域， +  的值小于式(28)

中的下限值；其局部化相当于压缩带由式(29)给出

临界 h 值；上面的区域 +  的值超出式(28)中的上

限值，可预测膨胀带，膨胀带垂直最大拉应力。 

 

图 6  用， 和 N 预测局部变形带 

Fig.6  Prediction of localized deformation 

 

图 7(a)为轴对称压缩结果的描述，图中显示 crh

为正值，3 个带的每一个带的方位，  和 μ 被预测

产生的值和区域，由图可见，40°的剪切带 +  与压

缩带的 +  值有显著的不同。剪切带的  ， 正负

交替出现；压缩带的  ，  均为负。图 7(a)的三角

形 AOB 中，当应力状态位于帽子上  和  小于 0

时，剪切带是可能的。在三角形 CBD 中，当 ＞0，

＜0，对应的剪切包络线与帽子相交时，压缩带是

可能的。然而，在较高围压时，加载路径应该与帽

子相交，推测结果  的值更负，  +  ≤ 3 满足

压缩带条件，轴对称压缩是最有利于压缩带形成的

应力状态。此外，J. W. Rudnicki 等[4，15]详细介绍了

田纳西大理岩本构框架方面的应用，对于低孔隙度

岩石  和  随变形均匀的程度可能有相当大的变

化。 III
crh 最大值出现在轴对称压缩，如果 

2 3(1 2 ) (1 )     ≤        (30) 

21 (1 2 ) 4 3
( )

3 2(1 )

N N 


  



-

21 (1 2 ) 4 3
( )

3 2(1 )

N N 


  



-

(式(27)) 

(式(29))
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(a) 用轴对称压缩的和预测带的方位 

 

(b) -平面内压缩带和剪切带的分布(含 W. A. Olsson[14]  

的试验结果，ν = 0.2) 

图 7  变形带方位预测及压缩带、剪切带分布 

Fig.7  Prediction of deformation bands direction and  

distribution of compaction band and shear band 

 

则有 

1 3N N  ， III 2 3N    

可见式(29)可简化为 

III
cr (1 ) 2 2

1 1
3(1 ) 3 3

h

G

  


   
        

   (31) 

显然式(31)表明，当 3 2 ＜ 或 3 2 ＜ ，

压缩带被预测出现在点 E(见图 7(a))。对于轴对称

压缩利用 Mohr 圆的方法证明式(28)在 

2
3 3

1

 



 


≤ ≤            (32) 

时成立。这样当   ≤ 3 可预测压缩带出现，而

且相应的临界硬化模量由式(31)给出。对于轴对称

压缩  的值域说明侧向变形非弹性增量是负的即

压缩状态。虽然硬化模量 h 不能直接观察到，但是

差应力–非弹性轴向应变曲线的斜率 Ep 仍可给出

其表达式[23]： 

  p 9 [( 3 )( 3 )]E h              (33) 

当＞ 3 时， -  平面内屈服平面的斜率超过

了轴对称压缩应力路径的斜率，因此非弹性形变将

不可能出现，当  ＞ 3 时，轴向应变的非弹性增

量将是可增长的，这与轴对称压缩的假设又将产生

矛盾。因此，Ep和 h 在物理意义上具有相同的有效

 和  的值域。 

W. A. Olsson[14]对 Castlegate 砂岩的观察结果表

明 Ep是正的，因此 h 也是正的。图 7(b)给出了 - 
平面内压缩带(鱼鳞区域)和剪切带(斜线区域)发生

的分布情况( crh 为正)以及  和  都必须小于 3 的

条件。线段 AB 对应于不等式式(28)左边的部分以

及图 6 中剪切带的下边界： 

3                (34) 

W. A. Olsson[14]给出的  和  的值(图 7(b)中小

椭圆)满足不等式式(28)中剪切带出现的情况。因此，

他预测仅仅应该出现剪切带，但是观察结果显示同

时发现了剪切带和压缩带的存在，可见与理论预测

存在矛盾。 

一开始 J. W. Rudnicki和 J. R. Rice[4]就将适用低

孔隙膨胀岩石的分岔理论引入高孔隙岩石局部化变

形带的讨论中，并忽略了当模型参数  或  为负值

的情况，W. A. Olsson[14]注意到这种情况的重要性，

但是他也没有给出局部化变形带形成的确切条件。

后来 W. A. Olsson 将这一研究工作延伸并重新检查

了 J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[4]的理论框架，在 K. A. 

Issen 等[19，22，24]的一系列工作中才给出了完整的局

部化变形带的形成条件和判别条件，分别对应于 3

种变形带：剪切带、压缩带、膨胀带。K. A. Issen

和 J. W. Rudnicki[20]的局部化变形理论中的判别条

件只讨论了   的值域以及  和  各自的取值范

围，而并不能体现  和  之间的关系，仅用   =

－ 3 给出边界条件，而忽略了加载过程中 和  的

相互影响；同时，根据试验数据用给出的模型计算 
和  的计算方法很复杂。当不等式式(32)左边不满

足时，压缩带便产生，很显然，若屈服面有一帽子，

 和  有足够的负值，压缩带就可能出现。因为

W. A. Olsson 用式(27)和(29)估算局部化的可能性，

发现关于轴对称压缩仅在式(32)的下限才可能出
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现，一般情况为式(28)。这里已经论证了对有代表

性的压缩岩石及  ， 为负值范围的压缩带是能够

出现的。如果不等式式(32)的右边不满足时，膨胀

带成为可能。 

以上理论与试验结果的比较发现也存在一些明

显的矛盾之处，当然这也是由于上述的讨论中仅考

虑了岩石的剪切屈服条件。剪切屈服是低孔隙岩石

中普遍的屈服条件，而高孔隙岩石中出现的剪切增

强压缩是属于压缩屈服的范畴[26]。针对上述现有模

型的不足，本文暂不考虑塑性历史 k ，而认为屈服

函数 F 仅仅是和 的函数，并以一个椭圆帽子与

用圆来简化的塑性势能函数相切，以此对 J. W. 

Rudnicki 和 J. R. Rice[4]模型进行分析，得到局部化

变形带的简化判别条件，通过数值计算结果预测了

产生压缩带、剪切带的  ，值域范围，其结果与

K. A. Issen 和 J. W. Rudnicki[20]关于压缩带和剪切带

发生的条件及产生的顺序的判定是一致的，证明了

本文的简化模型的正确性和合理性。本文在改进和

放宽限定条件后，得到了关于剪切带、压缩带和膨

胀带的发生条件的判定关系及临界模量，并对 2 种

模型进行了比较，简化模型较直观，在实际应用中

较方便[27]。看来要彻底解决这些矛盾可能需在理论

方面引进高孔隙岩石的主要变形机制，来缓解或改

善适用于低孔隙岩石的分岔理论给现有模型带来的

不足。K. A. Issen[19]还进一步考虑了剪切和压缩 2 个

屈服面同时活动时的局部化变形条件。2 个屈服面

同时活动时的本构关系依然用式(14)表示，压缩屈

服用帽子模型时，其中的  ，均可为负，两个屈

服面同时活动时可以通过将 2 个本构关系的应变增

量简单相加得到。这时情况变得很复杂，很难获得

变形带发生条件的解析解。不过要获得极限情况下

的解相对要简单得多，此时理论预测值与试验结果

也较为吻合[26]。为了深入了解不同边界条件下压缩

带的形成机制，R. Katsman 等[28]进行了高孔隙度沉

积岩中压缩带的数值模拟，材料的无序性和弹性不

匹配都会改变压缩带的形成位置。在没有材料无序

性的情况下，压缩带主要由弹性不匹配主导，并促

使形成的压缩带由样品边界开始向标本内部的传播

离散模式，并产生硬化。当材料的无序性比较大时，

压缩带形成的位置转移到了样品内部，压缩带形成

均一的前缘推进模式。当材料无序性更大时，样品

内部会产生扩散压缩带。 

若将材料的脆性或延性破坏的起始点统称为屈

服点，而与此点相对应的应力状态称为屈服条件，

则脆性变形中最大差应力点、延性变形中剪切增强

压缩的起点和静水压条件下颗粒破碎起点就是在不

同条件下材料的屈服点。这些屈服点在应力空间中

构成的包络线称为剪切屈服面[27]。结合应力–应变

曲线、声发射曲线和体应变曲线，可以获得每个试

验中样品的屈服点。T. F. Wong 等[29，30]对大量不同

颗粒尺寸、不同孔隙度的砂岩进行的试验表明，低

围压下岩石处于脆性破坏阶段，在 q-P 空间的屈服

条件满足 Mohr-Coulomb 剪破裂准则(见图 8，其中

实心符号表示处于弹性阶段，空心符号表示处于塑

性阶段)，其中 q=1－3，q 和 P 表现为正线性相关；

而当岩石处于延性变形时，屈服应力 q 与 P 呈负相

关。图 8 为静水压 Pc归一化之后的结果，也同样可

用 1/4 椭圆帽子模型来拟合。显然 2 种不同破坏机

制的公切点附近就是岩石脆–延性转换的阶段。脆–

延性转换点通常在 q = Pc/2 附近。K. A. Issen 和 J. W. 

Rudnicki[20]认为在此处 2 种屈服面的包络线相切而

形成局部极值，其公切点的斜率 d / d 0q   。 
 

 

 

图 8  砂岩样品屈服点试验 

Fig.8  Yield experiments of different sandstones 
 

J. W. Rudnicki[31]用分叉理论还分析了轴对称各

向异性岩石中剪切带和压缩带的形成条件。直到最

近分岔理论所预测的膨胀带，才在野外被观测到[32]。

膨胀带与压缩带相反，发生在垂直于最小主应力

方向，且孔隙度明显大于周围岩石。 

 
5  讨  论 

 

多孔岩石轴对称压缩的差应力与轴向应变曲线

的斜率 Etan 可由有关本构参数[33]给出： 

1

tan

1 1
1 1

2 (1 ) 3 3 3
E

G h

 



   

          
 (35) 

A. Agdin 和 A. M. Johnson[6]通过引进一个与平

均应力轴垂直相交的帽子来改进的本构模型，适用

于流体静压力引起的非弹性压缩。它用有效弹性模

砂岩类型
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有效正应力/MPa 

0       100       200      300      400      500

差
应
力

/M
P

a 

脆性破裂

300

200

100

0

压缩屈服包络线



第 27 卷  增 2                 席道瑛，等. 高孔岩石中局部变形带的理论和形成条件研究进展                • 3897 • 

 

量值 *K 取代弹性体积模量 K，这样在局部变形条

件式(27)～(32)中的泊松比可用有效泊松比 * 来代

替，其定义为 
*

*
*

3 2

2(3 )

K G

K G
 




             (36) 

由于非弹性体积模量 k 很可能小于弹性体积模

量 K， *K =k， GK * ，则 * →－1.0，剪切带硬化

模量的临界值式(27)将趋近于 0。轴对称压缩就对

应于 III
crh G →0，变形带带角 →0；轴对称拉伸对

应于 Ι
crh G →0， →90°。这样，由平均应力引起的

非弹性压缩趋向于降低临界硬化模量 III
crh ，这就将促

进压缩局部化的出现。此外，因 * →－1.0，剪切带

的临界硬化模量 II
crh →0，带角退化：对于轴对称压

缩，纯剪切及轴对称拉伸要求带角分别是 0°，45°

和 90°。在许多多孔砂岩中，无论是颗粒压碎段或

非弹性体应变导致负的 * 值均小于典型的观测值

。这就导致用 * 计算 III
crh 比用更接近于 0，更便于

压缩带的形成。 

下一步的理论和试验两方面的工作都需要着重

了解和预测压缩带和剪切带的形成条件以及它们之

间的关系，更进一步从微细观机制方面研究压缩带

和剪切带的转换关系，由于岩石特征的多样化，其

中矿物组成、颗粒排列方式、自身缺陷等等许多因

素将对岩石产生局部化变形带有重大影响，由于受

试验条件和手段的限制，目前对这些影响因素的权

重和影响方式还不得而知。这些有关机制方面的研

究应该结合塑性力学、材料力学、微观固体力学进

行分析，是后续研究工作的重点。由于压缩带相对

于周围岩石具有较低的孔隙度，同时由于压缩带的

发生方向垂直最大主应力并可能与剪切带伴生，这

对确定地应力方向和地震发生过程的研究可能具有

指导意义。 

 
6  结  论 

 

压缩带是很重要的结构，由于它能减小孔隙度

和降低渗透率并阻止液体流进其他孔隙岩石，因而

能储藏液体。对石油工业、水利和核废料储藏、垃

圾处理、环境污染的治理等有实际应用价值。尤其

岩石的局部化变形带在地球科学、大地构造、全球

动力学、岩土工程、资源环境等方面占据着至关重

要的位置。压缩带的发现又彻底改变了局部化变形

带产生方向的传统观念，它是岩石在脆–延转换阶

段出现的局部化变形现象。它作为世界性的难题引

起了地球动力学、岩石物理学、岩石力学学者的极

大兴趣。 

本文着重介绍了 J. W. Rudnicki 等的研究工作。

J. W. Rudnicki等为研究剪切带发生条件将分岔理论

引入高孔隙岩石的局部化变形，W. A. Olsson 等通过

对 J. W. Rudnicki 等建立的帽子本构模型加以改进，

重点介绍了椭圆形屈服帽子上的压缩带和剪切带，

以及以局部化分岔理论为基础的高孔隙岩石的压缩

带、剪切带，得到它们的本构关系和临界硬化模量。

并用膨胀系数  、屈服面斜率即内摩擦因数  和应

力状态指数 N 以及仅用  ， 预测了压缩带、剪切

带和膨胀带的方位以及相应的临界硬化模量表达

式。当   ≤－ 3 时，为产生压缩带区域，压缩带 

方位 θ = 0°；当－ 3 ≤   ≤ 3
2

1






时，为产 

生剪切带区域，剪切带方位为 0°≤θ≤90°；当     

 ＞ )1/()2(3   时，为产生膨胀带区域，膨胀

带方位为 90°。 

高孔隙砂岩非弹性体应变的压缩和非弹性变形

与屈服帽子模型应力状态相关，在 -  空间横穿屈

服面帽子的轴对称压缩应力路径和帽子的交点 1，

是在比剪切屈服应力低的有效剪切应力处与帽子相

交的，与在高孔隙砂岩轴对称压缩加载下的应力–

应变曲线观测到的应力平台相符，它是 -  曲线上

出现的第一个零模量点，为压缩带发生的区域，与

岩石的颗粒破碎和孔隙崩塌相关，所以应力路径横

穿帽子，  ＜0 时，可形成压缩带；继续加载使这

个路径脱离帽子至剪切屈服面，甚至达到峰值应力

点 2，它是 -  曲线上出现的第二个零模量点，为

剪切带发生的区域，说明 -  曲线的峰值与剪切破

裂有关，当应力路径，与剪切包络线相交时， ＞0，

可以形成剪切带，并发生硬化，引出后继屈服帽子。

可见，用帽子模型能巧妙地描述剪切带、压缩带及

其与 -  之间的关系。这将促进本构模型，尤其是

椭圆帽子模型在试验研究和地壳变形过程中的实际

应用。显然本文对这方面研究工作的介绍将推动岩

石本构模型的发展和应用。 
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