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横观各向同性岩体孔径变形法
的三维地应力分析计算3

何江达　范景伟　王桂芳　宗仁怀
(四川大学水电学院　成都　610065)

摘要　根据各向异性弹性理论的复变函数方法, 导出了远处加载时横观各向同性岩体孔周径向位移的理论公式, 结

合孔径变形法地应力量测特点, 建立了横观各向同性岩体三维地应力计算理论, 并开发了相应的计算分析软件, 给

出了一个典型算例。
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1　前　言

地应力是赋存于岩体中的天然内应力, 目前已

有几十种量测地应力的方法应用于实际工程, 如应

力恢复法、钻孔应力解除法、水压致裂法及地球物理

方法等[ 1, 2 ]。其中三孔交汇应力解除法应用最为广

泛, 该方法由量测的孔径变形推求地应力时, 基本上

都采用各向同性的弹性理论。事实上, 岩体的力学性

质十分复杂, 具有明显的非线性与非确定性特征, 能

视为各向同性的岩体并不多见, 对于各向异性岩体,

若利用各向同性介质的位移2应力关系来推求地应力

必然带来较大的误差。因此建立各向异性岩体的孔

周径向位移理论及相应的三维地应力计算方法, 具

有重要的理论价值和良好的应用前景。本文针对自

然界普遍存在的横观各向同性 (层状) 岩体, 运用各

向异性弹性理论的复变函数方法, 推导远处加载条

件下横观各向同性岩体孔周径向位移的理论公式,

进而建立横观各向同性岩体孔径变形法的三维地应

力计算理论。

2　坐标系统定义

本文理论推导及实测地应力计算过程中涉及如

下 3 个坐标系。

(1) 基本坐标系X Y Z。

X 轴正向为正北方向; Y 轴正向为正西方向; Z

轴为正向垂直向上。

(2) 钻孔坐标系 x 1y 1z 1。

(3) 岩体结构坐标系 x 2y 2z 2。

其中第 (2) 和第 (3) 个坐标系又分以下两种情况

描述。

2. 1　钻孔轴线与各向同性平面法线平行

取钻孔前进方向为各向同性面法线正向, 此时

坐标系 x 2y 2z 2 与 x 1y 1z 1 重合, 如图 1 所示。

z 1 轴正向: 钻孔前进方向。

x 1 轴正向: 位于 x oy 平面内 (即水平面内) , 其正

向为人面对钻孔时水平线重合的直径左向。

y 1 轴正向: z 1 正向和 x 1 轴正向的矢积 y 1 = z 1 ×

x 1。

2. 2　钻孔轴线与各向同性平面法线斜交

z 1 轴正向: 钻孔前进方向。

z 2 轴正向: 各向同性平面法线的仰视方向。

y 1 (y 2) = z 2 × z 1, 位于各向同性面内且垂直于 z 1

轴。

x 1 = y 1 × z 1, 位于钻孔横切面内并与 y 1 轴垂直。

x 2 = y 2 × z 2, 位于各向同性面内且垂直于 y 2 轴。

　　3 种坐标系相对几何关系如图 2 所示。
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图 1　钻孔轴线与各向同性面法线平行时坐标系定义

F ig. 1　Coordinate defin ition w ith bo reho le ax is parallel to the no rm al of iso trop ic p lane

图 2　钻孔轴线与各向同性面法线斜交时坐标系定义

F ig. 2　Coordinate defin ition w ith bo reho le ax is oblique to the no rm al of iso trop ic p lane

3　横观各向同性岩体中孔周径向位移
理论

3. 1　理论的适用条件及基本假设

该理论适用于均质的横观各向同性岩体, 所谓

横观各向同性是指岩体只有平行于某一平面内各向

同性, 而其他方向为各向异性。该类岩体具有 5 个独

立的弹性常数 E , E′, Λ, Λ′, G′[ 3 ] , 根据地应力孔径

变形法量测特点, 引入如下基本假定:

(1) 沿钻孔前进方向应变为一常量, 即 Εz1 = k,

由于测量钢环距孔底有一定距离, 孔底的约束效应

微弱, 故该假定是合理的。
(2) 平面 y 1oz 1 及 x 1oz 1 内 Χy 1z1 = Χx 1z1 = 0, 即只

计入与钻孔轴线垂直面内释放应力 Ρx 1 , Ρy 1 , Σx 1y 1 产

生的孔径变形。

(3) 应力分量和应变分量均不随孔深的变化而

变化。

(4) 在平衡方程中不计体力。

(5) 设在无限远处加载, 测孔周围及附近区域

应力场视为均匀应力场。

3. 2　钻孔周边径向位移的理论公式

(1) 钻孔轴线与各向同性平面法线平行

相对于钻孔坐标系 x 1y 1z 1 与岩体结构坐标系

x 2y 2z 2 的本构方程完全相同, 可描述为

Εx 1 =
1
E

(Ρx 1 - ΛΡy 1
) -

Λ′
E′Ρz1 Χy 1z1 =

1
G′Σy 1z1

Εy 1 =
1
E

(Ρy 1 - ΛΡx 1
) -

Λ′
E′Ρz 1 Χx 1z1 =

1
G′Σx 1z1

Εz 1 = -
Λ′
E

(Ρx 1 - Ρy 1
) -

1
E′Ρz1 Χx 1y 1 =

1
G′Σx 1y 1

(1)

式中: E , Λ, E′, Λ′分别为各向同性面内与垂直方向

弹性模量和泊松比; G 为各向同性面内剪切弹性模

量, G =
E

2 (1 + Λ) ; G′为各向同性面内线段与 z 1 轴

方向线段夹角改变之剪切弹性模量。

由基本假定 Εz1 = k 及式 (1) 中第 3 式可导出 Ρz 1

= - kE′- Λ′(Ρx 1 - Ρy 1
) , 则本构方程 (1)可简化为

Εx 1 = a11Ρx 1 + a12Ρy 1 + Λ′k

Εy 1 = a12Ρx 1 + a22Ρy 1 + Λ′k

Χx 1y 1 = a66Σx 1y 1

(2)

式中: a11 = a22 =
1
E

+
Λ′2

E′, a12 = -
Λ
E

-
Λ′2

E′, a66 =
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1
G

, k 为常数。

基于本构方程 (2) , 可导出钻孔周边径向位移公

式[ 3 ]:

　

U r = A Ρx 1 + B Ρy 1 + C Ρz1 + D Σx 1y 1

A =
R
8G

(k + 1) +
R
4G

(k + 1) cos2Η+ R
Λ′2

E′

B =
R
8G

(k + 1) -
R
4G

(k + 1) cos2Η+ R
Λ′2

E′

C = -
Λ′2

E′R

D =
R
2G

(k + 1) sin2Η

k =
(3 - Λ) E′- 4E Λ′2

(1 + Λ) %′

(3)

式中: U r 为孔周径向位移, R 为钻孔半径, Η为孔径

测量方向与 x 1 轴正向之间夹角, 如图 1 所示。

不难证明 E = E′, Λ = Λ′时, 式 (3)退化为

　U r =
R
E

[Ρx 1 + Ρy 1 + 2 (1 - Λ2) (Ρx 1 - Ρy 1
) õ

cos2Η+ 4 (1 - Λ2) Σx 1y 1 sin2Η- ΛΡx 1 ] (4)

这一公式与各向同性岩体的孔周径向位移公式完全

相同。

(2) 钻孔轴线与各向同性面法线斜交

在此情况下, z 1 与 z 2 轴正向夹角为Η1, 横观各向

同性岩体相对于岩体结构坐标系 x 2y 2z 2 的本构方程

为

Εx 2 =
1
E

(Ρx 2 - ΛΡy 2
) -

Λ′
E′Ρz2

Εy 2 =
1
E

(Ρy 2 - ΛΡx 2
) -

Λ′
E′Ρz2

Εz2 = -
Λ′
E′

(Ρx 2 - ΛΡy 2
) -

1
E′Ρz 2

Χy 2z2 =
1

G′Σy 2z2

Χx 2z2 =
1

G′Σx 2z2

Χx 2y 2 =
1

G′Σx 2y 2

(5a)

通过坐标变换, 可导出相对于钻孔坐标系x 1y 1z 1 的本

构方程:

　

Εx 1 = C 11Ρx 1 + C 12Ρy 1 + C 13Ρz1 + C 15Σx 1y 1

Εy 1 = C 12Ρx 1 + C 22Ρy 1 + C 23Ρz1 + C 25Σx 1y 1

Εz1 = C 13Ρx 1 + C 23Ρy 1 + C 33Ρz1 + C 35Σx 1y 1

Χy 1z1 = C 44Σy 1z1 + C 46Σx 1y 1

Χx 1z1 = C 15Ρx 1 + C 25Ρy 1 + C 35Ρz1 + C 35Σx 1y 1

Χx 1y 1 = C 46Σy 1z1 + C 66Σx 1y 1

(5b)

由基本假定 Εz1 = k 导出 Ρz 1 回代, 式 (5b)可简化为

Εx 1 = a′11Ρx 1 + a′12Ρy 1 + a′01k

Εy 1 = a′12Ρx 1 + a′22Ρy 1 + a′02k

Χx 1y 1 = a′66Σx 1y 1

(6)

式中:

C 11 =
1
E

co s4Η1 +
1

E′sin4Η1 + ( 1
4G′-

Λ′
2E′

) sin22Η1,

C 12 = -
Λ
E

cos2Η1 -
Λ′
E′sin2Η1,

C 13 =
1
4

( 1
E

+
1

E′-
1

G′
) sin22Η1 -

　　　 Λ′
E′

(cos4Η1 + sin4Η1) ,

C 15 = ( 1
E

- cos2Η1 -
1

E′sin2Η1) sin2Η1 -

　　　 ( 1
2G′-

Λ′
E′

) sin2Η1cos2Η1,

C 22 =
1
E

,

C 23 = -
Λ
E

sin2Η1 -
Λ′
E′cos2Η1,

C 25 = ( Λ′
E′-

Λ
E

) sin2Η1,

C 33 =
1
E

sin4Η1 +
1

E′cos4Η1 + ( 1
4G

-
Λ′
E′

) sin22Η1,

C 35 = ( 1
E

sin2Η1 -
1

E′co s2Η1) sin2Η1 -

　　　 ( 1
2G′-

Λ′
E′

) sin2Η1cos2Η1,

C 44 = -
1

G′cos2Η1 - 2 ( 1
E

+
Λ
E

) sin2Η1,

C 46 = ( 1
E

+
1

E′-
1

2G′
) sin2Η1,

C 55 = ( 1
E

+
1

E′+
2Λ′
E′

) sin22Η1 +
1

G′cos22Η1,

C 66 =
1

G′sin2Η1 + 2 ( 1
E

+
Λ
E

) cos2Η1,

a′11 = C 11 + C 13b11 + C 15b13,

a′12 = C 12 + C 13b12 + C 15b14 =

　　 　C 12 + C 23b11 + C 25b13,

a′22 = C 22 + C 23b12 + C 25b14,

a′01 = C 13b01 + C 15b02,

a′02 = C 23b01 + C 25b02,

a′66 = C 66 - C 2
46öC 44,

b11 = (C 15C 35 - C 13C 35) ö(C 33C 55 - C 2
35) ,

b12 = (C 25C 35 - C 23C 55) ö(C 33C 55 - C 2
35) ,

b13 = (C 13C 35 - C 33C 15) ö(C 33C 55 - C 2
35) ,

b14 = (C 23C 35 - C 25C 33) ö(C 33C 55 - C 2
35) ,

b01 = C 55ö(C 33C 55 - C 2
35) ,

b02 = C 35ö(C 33C 55 - C 2
35)。

基于本构方程 (6) , 运用复变函数方法进行类似

推导[ 3 ] , 可导出钻孔轴线与各向同性面斜交时钻孔

周边的径向位移公式:

U r = (Xϖ1cosΗ+ Xϖ2 sinΗ) Ρx 1 + (Yθ 1cosΗ+ Yθ 2 sinΗ) õ
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Ρy 1 + (Zθ 1cosΗ+ Zθ 2 sinΗ) Ρz1 + (Tϖ1cosΗ+

Tϖ2 sinΗ) Σx 1y 1 = A Ρx 1 + B Ρy 1 + C Ρz1 + D Σx 1y 1
(7)

式中: 系数Xϖ1, Xϖ2, Yθ 1, Yθ 2, Tϖ1, Tϖ2, Zθ 1, Zθ 2 及A , B ,

C , D 与常数 a′11, a′22, a′12, a′66 有关, 涉及 E , E′,

Λ, Λ′, G′及 Η1, R , Η基本参数。

4　基本坐标系 X Y Z 下应力和钻孔直
径变形的关系

将式 (3)及 (7)统一简记为

U r = A Ρx 1 + B Ρy 1 + C Ρz1 + D Σx 1y 1

　　根据钻孔坐标系 x 1y 1z 1 与基本坐标系X Y Z 相对

关系, 利用应力转轴可导出 X Y Z 坐标系下的钻孔周

边径向位移公式:

U r = (A l2
1 + B l2

2 + C l2
3 + D l1 l2) Ρx +

(A m 2
1 + B m 2

2 + Cm 2
3 + D m 1m 2) Ρy +

(A n2
1 + B n2

2 + C n2
3 + D n1n2) Ρz +

(2A l1m 1 + 2B l2m 2 + 2C l3m 3 + D l1m 2 +

D l2m 1) Σx y + (2A m 1n1 + 2B m 2n2 +

2Cm 3n3 + D m 1n2 + D m 2n1) Σy z +

(2A n1 l1 + 2B n2 l2 + 2C n3 l3 + D n1 l2 + D n2 l1) Σx z

(8a)

式中: li, m i, n i ( i = 1, 2, 3) 为 x 1y 1z 1 坐标轴正向对

X Y Z 轴正向的方向余弦, 简记为

U r = ∑
6

k= 1

A kΡk (8b)

一般说来, 横观各向同性岩体在钻孔同一直径的周

边两点径向位移不同, 故有

∃d = U r + U ′r (9)

U ′r = ∑
6

k= 1
A ′kΡk (10)

所以

∃d = ∑
6

k= 1

(A k + A ′k) Ρk = ∑
6

k= 1
B kΡk (11)

式中: ∃d 为钻孔直径的变形观测值, U ′r 为与U r 所对

应直径端点相对的径向位移。

式 (11) 表达了基本坐标系X Y Z 下钻孔直径变形

值与 6 个应力分量的关系, 也即观测方程。设 i 号钻

孔第 j 次测量的径向变形值为 ∃d ij , 式 (11)可改写为

∃d ij = ∑
6

k= 1
a ij kΡk (12)

　　由于存在量测误差, 而且观测方程的个数一般

大于未知量个数, 需用最小二乘法对观测方程进行

优化

∃d ij

d
=

∃dζ ij

d
+ ∆ij = ∑

a ijk

d
Ρυk + ∆ij (13)

式中: ∃dζ ij 为孔径变形最佳值, Ρυk 为应力分量最佳

值, ∆ij 为变形观测残差值。据最小二乘法则:

5 = ∑∑∆2
ij = m in (14a)

即

5 = ∑∑∆2
ij = ∑∑ ∃d ij

d
- ∑

6

k= 1

bijkΡυk

2

(14b)

由上式即可导出 Ρυk 的表达式, 进而可导出主应力及

主方向表达式。

根据上述理论, 笔者研制了横观各向同性岩体

地应力量测分析程序CSTR。

5　算　例

本文选取乌江洪家渡水电站某测点为例进行计

算[ 4 ] , 测点位于三迭系下统夜郎组玉龙山段 T 225
1y 层浅

灰色厚层块状灰岩中, 测得的弹模离散性较大, 取算

术平均值E′= 5. 043 × 105M Pa, Λ′= 0. 25。为对比

分析, 按各向同性与横观各向同性两种本构模型,

计算地应力所带来的差异性, 拟定以下 5 种情况, 计

算成果见表 1。

表 1　按各向同性与横观各向同性介质地应力计算成果表

Table 1　The resul ts of geostress com puted w ith isotrop ic

and tran sverse isotrop ic con stitutive rela tion s

序号
计算

模型

应力

分量

应力值

öM Pa
方位角

倾角

ö(°)

1
各向同性

E öE′= 1. 0
ΛöΛ′= 1. 0

Ρ1

Ρ2

Ρ3

21. 10
13. 74
11. 10

N 16. 70°E
S45. 0°E
N 76. 0°E

9. 30
71. 50
16. 25

2
横观各向同性
E öE′= 1. 2
ΛöΛ′= 0. 95

Ρ1

Ρ2

Ρ3

25. 75
16. 88
13. 64

N 16. 15°E
S45. 6°E

N 76. 6°W

9. 18
71. 14
16. 33

3
横观各向同性
E öE′= 1. 5
ΛöΛ′= 0. 9

Ρ1

Ρ2

Ρ3

33. 30
22. 06
18. 01

N 15. 64°E
S47. 7°E

N 77. 3°W

9. 17
70. 19
17. 4

4
横观各向同性
E öE′= 1. 7
ΛöΛ′= 0. 85

Ρ1

Ρ2

Ρ3

38. 65
25. 81
21. 22

N 15. 33°E
S49. 1°E

N 77. 7°W

9. 18
69. 47
18. 2

5
横观各向同性
E öE′= 2. 0
ΛöΛ′= 0. 8

Ρ1

Ρ2

Ρ3

47. 21
31. 91
26. 53

N 14. 9°E
S51. 2°E

N 78. 4°W

9. 19
68. 26
19. 52

从表 1 可以看出, 按各向同性与横观各向同性

两种本构模型, 计算得到的地应力量值存在较大差

异, 且这种差异性随着平行与垂直各向同性面弹性

模量比值 (E öE′) 加大而递增。

6　结　论

(1) 本文利用各向异性弹性理论复变函数方法
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推导了横观各向同性岩体孔周径向位移的理论公式,

为该类岩体的地应力量测计算分析奠定了理论基础。

(2) 文中给出了由孔径变形法测得的径向变形

观测值计算横观各向同性岩体三维地应力的方法,

并研制了该类岩体三维地应力计算软件, 便于工程

应用。

(3) 由于各向同性岩体与横观各向同性岩体的

径向位移理论公式存在较大差异, 文中算例表明,

用不同的理论公式算出的地应力值差别较大, 建议

在实际工程中针对不同性状岩体选用相应理论公式。
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A THEORY ON 3-D GEOSTRESSM EASUREM ENT ANALYSIS

FOR TRANSVERSE ISOTROP IC ROCKM ASS

H e J iangda, 　Fan J ingw ei, 　W ang Guifang, 　Zong R enhuai
(S ichuan U niversity , 　Cheng d u　610065　China)

Abstract　Based on comp lex variable function m ethod of an iso trop ic elasticity theo ry, an analyical fo rm ula of

bo reho le radial disp lacem en t fo r transverse iso trop ic rockm ass is established w ith load acted on the infin ite outer

space. Furthermore, a theo ry is put fo rw ard fo r 32D geostress m easurem en t analysis of bo reho le defo rm ation

m ethod fo r th is rockm ass in situ, and the softw are related to th is theo ry is comp lished. A t last, one typ ical exam 2
p le is given.

Key words　transverse iso trop ic rockm ass, 32D geostress m easurem en t, m ethod of bo reho le radial defo rm ation

本刊编委、著名岩石力学专家陶振宇教授逝世

本刊编委、著名岩石力学专家、武汉水利电力大学教授、博士生导师陶振宇先生突发心脏病, 不幸于

2000 年 2 月 2 日逝世。

陶振宇教授出生于 1927 年元月, 湖南衡阳人。1952 年 7 月毕业于武汉大学水利系, 后赴苏联学习, 回国

后致力于岩石力学教学和研究, 共完成 14 部学术专著、发表 120 余篇学术论文。陶振宇教授提出和创导了岩

石力学研究与工程应用的许多思想方法, 在水工设计岩体安全取值、岩石断裂与连续的统一性、岩体地应力、

水库诱发地震等领域都取得了丰硕的研究成果。

陶振宇教授治学严谨, 诲人不倦, 直至生命的最后一刻。陶振宇教授共培养 18 名博士研究生和 20 余名

硕士研究生, 为我国岩石力学的教育事业和学科发展作出了卓越贡献。

陶振宇教授的品格、业绩和优秀著作深得我国岩石工程界的怀念和尊敬, 并将继续指导后人前进。他的

逝世是我国岩石力学与工程界的重大损失。

陶振宇教授安息吧!
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