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本章内容

5.1 概述
5.2 应力状态分析
5.3 应变状态分析
5.4 屈服准则
5.5 塑性变形时的应力应变关系
5.6 主应力法及其应用
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5.1 概述

实现方式：

（1）冷加工：只改变形状，基本上不影响材料组织与性能。
（2）热加工：既改变形状，又对组织和性能有影响

材料加工的目的：将材料加工成为具有一定形状和性能
的零件或构件。

材料加工原理围绕影响性能的各个因素（成分、组织、应力
状态、缺陷或缺欠）介绍其物理冶金、化学冶金与力学现
象，其基本的传热、传质和流动以及力学行为的基本规律。
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（1）液态金属的性质及其改性
（2）传热、传质与流动
（3）金属的凝固（各种条件下的凝固规律）
（4）力学行为与基础
（5）化学冶金过程
（6）冶金质量

具体内容
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要求掌握
材料加工过程中材料的成分、组织和形状会发生什么变化

这些变化对性能有何影响

哪些因素影响这些变化

如何控制这些过程、控制材料的成形和性能

举例：高强度级别、大壁厚钢管焊接时出现气孔、夹渣、
裂纹和低温冲击韧性分散等问题；铝合金焊接时裂纹、气
孔、成形等问题；超低碳不锈钢焊条碳、硫、磷以及合金
元素的控制

思维能力的训练－－实际问题的分析方法－一定假设条件
下的理论



2005-6-21 材料加工原理 6

5.1.1 材料加工中的力学问题

① 不可避免，必要条件和派生，影响成形结果
和缺陷的产生以及结构的性能；

② 基本过程和重要的研究分支；

③ 铸造、焊接以及表面改性和热处理都有力学
过程分析，而塑性加工（或压力加工）中涉
及的力学问题更为复杂
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① 塑性变形的力学规律：涉及理论力学、材料力
学、弹塑性力学以及塑性变形力学规律。

② 变形力的计算：需要施加多大的力才能实现所
需的变形。

③ 变形极限的力学分析：如何保证不出缺陷和保
证性能，与构件的变形能力有关，而变形能力
又与材料和应力状态有关，变形能力不足，可
能出现开裂等问题。

主要包括
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为什么
会出现
这种情
况？！
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5.1.2 热加工的力学特点

① 材料非线性：温度变化范围大，材
料性能变化显著；

② 变形非线性：大变形时，力与变形
非线性；

③ 存在多种变形形式：弹性、塑性、
粘性等。
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5.1.3 本章内容

5.1 概述
5.2 应力状态分析
5.3 应变状态分析
5.4 屈服准则
5.5 塑性变形时的应力应变关系
5.6 主应力法及其应用
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5.2 应力状态分析

5.2.1 基本概念

（2）内力：物质内部各质点之间的相互作用力

（3）应力：单位面积上的内力，表示内力的强
度，与位置和方向有关

（1）外力：面力和体力
面力：作用在物体表面上的外力
体力：作用在物体每个质量上的力（重
力、磁力、惯性力等）
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（4）应力状态：任意一
点处各个方向面上应
力的集合。

（5）应力状态分析：不
同截面方向的应力之
间的关系。

（6）应力的数学定义：
大小和方向，可以分
解为正应力和剪应力
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5.2.2 坐标面上的应力

任意点Q的应力状态可以用单元体的三个相互垂
直的坐标平面上的九个应力分量来表示。

正负号约定，剪应力成对定理，9个分量6个独立
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一点的应力状态σij，为二阶对称应力张量
（九个分量，六个独立）
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5.2.3 任意斜面上的应力
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5.2.3 任意斜面上的应力

设斜面法线 的方向余弦：
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斜面面积A，全应力 在x,y,z方向上的分量为Sx , Sy , 
Sz ,则由静力平衡条件 可以得到：
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5.2.4 主应力及应力张量不变量

主平面：

主应力：作用在主平面上的正应力

主方向：主平面法线方向（主应力轴）

对于任一点，一定存在三个主方向、三个
主应力、三个主平面；

如果已知σij，则可求出该点的主应力；

0=τ
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如果两个应力状态
的三个应力张量不
变量相等，则这两
个应力状态相同。
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几种特殊的应力状态

单向应力状态：两个主应力
为零

平面应力状态：只有一个主
应力为零

三向应力状态：三个主应力
都不为零
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5.2.5 主剪应力（最大剪应力）与主轴的关系

主剪应力平面：剪应力有极值的切面。

主剪应力：主剪应力平面上的剪应力。

最大剪应力：主剪应力中最大的那个剪应
力，也是所有剪应力中最大的。

主剪应力达某一临界值时，塑性材料开始
屈服。（屈服准则）
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5.2.6 应力莫尔圆

在主应力确
定情况下，
任意方向面
正应力和剪
应力的取值
范围
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5.2.7 八面体上的正应力和剪应力

等倾面

平均正应力

应力强度

等效应力
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5.2.8 应力球张量和应力偏张量

( ) ( )

化。积变化，不引起形状变应力球张量：只引起体

，只引起形状变化。为零，不引起体积变化应力偏张量：平均应力

量，是单值的。又叫静水压力，是不变
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应力偏张量的不变量

应力偏张量同样有三个不变量，可用
I'1，I'2，和I'3表示：
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应力偏张量的不变量（续）

当用主应力形式表示时：

主应力偏量第二不变量I'2，十分重要，它

将被作为塑性变形的判据。它还可以使八
面体（等倾面）剪应力的表达式简化。
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5.2.9 应力平衡微分方程
讨论相邻各点之间的应力变化关系

设物体内有一点Q，其坐标为x、y、z。以Q为顶
点切取一个边长为dx、dy、dz的直角平行微六面
体，其另一个顶点Q'的坐标为x+dx、y+dy、
z+dz。由于物体是连续的，应力的变化也是坐标
的连续函数。

现设Q点的应力状态为σij，其x面上有正应力分
量为：

在Q'点的x面上，因坐标变化了dx，其正应力分量
为：
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应力平衡微分方程的推导（续1）

Q'点的其余8个应力分量可用同样方法推
出。
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应力平衡微分方程的推导（续2）
当该微元体处于静力平衡状态，且不考虑体积
力，则由力的平衡条件 ，有：

整理后得：

根据 和 还可推得另两个公式，

最后可得微元体应力平衡微分方程为：
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应力平衡微分方程的推导（续3）

是求解塑性成形问题的
基本方程。但该方程组
包含有6个未知数，是超
静定的。为使方程能
解，还应寻找补充方
程，或对方程作适当简
化。

对于平面应力状态和平
面应变状态，前者
σz=τzx=τzy =0，后者
τzx=τzy=0，σz和z轴无
关，故可简化成：
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5.3 应变状态分析

当一个连续体中任意两个质点间的相对位置
发生改变时，认为这个物体已发生变形或其
中有应变产生。

刚体：任意两点间的距离保持常数

应变分析基本上是几何问题，不涉及材料的
性质

5.3.1 应变的概念
5.3.2 应变与位移的关系
5.3.3 应变张量分析
5.3.4 应变协调方程
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5.3.1 应变的概念

5.3.1.1 定义
（以单向均匀拉伸为例）
工程应变（相对应变/条件应变）

对数应变（自然应变/真实应变）
物理意义：无限小增量与该变形瞬时尺寸比值的积分。

l0
l

P P

( )，每单位原长的伸长量工程应变： %
0

0

l
ll −

=ε

( )

εε

ε
ε

εεεεε

≈




>

≤<−

−+−=+=







+

−
=== ∫

*

32

0

0

0

*

1
11

32
1ln1lnln

0

可见微小应变时：

时发散

时收敛
级数展开：

对数应变： L
l

ll
l
l

l
dll

l



2005-6-21 材料加工原理 37

5.3.1.2工程应变与对数应变的比较

1. 工程应变不能表示
变形的真实情况，
而且变形愈大，误
差也愈大。
当变形程度小于
10%，ε与ε*的数

值比较接近；当变
形程度大于10%，
误差逐渐增加。
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工程应变与对数应变的比较（续1）

2. 对数应变为可加应变，工程应变为不可加应变。

3. 对数应变为可比应变，工程应变为不可比应变。
如:  伸长一倍⇨ε=100%⇨ε*=69%  ;
缩短一半⇨ε=-50% ⇨ε*=-69%。
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工程应变与对数应变的比较（续2）

4. 体积不变时，Σεi
*=0(i=x,y,z)，而Σεi≠0

5. 工程应变的无限小增量表示直线单元长度的变化与它原
来长度l0之比；对数应变的无限小增量表示直线单元长
度的变化与它的瞬时长度l之比。对于微小应变，用这两
种量度求出来的应变（和应变增量）值几乎是一样的。
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5.3.2 应变与位移的关系（几何方程）

ε－正应变，γ－剪应变
应变可以用位移的相对变化来表示

在材料力学以及一般弹、塑性理论中所讨
论的变形大多不超过10-3～10-2数量级，这
种很小的变形统称小变形。
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kwjviuU

,,,,,,,, ===

++=

位移分量：

位移矢量：
rrrr
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dx
du

x =ε
dy
dv

y −=ε yxxy ααγ +=
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点的应变状态与柯西方程

小变形几何方程（柯西方程）

柯西方程小变形几何方程，也叫

式中，

应变张量：
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5.3.3 应变张量分析
1. 主应变(γ=0)、应变张量不变量、主剪应变（剪
应变有极值的平面上的剪应变）、最大剪应变

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( )312312max

132

321

213

1

321
222

3

133221
222

2

3211

32
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0

2
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







−±=
−±=
−±=
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








=++−+=

++=++−++=
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=−+−

最大剪应变主剪应变

，忽略了弹性变形，故塑性变形时：体积不变

应变张量不变量

（求主应变）应变张量特征方程：

I

I

I

I

III

xyzzxyyzxzxyzxyzyx

zxyzxyxzzyyx

zyx
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主应变、应变主方向、主剪应变

通过一点，存在着三个相互垂直的应变主方向和主
轴。在主方向上的线元没有角度偏转，只有正应
变，该正应变称为主应变，一般以ε1、ε2和ε3表

示，它们是唯一的。对于小变形而言，可认为应变
主轴和应力主轴对应重合，且如果主应力中σ1＞
σ2＞σ3，则主应变的次序亦为ε1＞ε2＞ε3。

在与应变主方向成±45°角的方向上，存在三对各
自相互垂直的线元，它们的剪应变有极值，叫做主
剪应变。
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应变张量分析（续）

2. 应变偏张量和应变球张量、八面体应变
和等效应变

( )

张量。应变偏张量也就是应变

，应变球张量为变，在塑性变形时，体积不

引入平均应变：

应变球张量应变偏张量

∴
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八面体应变和等效应变
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m

变程度的一个参量：度，表示变形体中的应也称广义应变或应变强

变，，所得参量叫做等效应八面体剪应变乘以系数

应变：线元的应变叫做八面体八面体平面法线方向的

八面体，以应变主轴为坐标轴作
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5.3.4 应变协调方程

由柯西方程可知，六个应变分量取决于三个位移
分量对x、y、z的偏导数，所以六个应变分量不能
是相互无关的函数，它们之间应有一定的关系，
才能保证物体中的所有单元体在变形之后仍然可
以连续地组合起来，这样的关系就叫变形连续方
程或应变协调方程。

柯西方程
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应变协调方程（续）

对柯西方程再次求偏导

在每个坐标平面内，两个正应变分量一经确定，则剪应
变分量也即确定；在空间内三个剪应变分量一经确定，
则正应变分量也即确定。

由位移确定应变时，应变协调方程自然满足；由应变确
定位移时，要加协调方程才能求解。
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推导：柯西方程 应变协调方程

将柯西方程（几何方程）中的εx对y求两次偏导
数；将εy对x求两次偏导数，可得如下两式：
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将上两式相加，得：
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用同样的方法还可以得到其他两个式子，连同上式共
三个等式：
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表明：每个坐
标平面内，两
个正应变分量
一经确定，则
剪应变分量也
即确定。
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推导：柯西方程 应变协调方程
将柯西方程中的εx对y及z求偏导数，γxy对x
及z求偏导数，γzx对x及y求偏导数，γyz对x
求两次偏导数，可得下列四个式子：
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表明：在空间内
三个剪应变分量
一经确定，则正
应变分量也即确

定。
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应力应变本构方程-广义胡克定律
位移场 应变 应力

广义胡克定律

应力应变位移场 ）应力应变本构方程（柯西方程  → → == γτεσ GE ;
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5.4 屈服准则

材料进入塑性状态时各应力分量满足一定的关
系，这种关系称为屈服准则，也称塑性条件或塑
性方程。

屈服准则的数学表达式：
左边是应力分量的函数；右边C为与材料在给定变
形条件下的力学性能有关的常数。

对各项同性材料：
5.4.1 Tresca屈服准则（第三强度理论）
5.4.2 Mises屈服准则（第四强度理论）

Cf ij =)(σ
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5.4.1 Tresca屈服准则

特雷斯卡准则（法国人，于1864年提出），也叫最大
剪应力准则。

设σ1＞σ2＞σ3，则

在事先不知道主应力大小次序时，Tresca屈服准则的普
遍表达式为：

只要其中任何一式得到满足，材料即屈服。

未反应出中间主应力对变形的影响，有时会产生误差。

31 σσσ −=sTresca准则：



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
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5.4.2 Mises屈服准则
米泽斯准则，也叫弹性形状变化能准则

为了说明Mises屈服准则的物理意义，H.Hencky
（汉基，1924）将上式两边各乘以 ，其中E
为弹性模量，μ为泊松比，于是得：

可以证明，上式等号左边项即为材料单位体积弹
性形状变化能（歪形能），而右边项即为单向拉
伸屈服时，单位体积的形状变化能。

( ) ( ) ( )[ ]2
13

2
32

2
212

1 σσσσσσσ −+−+−=sMises 准则：

22
13

2
32

2
21 3

1])()()[(
6

1
SEE
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1 µ+
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按照Hencky的上述分析，Mises屈
服准则又可以表述为：材料质点屈
服的条件是其单位体积的弹性形状
变化能达到某个临界值；该临界值
只取决于材料在变形条件下的性
质，而与应力状态无关。
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屈服准则的几何表示
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例题
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，，求得：

解：平面应力状态：

各为多少？准则，）根据准则；（）根据（

刚好引起屈服，问：若在此应力张量作用下

，施加于某物体上。例：一应力张量
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5.5 塑性变形时的应力应变关系（本构方程）

本构方程：应力状态和应变状态之间的关
系的数学表达式，也称物理方程。

本构方程也是求解弹性或塑性问题的补充
方程。

5.5.1  塑性变形时应力应变关系的特点
5.5.2  弹性应力应变关系
5.5.3  塑性变形的增量理论
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5.5.1 塑性应力应变关系的特点：
与弹性变形的比较

全量应变主轴与应力主轴
一般不重合

应力主轴与应变主轴重合4

塑性变形时认为体积不
变，塑性应变球张量为
0，εpm=0

应力球张量使物体产生体
积变化εem≠0

3

不可逆，加载卸载规律不
同，非单值

变形可逆，加载卸载规律
相同

2
应力应变非线性关系应力应变线性关系1

塑性弹性
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塑性变形理论

到目前为止，所有描述塑性应力应变关系
的理论可分为两大类：
①增量理论——描述材料在塑性状态下应力
和应变增量（或应变速度）之间的关系：如
Levy-Mises理论和Prandtl-Reuss理论。
②全量理论——描述材料在塑性状态下应力
和应变全量之间的关系：如Hencky方程和
ИпьющинH（伊留辛）理论。
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一般而言，全量理论在数学上比较简单，便于实际
应用，但其应用范围有限，主要适用于简单加载及
小塑性变形（弹、塑性变形处于同一量级）的情
况；而增量理论则不受加载方式限制，然而由于它
所描述的是应力和应变速度之间的关系，故在实际
应用中需沿加载过程中的变形路径进行积分，计算
相当复杂。

早在1870年B.Saint-Venant就提出应力主轴与应变增
量主轴相重合，而不是与全量应变主轴重合。
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简单加载状态

加载过程中各应力分量始终保持
比例关系且主轴的方向、顺序不
变，则塑性应变分量也按比例增
加，这时塑性应变全量与应力状
态就有相对应的函数关系。
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5.5.2  弹性应力应变关系
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时，；时，

－克氏符号式中：

达式为：广义胡克定律的张量表

－泊松比；－剪切模量；－弹性模量；

广义胡克定律
各向同性材料）（
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而以应力偏量和应变偏量来表达
时，广义虎克定律的表达式为

'''

2
11

ijijij GE
σσµε =

+
=
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5.5.3  塑性变形的增量理论

5.5.3.1 Levy-Mises理论
5.5.3.2 Prandtl-Reuss理论
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5.5.3.1 Levy-Mises理论要点

① 材料为理想刚塑性材料，即弹性应变增量为
零，塑性应变增量就是总应变增量；

②材料服从Mises屈服准则，即：

③塑性变形时体积不变，即：

sσ=σ

0321 =++=++ εεεεεε dddddd zyx

ijij dd εε ′=

p
ijij dd εε =
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④ 应变增量的主轴与应力主轴相重合应变增量
与应力偏量成正比

简记为：

式中：σ’ij—应力偏张量；
dλ—正的瞬时比例系数。

表明：

①应变增量主轴与
应力主轴（即应
力主轴）重合；

②应变增量与应力
偏张量成正比。
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Levy-Mises理论张量表示式
利用上述应力应变关系式并对照等效应力和等效应变
的关系式可得：
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
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；

开得：理论的张量表达式。展这就是

于是，

。屈服准则知－等效应力，由

，称为等效应变增量；－增量形式的等效应变式中：
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5.5.3.2 Prandtl-Reuss理论
该理论与Levy-Mises理论的区别在于考虑了总应变增量中的弹
性应变增量，即：

其中，塑性应变增量 与应力之间的关系和Levy-Mises理论相
同即：

而弹性应变增量 则可由广义虎克定律张量式微分得到，即：

由以上三式得到Prandtl-Reuss方程如下：
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Prandtl-Reuss方程

由上式可知，如dεij为已知，则应力张量σij是确

定的，但对于理想塑性材料，仍然不能由σij求得
确定的dεij值。对于硬化材料，变形过程每瞬时
的dλ是定值，因此Prandtl-Reuss方程中的dεij和

σij之间完全是单值关系。

显然Prandtl-Reuss理论要比Levy-Mises理论复杂得
多，必须借助计算机来求解。
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5.6 主应力法及其应用

主应力法又称切块法（Slab 
method）、平截面法、初等解析法或工
程法。

5.6.1  主应力法的概念
5.6.2  长矩形板镦粗时的变形力和平均压力
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5.6.1  主应力法的概念
这是一种近似的解析法，它通过对物体应力状态所做的
一些简化假设，建立以主应力表示的简化平衡方程和塑
性条件，然后联立求解，求得该接触面上的应力大小和
分布。

主应力法的基本要点如下：

1. 把问题简化为轴对称问题或平面问题。对于形状复
杂得变形体，必须将其分为几块，在每一块上可以按
平面问题或轴对称问题处理。

2. 根据金属流动方向，沿变形体整个截面切取单元
体，切面上的正应力假定为主应力，且均匀分布，由
此建立的该基元体的平衡方程为一常微分方程。

3. 在列出该基元体的塑性条件时，通常假设接触面上
的正应力为主应力，即忽略了摩擦应力的影响，从而
使塑性条件简化。
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主应力法的适用范围和特点

主应力法的数学演算比较简单。主应力法除用
于计算变形力外，还可用来解决某些变形问
题，如计算环形毛坯镦粗时和垫环间镦粗时的
中性层位置等。从所得的数学表达式中，可以
看出各有关参数（如摩擦系数、变形体几何尺
寸、模孔角度等）的影响。

但主应力法只能确定接触面上的应力大小和分
布。计算结果的准确性和所作假设与实际情况
的接近程度有关。
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5.6.2  长矩形板镦粗时的变形力和平均压力
假设矩形板长度l远
大于高度h和宽度
a，故可近似地认
为坯料沿长度方向
的变形为零，即当
作平面应变问题处
理。

平面镦粗时作用在
基元体上的应力分
量如图示。

1.在垂直于x轴方向
上切取一基元体，
厚度为dx。假定两
个切面上分别作用
着均布的主应力σ2
和σ2 +d σ2，与
工具的接触面上作
用着主应力σ1。
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主应力法应用举例
2.假定接触面上的煎应力τ服从库仑摩擦定律，即τ = μσ1。

3.列出基元体的静力平衡方程式：

4.列出塑性条件。按Mises屈服准则微分后得：

5.联立解平衡方程式和
塑性条件，得：

积分得：

或：
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主应力法应用举例（续）
利用边界条件确定积分常数C：
当x=a/2时，σ2=0（自由表面），

故：

于是得常数：

从而，

接触面上压应力σ1的分布如图示。

6．求变形力P和平均压力p

上述求解过程采用的是库仑摩擦条件。但实际塑性镦粗时，接触面上
的摩擦情况较为复杂，通常存在几种摩擦条件，因此求接触面上的压
力分布时需分区考虑。
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