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ABSTRACT: The permanent magnetic spherical stepper motor 
model is introduced in this paper, random encoder is painted on 
the surface of the rotor, and outputs of optoelectronic sensors 
are used to express the rotor position. This paper gives group 
representation of the spherical rotor in three-dimension space; 
it searches the rotor orientation in state space that consists of 
outputs of 96 sensors, but traditional single-nod-search method 
may get into local minima. Defining target function, the paper 
uses genetic algorithm to seek global optimum according to 
two-dimension plot of target function, and sets in steepest 
decent operator to strengthen genetic algorithm’s local search, 
thus gets the current rotor orientation. For the remote target 
node, simulation shows parallel search method of more-nods 
could fast convergence to the target orientation, the precision 
lies on the resolution and search step length. 

KEY WORDS: spherical motor; photoelectric sensor; 
resolution; genetic algorithm; steepest decent algorithm 

摘要：介绍了永磁球形步进电机模型，在转子球面上进行随机

编码，光电传感器的输出用来表示转子的位置。对转子球体的

三维旋转进行了群描述；针对 96 个传感器的输出所构成的位

置空间进行搜索，而传统的单点搜索会陷入局部极小值。定

义目标函数，根据目标函数值的二维关系图的特点，采用遗

传算法对函数进行全局寻优，并嵌入最速下降算子来加强遗

传算法的局部搜索能力，得出当前转子的空间位置。对于远

距离目标节点，仿真表明这种多点并行搜索方法能够快速地

收敛到目标位置，精确度取决于传感器的分辨率和搜索步长。 
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0  引言 

球形电动机的研究近年来在国际上受到了广

泛的重视，由于球形电动机结构上的独特性，在电

磁和结构设计、计算以及动力学分析方面比较复

杂，加工工艺方面比较困难，其研究理论和技术尚

处在探索中，研制开发具有前沿性。目前国内外多

自由度电动机有 Laithwaite 等人的感应型球形电 
机[1]，Lee等人提出的变磁阻型球形电机[2]，华中理

工大学提出的三维电动机等[3]，美国Hopkins大学

Gregory S. Chirikjian，David Stein等人设计研制了

一种永磁步进球形电动机[4-6]以其体积小、重量轻、

力能指标高、控制简单等优点而成为研究的重点。

这在仿人型机器人的关节和手臂运动控制中、智能

仪表中的三维空间测量、工业控制中的多维空间伺

服控制等场合具有广泛的应用前景。本文基于这一

电机的结构及运动特点，对空间中球形转子的三维

运动进行群描述，建立状态空间并对转子的位置检

测采用混合遗传算法，实现全局并行搜索，搜索空

间大，在搜索过程中不断地向可能包含最优解的方

向调整搜索空间以便寻找最优解或准最优解。克服

了文献[7]中启发式搜索对于远距离目标节点可能

造成搜索效率极低的现象，和文献[6]中提出的数学

近似计算只适用于 15°邻域的方法。 

1  永磁球形步进电机的模型 

1.1  电机的物理模型 
本文所研究的永磁球形步进电机是Gregory 

S.Chirikjian和David Stein等人提出的[4-6]，球形转子

为非导磁材料的中空球体，内嵌有精确定位的 80  
个直径约为 0.019 05 m 的稀土永磁体，定子由半球
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形底座、鞍形支架、16 个铁磁线圈、环形支架以及

环形支架上的起轴承作用的 8 个小脚轮构成，每个

铁心线圈被一个光电编码环环绕，其中放置 6 个等

距的光电传感器用于进行非接触位置检测，如图 1
所示，定子对转子的覆盖范围小于半个转子，这样

大大扩展了转子的运动范围。 

 

 

图 1  定子的结构 
Fig. 1  Structure of stator 

对转子位置进行检测，先要对转子表面用黑、

白两种颜色进行编码[6]，通过光电传感器反馈的信

号，反馈给计算机，传感器接收的颜色信号对应转

子的位置，从而可以控制通电的线圈对，通过某种

导电策略拖动转子作给定的空间运动(图 2)。 

 

 

图 2  线圈上的光电编码环 
Fig. 2  Sensor ring on the coil 

1.2  转子球面的数学编码 
给转子球面进行编码理论上说越离散越好，本

文采用随机编码方式[6]：令N为 1 个正偶数，在球

面上任意选取N个点(o1, o2,…, on)，其中oi∈R3且 
1iο = 。N/2 个点的颜色为黑色，定义为c(oi)=1， 

N/2 个点的颜色为白色，定义为c(oi)=0。X为球面上

的任意一点，如果满足关系式：d(x, om)≤d(x, oi), 
i=1,2, …,m−1,m+1, …, N，其中d(x, y)=arccos(x⋅y)， 

则c(x)=c(om)。用Matlab仿真可得如下转子表面喷图
[6](图 3)。 
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图 3  球面随机编码 
Fig. 3  Random encoder on the sphere surface 

2  转子旋转的群描述及传感器的分辨率 

2.1  球形转子旋转的群描述 
在三维实坐标空间R3中，保持原点不变的所有

的转动变换构成三维转动群，群元的表示方法有 2
种： 

（1）用欧拉角表示。 
对应于特殊实正交矩阵群SO(3)，即所有行列

式为 1 的 3 维实正交矩阵构成的连续群[8-9]

( ) { ( );   det( ) 1}s s= ∈SO O O O =        (1) 
其中 O(3)为所有三维实正交矩阵构成的连续群，群

元为转动变换 A，可用 3 个 ZYZ 欧拉角α、β、γ 来
标记(也可以用广义欧拉角标记)，分解为下面单参

数子群元的乘积 
( ) ( ) ( )z y zA R R Rα β γ=            (2) 

式中：Rz(α)为绕z轴转α 角，Ry(β)为绕新的y轴(y′
轴)转β角，Rz(γ )为绕新的z轴(z″轴)转γ角 

cos cos cos sin sin cos sin sin sin cos cos cos
rot( , , ) sin cos cos cos sin sin sin sin cos cos sin sin

sin cos sin sin cos

α β γ α γ α β γ α γ α β
α β γ α β γ α γ α β γ α γ α β

β γ β γ β

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥= = + − +⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A          (3) 

（2）用指数表示。 
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−⎡ ⎤
⎢ ⎥=]x x x=x) 表示旋转轴的单位矢量，

则 x)的反对称矩阵形式为 

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

X               (4) 
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所有 3×3 反对称矩阵的矢量空间记为 =X  
，则转动变换 3 3 T{ , ( )×∈ =X XR }−X

( , ) exp( )R t t= = ⋅A x X)             (5) 
其中t为在 x)方向上旋转的无穷小量[8]。 

计算传感器的输出 C(A)表示转子的当前位置，

转子发生空间任意旋转记作 B=rot(α,β,γ)，C(B)表示

转子的新位置。设置函数 
1( ) ( ) ( )   f
n

= −B C B C A           (6) 

式中 n 为传感器的个数，计算 f(B)函数在 x)旋转方

向上的斜率，获得函数在位置 B 上的梯度信息，以

寻求最速下降的方向 

0

( e ) ( e )( ) lim
2

tX tX

t

f ff
t

−

→

⋅ − ⋅′ =
B BB        (7) 

根据李群李代数，有Ej(j=1,2,3)分别表示群元的基底
[8]
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E

f(B)的斜率在各基底上分解为 
( e ) ( )( )   ( 1,2,3)

j

j

t E

E
f ff j

t

⋅⋅ −′ = =
B BB      (8) 

式中t表示为Ej(j=1,2,3)方向上一无穷小的旋转角

度，实际选取应略大于该方向传感器的分辨率。 
2.2  传感器的分辨率 

转子在空间旋转时，用离散的光电传感器识别

存在着分辨率问题。传感器的分辨率定义为空间某

一位置下，转子任意旋转而产生不变传感器输出的

最大角位移。令转子从初始位置开始，球体的任意

旋转由转动矩阵 来确定，传感器的输出向

量为 
(3)∈A SO

T T T
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]ns s=C A C A C A C A sK T    (9) 

式中 为 个传感器对应的位置坐标，满

足

1 2, , , ns s sK n
3{ ;   i i∈ =s sR 1}。 

从 C(A)位置开始的无穷小旋转矩阵为 B，计算 
传感器输出的不变向量即 ( ) ( ) 0− ⋅ =C A C A B 时， 

具有 个传感器的分辨率有 2 种方法，见文献[7]。 n

3  转子位置检测的优化 

3.1  概述 
给定一个传感器输出向量Cx={Csi,i=1,2,…,96}

来表示转子未知的位置，没有唯一的解，因为 96
个传感器最多有 296可能的组合，转子却有无穷多

个旋转方向。问题实际上变为：找到 1 个旋转角度 

B=rot(α0, β0, γ0)，使其对应的传感器输出 ( ) −C B  

x spe<C ，误差esp取决于传感器的分辨率。 

令目标函数 
3( , , )      ( , , )     F f Fα β γ α β γ= ∈ ⊂ ∈R RΩ  

要求(α0, β0, γ0)使得 
0 0 0 ( , , )

( ) ( , , ) min   ( , , )f f f
α β γ

α β γ α β γ
∈

= =B
Ω

  (10) 

F为正实数，是解的优劣程度的一种度量，Matlab
仿真转子旋转时f(B)与角度的二维关系如图4所示。

可以将F目标函数看成R3→R的非连续实数函数，显

然传统的单点搜索会令搜索过程陷入局部极小值，

遗传算法采用的多点并行搜索同时对搜索空间中

的多个解进行评估，有较好的全局搜索性能。 
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图 4  f(B)与角度的二维关系图 

Fig. 4  Two-dimension plot of f(B) 
3.2  状态空间 

状态空间是系统用来表述问题状态或有关事

实的主要数据结构，它包含所有可能的问题的初始

状态集合、操作符集合以及目标状态集合[10]。初始

状态为旋转前的传感器输出，目标状态为传感器输

出Cx。转子球面与定子之间的气隙可忽略不计，认

为传感器坐标也在球面上。定义： 
球面上 N 个随机点坐标集合 

3{  1, 1,2, ,i i i N= ∈ = =o o o K；R } 

传感器坐标集合： 
3{  1, 1,2, ,9i i i= ∈ = =s s s K；R 6}

N

 

传感器颜色向量： 
{ ( ) ( ), ( , ) min( ( , )) ,

              1,2, ,96, 1,2, , , 1,2, , }
i m i m i jd d

i j N m

= = =

= = =

C C s C o s o s o

K K K
 

3.3  遗传操作 
遗传算法的搜索机制用齐次有限的马尔可夫 

链来描述，Λ为群体空间， ln2Λ = ，意为包含n个

串长为l的串，Λ的元素λi，
j

i iSλ = ； [1, ]j n∈ ，群 
体空间的概率变化由复制、交换、突变 3 种基因操

作引起，它们分别用概率矩阵R、C、M来描述，直

接作用于算法的收敛及收敛速度[11]。本文采用浮点
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数编码，该编码方法克服了二进制编码占用内存空

间大、运算时间长的缺点，便于大空间搜索；随机

联赛选择是指在群体中随机选择K个个体进行比

较，适应度高的个体遗传到子代群体中，K为联赛

规模，这里选取K=2。本文采用算术交叉，均匀变

异，交叉算子是遗传操作的核心，是产生新个体

的主要方法以保持群体的多样性，决定遗传算法

的全局搜索能力；变异算子进行遗传算法的局部

搜索，本文另采用最速下降法加强系统的局部搜

索能力。 
3.4  个体适应度的评估 

适应度函数是根据目标函数确定的用于区分

进化中个体优劣的标准。适应度的定义对混和遗传

算法(图 6)有较大影响，是算法成功求得全局解的

关键之一，本文构造适应度函数 g(x) 

max 1 max min( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]g x f x f x k f x f x= − + −     (11) 
由此可知，群体中最大适应度与最小适应度之

比为(1+k1)/k1。若k1过大，当前群体中最大与最小函

数值的个体有较接近的适应度和选择概率，则杂交

算子和变异算子的作用将退化至随机搜索。若k1过

小，当前群体中函数值较大的个体的适应度和选择

概率过小，失去繁殖机会，导致求得全局极值的概

率下降。一般情况下，k1取值在 0.01~0.1 之间，相

应的同代群体中个体间的最大适应度和最小适应

度之比为 11~101 之间。由于每次迭代中fmax和fmin随

群体变化而不同，使得该算法在确定适应度和选择

概率上具有自适应性和鲁棒性[12]，该算法的收敛性

证明见文献[13]。 
计算个体的适应度： 
（1）令(α, β, γ)为群体中任一个体，按式(3)计

算其相应的旋转矩阵 A。 
（2）计算转子球面上 N 个随机点的新坐标， 

其中 的上标表示迭代深度。 (1)
io

(1) (1) (1) 3 (1){ ; ; 1 , 1,2,i i i i i N= = × ∈ = =o o A o o o KR , }

)

)

 (12) 

（3）计算传感器输出向量。 

}

(1) (1) (1) (1) (1){ ( ) ( ), ( , ) min( ( , )
        1,2, ,96, 1,2, , , 1,2, ,

i m i m i jd d
i j N m N

= = =

= = =

C C s C o s o s o
K K K

(13) 

（4）计算该个体目标函数值、适应度值。 
3.5  最速下降(SD)法 

最优化理论认为，目标函数在某点的负梯度方

向是函数值下降最快的方向，由此逐步逼近极值

点。SD 算法有较强的局部搜索能力，在整个搜索

中处理小范围搜索和搜索加速的问题。 

（1）选定初始点xk∈Ω，k=0，由式(8)求该点

梯度 1 2 3(     E E Ef f f′ ′ ′∇ =f 。 
（2）若 0∇ =f ，增加步长 t 直至 为一不为

零的向量。 
∇f

（3）在初始点处沿方向 −∇ 作线性搜索，f

1k k t+ = − ⋅ ∇x x f ， 1k k= + 。 
3.6  混合遗传算法 

混合遗传算法如图 5 所示，迭代的终止条件包

括：①达到预先设定的最大迭代次数；②当前群体

中最优个体值达到设定的误差范围内；③迭代若干

次，群体中个体不再发生变化。 

Y 

初始群体 

个体适应度计算 

退出 

满足终止条件 

以概率 Pc进行交叉操作 

以概率 Pm进行变异操作 

计算个体适应度 

以概率 Ps进行 SD 
搜索，并取代父代个体 

以既定的群体规模，选 
择下一次繁殖的子代群体 

满足终止条件 
N 

 

Y

N

 
图 5  混合遗传算法 

Fig. 5  Hybrid genetic algorithm 

4  仿真计算 

球形电机是一个完整的三维场模型，边界条件

复杂，增加了磁性能、力矩分析的复杂性[14-16]。为

计算方便，忽略气隙，假定电机的转子坐标和定子

坐标于同一球面，令球心坐标为三维坐标原点，球

半径为一。计算初始位置时传感器的输出，用Matlab
仿真，当转子绕一个特定轴旋转时，目标函数f(B)
与角度的一维关系如图 6 所示。显然 0 °到 
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图 6  绕 Y 轴旋转时 f(B)与角度的关系 

Fig. 6  Plot of f(B) as B varies through Y axis 
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15°区间内，函数值近似线性变化，可以用数学方

法模拟其三维函数的求解[6]。 
取一传感器的合法输出Cx作为转子的目标位

置，随机产生遗传算法的初始种群，种群规模为

100，图 7 为初始种群的分布，令Pc=0.6，Pm=0.05，
P5=0.4，最速下降算法中步长 t 应略大于当前位置下

的分辨率，精确描述某位置的分辨率理论上要求找

出所有方向上的最大角位移，但本文最速下降过程

中每一步转子运动方向是确定的，只要计算该运动

方向上不变传感器输出的最大角位移即可，可以实

时计算，也可以建造表格进行查找，如表 1 所示，

精确到 0.001°，为计算简便，取t=1°。 
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图 7  初始种群的分布 

Fig. 7  Distribution of original population 

表 1  初始种群的适应度、各旋转方向的分辨率 
Tab. 1  Fitness and each directional resolution 

of original population 

分辨率 
初始种群(α,β,γ) 

目标 
函数值 

适应度 
 (1° 0 0) (0 1° 0) (0 0 1°)

20.96 211.53 149.8 0.73598 0.09028 0.650 0.231 0.407
105.08 249.42 177.54 0.60381 0.22246 0.362 0.018 0.445
170.43 245.95 47.88 0.6455 0.18077 0.176 0.335 0.310

设置最大迭代次数 600 次，从初始种群开始遗

传迭代，图 8 为迭代第 240 次种群的目标函数值的

分布，迭代过程中个体最优解与个体平均值的跟踪

性能如图 9 所示，可以看出图中只有 2 个平台，搜

索过程比较迅速，遗传迭代到 238 次时，种群中的

某个体达到了当前精度下的函数最小值： f = 
0.10206，与向量Cx对应的转子目标位置误差esp= 
(0.31°, 0.24°, 0.63°)。 

 

个体数 

目
标
函

数
值

 

0 20 60 80 40 100

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0.0 

 
图 8  迭代第 245 次的种群分布 

Fig. 8  Population distribution of the 245th generation 
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图 9  迭代过程中种群最优解与平均解 

Fig. 9  Optimum and average value of each generation 

5  结束语 

本文针对永磁步进球形电机的旋转特点采用

一种混合遗传算法进行转子位置检测的优化，它结

合遗传算法和最速下降算法的优点，既能收敛到全

局最优解，又解决了遗传算法局部搜索能力差的问

题，可以使得搜索达到快速而又准确的效果，为球

形电机闭环控制的实际应用奠定基础。 
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