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摘　要 : 针对带有未知但有界噪声的非线性系统 ,提出一种椭球集员滤波算法 ,并将其应用于保证故障检测

与隔离。对非线性状态方程和量测方程进行泰勒展开之后 ,通过区间分析的方法给出线性化余项存在区域的

盒子外界描述。假设过程和量测噪声由盒子限界 ,在算法的时间更新和量测更新过程中 ,分别计算包含椭球

与线段的向量和及椭球与带的交的次最小容积椭球。在椭球集员滤波算法的基础之上 ,给出传感器故障检测

与隔离的方法。由于集员滤波是保证状态估计 ,因而基于集员滤波算法的故障检测与隔离方法也具有保证

性 ,即如果发出故障警报 ,则一定有故障发生。一个二维非线性系统的例子说明了该方法的有效性。
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Abstract : A set membership filtering algorithm using ellip soidal set s for nonlinear systems with unknown but

bounded noises is p roposed and applied to guaranteed fault detection and isolation ( FDI) . After the nonlinear

state and observation equations are expended in a Taylor series , a tight box outerbounding the region in which

the linearization remainder potentially lies is found using interval analysis. Assuming that boxes are employed

to bound the process and observation noises , the time and observation updates in the algorithm require compu2
ting a subminimal2volume ellipsoid containing the vector sum of an ellipsoid and segments and the intersection

of an ellip soid and st rips respectively. Based on the filtering algorithm , sensor FDI approaches are developed.

Since the set membership filtering is a guaranteed state estimation , the FDI approaches are guaranteed FDI ap2
proaches , which means that if a fault is detected , there is t ruly a fault in the system. The proposed approaches

are applied to a two2state nonlinear system to gain insight into their inner2workings.

Key words : state estimation ; set membership ; ellipsoid ; interval analysis ; fault detection and isolation ; nonlin2
ear system

　　经典的状态估计方法一般都是假定系统噪声

为随机噪声且满足某一概率分布 ,例如卡尔曼滤

波 ( KF)和扩展卡尔曼滤波 ( E KF) 。卡尔曼滤波

是针对线性系统而提出的 ,在零均、高斯白噪声的

假设条件下 ,它可以给出系统状态的线性最小方

差无偏估计。对非线性系统 ,相应的就是扩展卡

尔曼滤波。其他的非线性滤波方法 ,例如迭代滤

波、无迹滤波 ( U KF)等 ,实质上是扩展卡尔曼滤

波的改进形式。尽管基于随机噪声假设的滤波

方法取得了广泛的应用 ,但是仍然存在一些问

题。例如 ,实际噪声的统计特性往往难以得到 ,

这直接影响了估计的效果 ;还有 ,系统状态的不

确定性是由置信区间来描述的 ,而置信区间不

是硬界 ( hard bounds)描述。以上问题说明基于

随机噪声假设的滤波方法不能用于保证故障检

测与隔离。

解决以上问题的一种方法 ,就是采用集员滤

波 (SMF) 。集员滤波是在未知但有界 ( unknown

but bounded)噪声假设条件下的滤波方法。集员

滤波算法所完成的工作就是在状态空间中找到一

个与量测数据和已知噪声界相容的成员集。目前

集员滤波的最大局限性就是大多数集员滤波算法

都是针对线性系统而设计的。虽然已经有一些非

线性集员滤波算法[122 ]被报道 ,但文献 [ 3 ]指出这

些算法的一个主要问题就是不易在线运算。为了

满足在线运算的需要 ,文献[ 3 ]提出一种针对在线

应用的非线性集员滤波算法。本文在其基础之
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上 ,给出了一种计算有效性更好的非线性集员滤

波算法并将其应用于保证故障检测与隔离。

1　问题描述

给定非线性离散时间系统模型

xk = f ( xk- 1 ) + wk- 1 (1)

yk = h( xk ) + bk + vk (2)

式中 : xk ∈Rn 和 y k ∈Rm 分别为系统状态和量测

向量 ; wk - 1 ∈Rn 和 vk ∈Rm 分别为未知的过程和

量测噪声向量 ; bk ∈Rm 为未知的传感器故障向

量 ; f : Rn →Rn 和 h : Rn →Rm 为已知的二次可微函

数。假设过程和量测噪声未知但有界 ,分别属于

已知盒子

W k- 1 = { wk- 1 : | w i , k- 1 | ≤ωi , k- 1 , i = 1 , ⋯, n}

(3)

V k = { vk : | v i , k | ≤υi , k , i = 1 , ⋯, m} (4)

式中 : w i , k - 1和 vi , k分别为向量 wk - 1和 vk 的第 i 个

分量 ;ωi , k - 1 > 0 ,υi , k > 0。已知系统初始状态 x0 属

于椭球集合

E0 = { x0 :[ x0 - x̂0 ]T P- 1
0 ( x0 - x̂0 ) ≤1} (5)

式中 : x̂0 ∈Rn 为椭球中心 ; P0 ∈Rn×n为描述椭球

形状和方向的正定矩阵。

首先给出集员滤波算法 ,即假设 bk = 0 ,根据

系统方程式 (1)和量测方程式 (2) ,椭球 E0、集合

W k - 1和 V k 以及量测量 y k ( k = 1 ,2 , ⋯, N )给出包

含系统状态可行集的椭球 EN。然后 ,给出基于此

集员滤波算法的传感器故障检测与隔离方法 ,即

假设 bk ≠0 ,根据以上条件对传感器故障进行检

测与隔离。

2　非线性系统的椭球集员滤波算法

假设 bk = 0 ,状态 xk - 1的可行集的外界描述

为椭球

Ek- 1 = { xk- 1 :[ xk- 1 - x̂k- 1 ]T ·

P- 1
k- 1 ( xk- 1 - x̂k- 1 ) ≤1} (6)

式中 : x̂k - 1 ∈Rn 为椭球中心 ; Pk - 1 ∈Rn×n为正定

矩阵。

(1) 时间更新

对式 (1)在点 x̂k - 1处进行泰勒展开得

xk = f ( x̂k- 1 ) +

Δ

x f ( x̂k- 1 ) ( xk- 1 - x̂k- 1 ) +γk- 1 +wk- 1

(7)

式中 :

Δ为梯度算子 ;γk - 1 ∈Rn 为线性化余项。定

义向量

�xk- 1 = f ( x̂k- 1 ) +

Δ

x f ( x̂k- 1 ) ( xk- 1 - x̂k- 1 ) 　(8)

和向量 �wk - 1 =γk - 1 + wk - 1 ,得

xk = �xk- 1 + �wk- 1 (9)

要得到包含状态 xk 的时间更新椭球 E k| k - 1 ,应首

先在 xk - 1 ∈Ek - 1和 wk - 1 ∈W k - 1的条件下 ,对向量

�xk - 1和向量 �wk - 1的可能存在区域进行描述。

由于 xk - 1 ∈Ek - 1 ,根据式 ( 6 ) ,有 �xk - 1属于

椭球

�Ek- 1 = { �xk- 1 :[ �xk- 1 - f ( x̂k- 1 ) ]T ( Δx f ( x̂k- 1 ) Pk- 1 ·

[

Δ

x f ( x̂k- 1 ) ]T ) - 1 ( �xk- 1 - f ( x̂k- 1 ) ) } ≤1 (10)

文献 [ 3 ]根据区间分析的方法给出线性化余项

γk - 1的可能存在区域 ,其结果为一个有界棱正交

多胞形 (盒子)

Γk- 1 = {γk- 1 : |γi , k- 1 | ≤εi , k- 1 , i = 1 , ⋯, n}

(11)

式中 :γi , k - 1为余项γk - 1的第 i 个分量 ;εi , k - 1 ≥0。

根据式 (11)和式 (3) ,有

| �w i , k- 1 | = |γi , k- 1 + w i , k- 1 | ≤|γi , k- 1 | +

| w i , k- 1 | ≤�ωi , k- 1 　　( i = 1 , ⋯, n) (12)

式中 : �w i , k - 1为向量 �wk - 1的第 i 个分量 ; �ωi , k - 1 =

εi , k - 1 +ωi , k - 1。即向量 �wk - 1的存在区域为盒子

�W k- 1 = { �wk- 1 : | �w i , k- 1 | ≤�ωi , k- 1 , i = 1 , ⋯, n}

(13)

　　可见 ,时间更新椭球 Ek| k - 1应为包含椭球

�Ek - 1与盒子 �W k - 1的向量和的最小容积椭球。文

献[4 ]指出 ,盒子 �W k - 1可分解为若干个线段的向

量和 ,可以将包含椭球 �Ek - 1与这些线段的向量和

的次最小容积椭球作为时间更新椭球 Ek| k - 1 ,以

减少计算量。因此 ,采用如下算法计算椭球

Ek| k - 1。

中心 x̂k| k - 1由下式计算

x̂k| k- 1 = f ( x̂k- 1 ) (14)

　　矩阵 Pk| k - 1由如下递推过程完成 :

①初始化

P0
k| k- 1 =

Δ

x f ( x̂k- 1 ) Pk- 1 [

Δ

x f ( x̂k- 1 ) ]T (15)

　　②递推　对 i = 1 , ⋯, n计算

Pi
k| k- 1 = (1 + p i ) Pi- 1

k| k- 1 + (1 + p - 1
i ) �ω2

i , k- 1 I i I
T
i

(16)

式中 : I i 为 n 维单位阵的第 i 列。而满足最小化

椭球 Ei
k| k - 1容积的参数 pi 为如下方程的正根

np2
i + ( n - 1) ai p i - ai = 0 (17)

式中 : ai = �ω2
i , k - 1 IT

i ( Pi - 1
k| k - 1 ) - 1 I i。
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最后取 Pk| k - 1 = Pn
k| k - 1。

(2) 量测更新

对式 (2)在点 x̂k| k - 1进行泰勒展开得

yk = h( x̂k| k- 1 ) +

Δ

x h ( x̂k| k- 1 ) ( xk - x̂k| k- 1 ) +λk +vk

(18)

式中 :λk ∈Rm 为线性化余项。定义向量 �vk =λk +

vk ,有

yk = h( x̂k| k- 1 ) +

Δ

x h ( x̂k| k- 1 ) ( xk - x̂k| k- 1 ) + �vk

(19)

根据文献 [3 ]提出的方法 ,当 xk ∈Ek| k - 1时 ,线性

化余项λk 存在区域为盒子

Λk = {λk : |λi , k | ≤δi , k , i = 1 , ⋯, m} (20)

式中 :λi , k为余项λk 的第 i 个分量 ;δi , k ≥0。根据

式 (20)和式 (4) ,有

| �v i , k | = |λi , k + vi , k | ≤|λi , k | +| v i , k | ≤�υi , k

( i = 1 , ⋯, m) (21)

式中 :�v i , k为向量 �v k 的第 i 个分量 ;�υi , k =δi , k +υi , k。

即向量 �vk 的存在区域为盒子

�V k = { �vk : | �v i , k | ≤�υi , k , i = 1 , ⋯, m} (22)

根据式 (19)和式 (22) ,可得状态 xk 属于下列集合

S i
k = { xk : z i

k - �υi , k ≤ HT
i , k x k ≤ z i

k + �υi , k }

( i = 1 , ⋯, m) (23)

的交集 ,其中 :

z i
k = y i , k - hi ( x̂k| k- 1 ) + HT

i , k x̂ k| k- 1 (24)

[ H1 , k , ⋯, Hm , k ] = [

Δ

x h ( x̂k| k- 1 ) ]T (25)

式中 : y i , k和 h i ( ·)为向量 yk 和 h ( ·)的第 i 个

分量。

定义集合

Rk = ∩
m

i = 1
S i

k (26)

量测更新椭球 Ek 则应为包含椭球 E k| k - 1与集合

Rk 的交集的最小容积椭球。实际上 ,集合 Rk 为

多个带的交集 ,文献 [ 4 ]指出 ,可以将包含椭球

Ek| k - 1与这些带的交集的次最小容积椭球作为量

测更新椭球 Ek ,以减少计算量。因此 ,采用如下

算法计算椭球 Ek。

中心 x̂k 和矩阵 P k 由如下递推过程完成 :

①初始化

x̂0
k = x̂k| k- 1 (27)

P0
k = Pk| k- 1 (28)

　　②递推　对 i = 1 , ⋯, m计算

gi = HT
i , k P i- 1

k H i , k (29)

<i = ( z i
k - HT

i , k x̂ i - 1
k + �υi , k ) / gi (30)

φi = ( z i
k - HT

i , k x̂ i - 1
k - �υi , k ) / gi (31)

　　如果 <i > 1 ,则置 <i = 1 ;如果φi < - 1 ,则置

φi = - 1。如果 <iφi ≤- 1/ n ,则置 Pi
k = Pi - 1

k , x̂i
k =

x̂i - 1
k ;否则计算

x̂i
k = x̂i - 1

k + qi
�P i

k H i , ke i

d2
i

(32)

Pi
k = 1 + qi -

qie
2
i

d2
i + qi g i

�P i
k (33)

式中 :

�Pi
k = Pi- 1

k -
qi

d2
i + qi g i

P i- 1
k H i , k H T

i , k P i - 1
k (34)

ei = gi

<i +φi

2
, di = gi

<i - φi

2
(35)

而满足最小化椭球容积 Ei
k 的参数 q i 为如下方程

的正根
( n - 1) g2

i q2
i + [ (2 n - 1) d2

i - gi + e2
i ] gi q i +

[ n( d2
i - e2

i ) - gi ] d2
i = 0 (36)

　　最后取 x̂k = x̂m
k ; Pk = Pm

k 。

3　传感器故障检测与隔离方法

借鉴文献[5 26 ]的思路 ,给出了基于椭球集员

滤波算法的故障检测与隔离方法。

(1)传感器故障检测方法

如果椭球 E0 以及盒子 W k - 1和 V k 均正确 ,且
传感器没有发生故障 ,即 bk = 0 ,则集合

X k = Ek| k- 1 ∩
m

i = 1
S i

k ≠ Á (37)

但是 ,如果传感器发生故障 ,即对某 k 时刻有

b k ≠0 ,则集合 X k 可能是空集。因此传感器故障
检测方法为检查集合 X k 是否为空 ,即对 Π i ,检查

<i 是否小于 - 1或者检查φi 是否大于 1。如果上

述条件成立 ,则可断定传感器发生故障。

(2)传感器故障隔离方法

尽管以上方法可以检测出传感器故障 ,但不

能给出哪个传感器发生故障。以下给出两种故障

隔离方法。

方法 1 　本方法需要设计 m个集员滤波器 ,

分别将量测值 y i , k作为第 i 个滤波器的输入信号。

如果对第 i个滤波器在某 k 时刻有集合 X i
k 为空 ,

则可断定第 i个传感器发生故障。

方法 2　本方法同样需要设计 m个集员滤波

器 ,与方法 1的不同之处在于 ,此处需要将除 y i , k

以外的所有量测值作为第 i 个滤波器的输入信

号。如果对第 i个滤波器有集合 X - i
k 不空 ,而对

其他滤波器 j≠i ,有相应的集合 X - j
k 在某 k 时刻

为空 ,即可断定第 i个传感器发生故障。

4　仿真研究

给定一非线性系统 ,其动力学方程为

059
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ẍ + k0 x (1 + kd x2 ) + cÛx = 0 (38)

式 (38)也称为 Duffing方程 , 此方程可作为很多

实际物理过程 (例如非线性振动和非线性电路)的

抽象表示。为了进行状态估计 ,首先需要对式

(38)建立形如式 (1)的非线性离散时间系统模型。

令ΔT为采样时间 , x1 , k和 x 2 , k分别代表变量 x 和

Ûx 在 kΔT时刻的采样值。其中

f ( xk- 1 ) =
x1 , k- 1 +ΔTx 2 , k- 1

x2 , k- 1 -ΔT[ k0 x1 , k- 1 (1 +kd x2
1 , k- 1 ) +cx2 , k- 1 ]

(39)

然后设计形如式 (2)的量测方程 ,其中

h( xk ) = [ x1 , k 　x2 , k ]T (40)

采用椭球集员滤波算法对上述模型进行状态估计

时 ,需要对式 (39)进行泰勒展开 ,其线性化余项

γk - 1属于盒子Γk - 1见式 (11) ,其中

ε1 , k- 1 = 0 (41)

ε2 , k- 1 = 3ΔTk0 kd [ ( P1 ,1
k- 1 ) 3/ 2 + P1 ,1

k- 1 | x̂1 , k- 1 | ]

(42)

式中 : P1 ,1
k - 1为矩阵 Pk - 1的第 1行第 1列元素。

在下面的仿真研究中 ,假设量测噪声服从均匀分

布 ,系统参数如表 1所示。

表 1　系统参数

Table 1　System parameters

ΔT k0 kd c ωi , k21 υi , k x0

01 1 211 3 014 01005 01 01 [01 2　01 3 ] T

首先假设传感器未发生故障 ,图 1 和图 2 分

别给出了在初始状态估计 x̂0 = [012　013 ]T 以及

初始椭球矩阵 P0 = 0101 I的条件下 ,采用 SMF和

E KF估计状态的上下界α+
k ,α-

k 和β+
k ,β-

k (3σ置

信区间) 。可见 ,采用 E KF得到的置信区间不一

定包含状态真值 ,因而不是硬界描述。此外 ,由于

很难保证模型误差满足零均、高斯白噪声假设 ,因

而可以看出 E KF的性能受到影响。图 3 给出了

线性化余项上界ε2 , k - 1的变化曲线。可以看出 ,当

k≥2时 ,由于 P1 ,1
k - 1变化不大 (这是由椭球 Ek - 1容

积变化不大造成的) ,ε2 , k - 1的变化规律由| x̂1 , k - 1 |

决定。

为了验证基于此集员滤波算法的传感器故障

检测与隔离方法的有效性 ,假设第 1 个传感器发

生故障 ,当 k∈[1 ,50)时 , b1 , k = 0 ;当 k∈[50 ,100 ]

时 , b1 , k = 0103 + 0101L ,其中 , L > 0。以下针对 L

的不同取值 ,各进行 200 次蒙特卡罗仿真。如果

在时刻 50之前给出警报 ,则为误检 ;如果在时刻

图 1　采用 SMF估计状态的界

Fig1 1　Estimation of state bounds using SMF

　　

图 2　采用 E KF估计状态的界

Fig1 2　Estimation of state bounds using EKF

159
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图 3　线性化余项γ2 , k21的上界

Fig 3　Upper bounds of t he linearization remainderγ2 , k21

101之前未给出警报 ,则为漏检。表 2 和表 3 分

别给出了采用集员滤波方法进行故障检测和隔离

的仿真结果。由于所有情况的误检率为 0 ,所以

表中省去了这项。可见 ,采用集员滤波方法可以

有效地进行传感器故障检测与隔离。而采用扩展

卡尔曼滤波方法进行故障检测和隔离的误检率为

100 % ,这是因为此时噪声不满足零均、高斯白噪

声假设的这一事实导致了基于χ2 检验法的故障

检测策略失效。

表 2　故障检测结果

Table 2　Results of fault detection

L 漏检率/ %
最小

检测延迟

最大

检测延迟

平均

检测延迟

0 751 5 0 1 0102

1 0 0 33 2131

2 0 0 6 0105

表 3　故障隔离结果

Table 3　Results of fault isolation

L 漏检率/ %
最小

检测延迟

最大

检测延迟

平均

检测延迟

0 84 0 4 0119

1 46 0 2 0105

2 9 0 0 0

5　结　论

首先提出一种针对非线性系统的椭球集员滤

波算法 ,然后在此集员滤波算法的基础上给出了

传感器故障检测与隔离方法。由于集员滤波是保

　

证状态估计 ,因而它可以给出状态不确定性的硬

界描述 ,并且基于集员滤波算法的故障检测与隔

离方法也具有保证性 ,即如果给出故障警报 ,则一

定有故障发生。此外 ,结合文献 [ 4 ]还可以看出 ,

本文给出的集员滤波算法比文献 [ 3 ]给出的算法

具有更好的计算有效性。
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