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第5章对流传热的理论基础

5.1  对流传热概说

自然界普遍存在对流传热，它比导热更复

杂

到目前为止，对流传热的研究还不充分

某些方面还处在积累实验数据的阶段；

某些方面研究较详细，但由于数学上的

困难；目前工程中可应用的公式多数为

经验公式（实验结果）
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一、牛顿公式

( )5 1Q h A tΔ −=

只是对流换热系数 的一个定义式，它并没

有揭示 与影响它的各物理量间的内在关系

h
h

5.1  对流传热概说

流体有无相变

流体流动的起因

换热表面的几何因素

流体的流动状态

流体的物理性质

h影响对流换热系数 的因素有以下 5 方面
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二、对流换热的分类树

对流换热

单相对流换热

相变对流换热

5.1  对流传热概说

二、对流换热的分类树

管内强制对流换热

流体横掠管外强制对流换热

流体纵掠平板强制对流换热

单相

对流

换热

自然对流

混合对流

强制对流

大空间自然对流
层流

紊流

有限空间自然对流
层流

紊流
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二、对流换热的分类树

沸腾换热

凝结换热

大容器沸腾

管内沸腾

膜状凝结

珠状凝结

相变对
流换热

三、流动边界层

层流底层 缓冲层

∞u

湍流过渡流层流

cx

y

x

δ ′δ

5.1  对流传热概说
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三、流动边界层

1. 物理现象 当粘性流体在壁面上流动

时，由于粘性的作用，在靠近壁面的处

流速逐渐减小，而在贴壁处流体将被滞

止而处于无滑移状态。即：直接贴附于

壁面的流体速度实际上等于零，在流体

力学中称为贴壁处的无滑移边界条件

5.1  对流传热概说

2. 实验测定 若用仪器测出壁面法向

（ 向）的速度分布，如上图所示。

在 处， ；此后随 ，

。 经过一个薄层后 接近主流速

度。

三、流动边界层

= 0y

y

= 0u ↑y

↑u u
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三、流动边界层

3. 定义 这一薄层称为流动边界层（速度

边界层），通常规定： （主

流速度）处的距离 为流动边界层厚

度，记为 。

∞= 0.99u u
y

δ

三、流动边界层

16 /u m s=

1 m 5 mm

4. 数量级 流动边界层很薄，如空气，

以 掠过平板，在离平板前

缘 处的边界层厚度约为 。
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三、流动边界层

5mm

0

3200 /m s

16 /m s

5. 物理意义 在这样薄的一层流体内，其

速度梯度是很大的。在 的薄层

中，气流速度从 变到 ，其法

向平均变化率高达每米 。

式中： —— 向的粘滞剪应力

—— 动力粘度

xτ x 2N m⎡ ⎤⎣ ⎦

( )kg m s•⎡ ⎤⎣ ⎦μ

∂
=

∂x
u
y

τ μ
根据牛顿粘性定律，流体

的剪应力与垂直运动方向

的速度梯度成正比，即：

对于工业中常用流体，如空气，烟气，

水等，虽然其粘性很低，但因为速度梯度

大，边界层内仍会有较大的粘滞剪应力
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三、流动边界层

6. 掠过平板时边界层的形成和发展（如上

图）

(1) 流体以速度 流进平板前缘后，边

界层逐渐增厚，但在某一距离 以前

会保持层流。

cx
∞u

三、流动边界层

(2) 但是随着边界层厚度的增加，必然会

导致壁面粘滞力对边界层外缘影响的减

弱。自 处起，层流向湍流过渡（过渡

区），进而达到旺盛湍流，故称湍流边

界层。

(3) 湍流边界层包括湍流核心、缓冲层、

层流底层。在层流底层中具有较大的速

度梯度。

cx
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7. 临界雷诺数

——运动粘度 ， ；

——动力粘度

∞=Re c
c

u x
ν

三、流动边界层

μ

ν ( )2m s ν μ ρ=

（帕斯卡）

三、流动边界层

[ ]

[ ]

2

2 2( ) kg m s s
m

P

N skg m

a

m

s

s •
•

•

•
•

⎡ ⎤
⇒ ⇒⎢ ⎥

⎣ ⎦
⇒

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

( )2Pa N m
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采用临界雷诺数 来判别层流和湍流。

对管内流动： 为层流

为湍流

对纵掠平板：一般取

<Re 2300c

三、流动边界层

= × 5Re 5 10c

Rec

>Re 10000c

8. 小结 综上所述，流动边界层具有下列

重要特性

(1) 流场可以划分为两个区：

边界层区——必须考虑粘性对流动的影

响，要用 方程求解。−N S

三、流动边界层
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主流区——边界层外，流速维持 不

变。由于速度梯度很小，粘滞性所造成

的切应力可以忽略。因此流动可以作为

理想流体的无旋流动，用描述理想流体

的运动微分方程求解。

三、流动边界层

∞u

三、流动边界层

(2) 边界层厚度与壁面尺度相比，是一个很

小的量 。>>l δ

= 4.0 /u m s = 3cmδ= 1.1l m

= 0.5 /u m s = 1.1l m = 3cmδ
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(3) 边界层分：

层流边界层——速度梯度较均匀地分

布于全层。

湍流边界层——在紧贴壁面处，仍有

一层极薄层保持层流状态，称为层流

底层。

速度梯度主要集中在层流底层。

三、流动边界层

(4) 在边界层内，粘滞力与惯性力数量

级相同。

四、热边界层

5.1  对流换热概说

θ

y

x

等温流动区

温度边界层

δ
tδ

∞θ

, 0wt t θ= =

∞ ∞,u t
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由于速度在壁面法线方向的变化出现了

流动边界层，同样，当流体与壁面之间

存在温度差时，将会产生热边界层，如

上图所示。

在 处，流体温度等于壁温 ，= wt t= 0y
= − = 0wt tθ

四、热边界层

在 处，流体的温度接近主流的温

度 ，这一区域称为热边界层或温度边

界层。 称为热边界层的厚度tδ

t∞
= ty δ

四、热边界层

热边界层以外可视为等温流动区（主流区）
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五、普朗特准则

速度边界层是否与温度边界层一样厚？

当：

重力场可忽略不计

压力梯度为零

流动与换热的边界条件相仿时

五、普朗特准则

其物理意义：温度场与速度场的相似程度

可用普朗特数 来反映：速度边界

层和温度边界层两者增厚的相对快慢

=Pr / aν

2 /m s

2 /m s
a
ν式中： 运动粘度 ；

导温系数 。

5.1  对流传热概说
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五、普朗特准则

∂
= − + ∇

∂
2

x
Du PF u
D x

ρ μ
τ

原因：动量方程（以 向为例）：x

若重力场可忽略 ，压力梯度为

零 ，且：

= 0xF
∂

=
∂

0P
x

= μν ρ

五、普朗特准则

能量方程：

即：动量方程与能量方程有完全类似的形

式。

= ∇2Dt a t
Dτ
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五、普朗特准则

= aν
=Pr 1

= tδ δ

即

则

> aν
>Pr 1

> tδ δ

即

则

< aν
<Pr 1

< tδ δ

即

则

六、求对流换热系数的方法

如前所述，影响对流换热系数的因素有

以下各方面：

流体有无相变——单相流，两相流，多

相流

流动的原因——自然对流，强制对流，

混合对流
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流动状态

层流（垂直流动方向无微团转移，流

线彼此平行，热量的转移主要依靠导

热）

湍流（垂直流动方向出现激烈的漩涡

扰动，热对流起主导作用）

六、求对流换热系数的方法

流体的物理性质：

导热系数 ，层流层热阻 ， ；

，单位体积流体微团携带的热

量 ，对流作用转移热量的能力 ，

六、求对流换热系数的方法

↑λ ↓ ↑h

↑pcρ

↑h↑ ↑
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流体的物理性质：

六、求对流换热系数的方法

体积膨胀系数 ，自然对流作用越

强，导致换热 。

↑β

↑

动力粘度 ，剪应力 ， （流动、

热边界层的厚度） ， ↑ h↓

↑μ ↑ , tδ δ

换热表面的几何尺寸、形状与位置——

定型尺寸，壁面几何形状因素。

六、求对流换热系数的方法
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六、求对流换热系数的方法

−

= ( , , , , , , )

( 2)

, ,

5

,p w fh f u c t t lλ ρ μ β φ

牛顿公式把所有复杂因素均放在换热

系数 中考虑h

因此，求解对流换热，实际上就是求换热

系数 。为了寻找式(5-2) 的具体表达式，

常用以下两种方法

h

1. 数学分析法

解析法——解微分方程，或用边界层理

论简化后求解

数值法（不讲）

比拟法——半实验法，传热与流体力学

比拟。

六、求对流换热系数的方法
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数学分析法还未达到普遍应用，但可

指导实验；提供标准和评价其它解。

2. 实验研究法：用准则来整理实验数据。

（是目前设计计算的主要计算式）

六、求对流换热系数的方法
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第5章对流传热的理论基础

5.2  对流换热问题的数学描述

一、换热微分方程式

由牛顿公式，微元表面在单位时间内

对流换热量为

=x x xdQ h t dAΔ
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一、换热微分方程式

=

∂
− =

∂ 0
x x

y

t h t
y

λ Δ

或

=

∂
= − −

∂ 0

(5 3)x
x y

th
t y
λ
Δ

在稳态情况下，根据热平衡原理，这部分

热量在数值上必须等于通过紧贴壁面上不

动流体层的导热量，即

上式给出了用温度分布来表示局部换热系

数的关系式。当 ， 及 已知时，

由式(5-3) 就可求出局部换热系数 ，然

后按面积平均，则可得到平均换热系数

一、换热微分方程式

λ

h

xtΔ
=

∂
∂ 0y

t
y

xh
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一、换热微分方程式

然而，欲知 ，必须知道流体内温度

分布规律，故必须建立描述温度场的能量

微分方程式

=

∂
∂ 0y

t
y

5.2   对流换热问题的数学描述

1. 固体或不流动的流体内的导热微分

方程（能量守恒微分方程）

在第二章中，我们推导了固体的能量

方程，即导热微分方程。

二、能量微分方程
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二、能量微分方程

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

2 2 2

2 2 2
p

t t t t
c x y z
λ

τ ρ

对于三维直角坐标系下，非稳态、无内热

源、定物性，有

这里采用了定压比热 ，实际上，对于

密度为常量的流体来说，定压比热与定容

比热并无区别

pc

2. 流动流体的能量守恒微分方程

二、能量微分方程

上式只适用于固体或不流动的流体内

的导热。对于流动的流体
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二、能量微分方程

= -
微元体内
流体焓的
增量

导热导入
微元体的

热量

导热导出
微元体的

热量

+
对流流出
微元体的

热量

对流流入
微元体的
热量

-

二、能量微分方程

3. 简化假设

流体为不可压缩的牛顿型流体；（服从

牛顿粘性定律 的流体，

简称牛顿流体）

( )x u yτ μ= ∂ ∂
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空气、水等许多流体都属于牛顿流体

少数高分子溶液如油漆、泥浆等不遵

守牛顿粘性定律，称非牛顿型流体

流体物性为常数、无内热源

粘性耗散产生的耗散热可以忽略不计

二、能量微分方程

4. 有两种推导方法
二、能量微分方程

+ + +

∂
=

∂
− + − + −

p

x x dx y y dy z z dz

tc dxdydz

Q Q Q Q Q Q

ρ
τ

再列出： 各项，代入整理+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅,x x dxQ Q

第一种：如教课本上所采用的方法，列

出能量守恒方程式（p.203-205）
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4. 有两种推导方法

二、能量微分方程

第二种：从全微分的角度出发

二、能量微分方程

5. 对流条件下，

时间内，微元体

将沿 三

个方向分别移

动 、 、

距离，见图。

dτ

, ,x y z

dx dy dz
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第二种：从全微分的角度出发

二、能量微分方程

因为我们研究的对象在运动，因此，不能

将 视为常数。因为在微分时段

中，这一流体质点将从 点运

动到新的位置

, ,x y z dτ
( , , )M x y z

' ' ' '( , , )M x y z

二、能量微分方程

即，运动着的质点本身的坐标是时间 的

函数。因此，微元体的位置 也是

时间 的函数。

这样，对 取时间的导数时，

必须用全微分

τ

( , , )x y z

τ

= ( , , )t f x y z

[ ]= ( ), ( ), ( ),t f x y zτ τ τ τ
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二、能量微分方程

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

Dt t t x t y t z
D x y z

t x y zu v w

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

这里： ， ， 即在

三个方向的速度分量

∂
=
∂
xu
τ

∂
=
∂
yv
τ

∂
=
∂

zw
τ

则，运动流体的能量守恒微分方程式为

二、能量微分方程

∇2a t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

2 2 2

2 2 2
p

t t t tu v w
x y z

t t t
c x y z

τ

λ
ρ

(5-4)
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二、能量微分方程

上式为：三维直角坐标系下，非稳态

不可压牛顿流体、无内热源、定物性，忽

略粘性耗散项的运动流体的能量守恒微分

方程式。

显然，当流体不流动时，或对于固体

= = = 0u v w

二、能量微分方程

∂
= ∇

∂
2t a t

τ
则上式可简化为：

三维直角坐标系下，非稳态、无内热源、

定物性的能量守恒方程（针对固体或不流

动的忽略粘性耗散项的不可压牛顿流体）

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

= ∇2

t t t tu v w
x y z

a t

τ
= = = 0u v w
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对于二维情况，式(5-4) 可简化为：

二、能量微分方程

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

⎡ ⎤∂ ∂
= +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

2 2

2 2
p

t t t tu v w
x y z

t t
c x y

τ

λ
ρ

(5-5)=教课本(5-6)

注意：能量守恒微分方程式的一般形式：

非稳态项 + 对流项 = 扩散项 + 源项

二、能量微分方程

在能量守恒微分方程中，出现了流速

，说明对流换热时，温度场受

流场的影响。

, ,u v w
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三、动量微分方程，纳维—斯托克斯方程

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

− + −
∂

= ∇
∂

2 (5 6)x

u u u uu v w
x y z

PF u
x

ρ
τ

μ

以 向为例x

二维问题，见教课本p.205，式(5-9)、(5-10)

三、动量微分方程，纳维—斯托克斯方程

以式(5-6) 为例，式中出现了 4 个变

量： ，但只能列出三个方

程，因此，还需列出连续性方程

, , ,u v w P
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四、连续性方程

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
−0 (5 7)u v w

x y z

二维问题，见教课本p.205，式(5-8) 

五、小结

求解对流换热需要一组微分方程

换热微分方程 (5-3)

但是其中包括温度梯度，需设法知道

温度分布，故必须建立描述温度场的

能量微分方程式。
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五、小结

能量微分方程 (5-4)

用来求温度梯度，但在能量微分方程

中，出现了流速 ，说明对流

换热时，温度场受流场的影响

, ,u v w

五、小结

动量微分方程 (5-6)

用来求速度，但未知数个数 > 方程式

数

有 3 个分式，4 个变量 , , ,u v w P
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五、小结

连续性方程 (5-7)，加上

几何条件

物理条件

初始条件

边界条件

就成为对流换热完整的数学描述

五、小结

如果 已知（在物理条件中给

出它们的具体数值），则对于

, , ,pcλ ρ μ

, , , , ,h t u v w P3D， ，6个未知数，6个

方程式，方程组封闭，理论上可解

, , , ,h t u v P2D， ，5个未知数，5个方

程式，方程组封闭，理论上可解
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五、小结

如果 是温度、压力的函数, , ,pcλ ρ μ

还需补充一个状态方程

= 1( , )f P Tρ

3个物性方程

2 3 3( ) ( ) ( )pf t c f t f tλ μ= = =

五、小结

这样，对3D问题，10个未知数，10个方

程式，方程组封闭

对2D问题，9个未知数，9个方程式，方

程组封闭

然而，由于纳维—斯托克斯方程的复杂

性，要针对实际问题在整个流场内数学

上求解上述方程组却是非常困难的
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五、小结

由于问题的复杂，单靠数学家是很难解

决这一问题。这时就必须依靠物理学家

提出新的物理概念和新的物理模型。

1904年，德国科学家普朗特（Prandtl）提

出了边界层概念（Boundary layer）

5.3  边界层型对流传热问题
的数学描述

一、简史

普朗特，德国科学家（慕尼黑工业大学

教授）。1904年，他创造性地运用数量级

对比法，简化了原始的微分方程组，开拓

了对流换热理论界的道路，成为流体力学

和传热学发展史中的一个里程碑。
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5.3  边界层型对流传热问题的数学描述

二、数量级

在以下的讨论中，要涉及数量级的概

念，为此，我们先介绍一下数量级。

二、数量级

什么是数量级？对此问题千万不能作

机械的理解。通常我们说：1-9 属同一数量

级，11 ~ 99 属另一数量级。

但是，绝不能由此得出结论说，9 和
11 分属两个不同的数量级，因为，11 比 9 
仅仅大 22%而已。
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二、数量级

所谓： “a 与 b 差一个数量级”，指的

是 或 ，也就是说一个

量比另一个量大的多，大到后者可以忽

略的地步。

<<a b<<b a

什么叫可以忽略？这要看你所要求的精

度

二、数量级

精度要求10%，则1与10相比可忽略

精度要求1%，则1与100相比才可忽略

因此，不能把“数量级”概念理解得太

具体，不能在同一数量级内再比较大

小，它在一定程度上是一个抽象的概念
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5.3  边界层型对流传热问题的数学描述

三、数量级分析

指：通过比较方程式中各项量级的相对大

小，把量级较大的项保留下来，而舍去量

级较小的项，实现方程式的合理简化

5.3  边界层型对流传热问题的数学描述

四、边界层微分方程组

二维，稳态，重力场可忽略的强制对

流换热



21

四、边界层微分方程组

是指数量级

远小于

符号“~”表示数量级相

当于的意义
~ (1)l O

( )~t Oδ δ

1. 由边界层性质知

( )~ Oδ δ
(1)O

( )O δ

四、边界层微分方程组

因为 与 相当

因为 在边界层内，

即

因为

因为~ (1)u O

~ (1)t O

~ ( )y O δ

∞≤ ≤0 u u

~ (1)x O

∞≤ ≤0 t t

x l

y

≤ ≤0 y δ
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四、边界层微分方程组

∂ ∂
= −

∂ ∂
u v
x y

2. 连续性方程

*

*
1
1 *

δ
δ

等式两边必须具有

同样的数量级

~ ( )v O δ因此：

*y δ

四、边界层微分方程组

2 2

2 2
u u P u uu v
x y x x y

ρ μ
⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3. 动量方程

注意：

2

2
u u

x xx
∂ ∂ ∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂ ∂∂ ⎣ ⎦
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四、边界层微分方程组

1* 1*1 1* *
1* *

δ
δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 2
u u P u uu v
x y x x y

ρ μ
⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
2

1* 1*
1* ( )*

δ
δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1

惯性力 ~ (1)O

式中各项的数量级应相同，所以 ~ (1)P O
x

∂
∂

在边界层内，粘滞力与惯性力数量级相同

~ (1)O粘滞力

四、边界层微分方程组

在边界层内，粘滞力与惯性力数量级相

同

若密度 的数量级定为 1 ，则动力粘

度 2~ ( )Oμ δ
ρ

若取 ，则， 且式

中各项的数量级均为

故取方便些 ~ (1)Oρ

( )O δ

3~ ( )Oμ δ~ ( )Oρ δ
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四、边界层微分方程组

* *1* 1* *
1* *
δ δδ

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2 2
v v P v vu v
x y y x y

ρ μ
⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( )2
2

* **
1* ( )*
δ δδ

δ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

δ

~ ( )O δ
可略3δ

~ ( )O δ

四、边界层微分方程组

式中各项的数量级应相同，所以

表明，沿 向压力梯度很小，以至可以认

为边界层内的压力与 无关。

~ ( )P O
y

δ∂
∂

y

y
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四、边界层微分方程组

1* 1*1* *
1* *t

δ
δ

2 2

2 2
t t t tu v a
x y x y

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ = +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

2
1* 1*
1* ( )*tδ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

4. 能量方程

~ (1)O
2

1~ O
δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

因此
2~ ( )ta O δ

温度边界

层 ~ ( )tO δ

四、边界层微分方程组

5. 由于总压力仅沿 向变化，因此可以

将 改写为 。于是，利用边界

层概念简化的边界层换热微分方程组为

x

P
x

∂
∂

dP
dx
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四、边界层微分方程组

向动量方程中 与 相

比可略

x
∂
∂

2

2
u

y
∂
∂

2

2
u

x

因为： 向动量方程中各项数量级均

为 ，故可略

y

( )O δ

∂
∂

2

2
t

x
∂
∂

2

2
t

y
能量方程中 与 相比可略

四、边界层微分方程组

0u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

(5-8a)=教课本(5-15)

2

2
t t tu v a
x y y
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

(5-8c)=教课本(5-17)

2

2
1u u dP uu v

x y dx y
ν

ρ
∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂

(5-8b)=教课本(5-16)

μν
ρ

=
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四、边界层微分方程组

∞+ + =
2

2
upz const

ρ

为边界层边缘上的流速∞u

注意：式(5-8) 中的 可由边界层外理

想流体的伯努利方程确定

dP
dx

四、边界层微分方程组

∞+ =
2

2
up constρ略去高度的影响

∞
∞= −

dudp u
dx dx

ρ对上式求导

或
∞

∞− =
dudp u

dx dx
ρ
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四、边界层微分方程组

= 0y

= ∞y

边界条件：

时：

时：

= wt t= 0u = 0v

∞=u u ∞=t t

故 3 个方程，三个未知数 ，可解, ,u v t

四、边界层微分方程组

6. 边界层微分方程只适用于 、 很小

的流体

ν a

= 2~ ( )Oμν δ
ρ

2~ ( )ta O δ

在物理意义上即：粘滞力大，则 ，

就构不成速度边界层；导温系数大，

则 ，也构不成温度边界层

↑δ

↑tδ
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四、边界层微分方程组

1 1
2 3

0.332x
u xh

x a
λ ν

ν
∞⎡ ⎤ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

7. 求解方程组(5-8) 和定解条件 (5-9) ，可

得到层流范围内的局部换热系数 的

表达式

xh

(5-10) =教课本(5-22a)

四、边界层微分方程组

= x
x

h xNu
λ

引入努塞尔（Nusselt）数：

下标 表示以当地几何尺度为特征长度x
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四、边界层微分方程组

0.5 0.3330.332Re Prx xNu =

(5-11) =教课本(5-22c)

这种以准则形式表示的对流换热计算

式，称为准则方程（或特征数方程）

于是，外掠等温平板的无内热源的层

流对流换热问题的分析解为
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第5章对流传热的理论基础

5.4   边界层积分方程组的求解

一、边界层积分方程

1．边界层积分方程有两个

边界层动量积分方程；

边界层能量积分方程。
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5.4   边界层积分方程组的求解

2．边界层积分方程的推导有两种方法

方法1：通过对有限大小的控制容积建立

动量或热平衡

由动量平衡建立——边界层动量积分方程

由热平衡建立——边界层能量积分方程

方法 2：通过对边界层微分方程的积分

对式(5-8b) =教本式(5-16) 积分建立—
—边界层动量积分方程

对式(5-8c) =教本式(5-17) 积分建立—
—边界层能量积分方程

方法 2 见教本第三版 P.144 — P.145。下

面，我们介绍方法 1。但只讲解：由热平

衡建立——边界层能量积分方程
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二、边界层能量积分方程

2. 假设：常物性；

流速充分小，从

而可以把因为内

摩擦而引起的耗

散热忽略

1. 取控制体 1–2 – 4 –3 –1， ， 向

取单位厚度

> , tl δ δ z

4. 在稳态下

对流带入控制体的能量 + 壁面传热量

+ 控制体的粘性功（但由于流速小已略

去） = 对流带出控制体的能量

3. 由边界层数量级分析已知

因此，推导中仅考虑 向的导热y

∂ ∂
<<

∂ ∂

2 2

2 2
t t

x y
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二、边界层能量积分方程

y

− −− −+ + =1 31 3 42 2 4 (5-12) QQ Q Q

对流带入控制体的

能量 + 壁面传热量

= 对流带出控制体

的能量

(1) ：单位时间内穿过 1-2 面进入控

制体的热量（注意 ）

−1 2Q
= 1dz

∫0 d
l

pc t u yρ 常物性， 可提出积分号pcρ

(2)           ：单位时间内穿过 3-4 面带出控

制体的热量

−3 4Q

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫0 0

dd d d
d

l l
p pc t u y c t u y x

x
ρ ρ



5

(c) 通过 1-3 面的质量流量为零

(a) 通过 1-2 面的质量流量 ∫0 d
l

u yρ

(b) 通过 3-4 面的质量流量

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫0 0

dd d d
d

l l
u y u y x

x
ρ ρ

(3) ：单位时间内由于穿过 2-4 面进

入控制体的质量流量所带入的热量

−2 4Q

(d)  考虑质量守恒，则通过 2-4 面进入控制

体的质量流量为

0 00

0

d d d

d

d
d

d d
d

d
l ll

l

u y x
x

u y

u y u y

x
x

ρ ρρ

ρ

−⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

∫ ∫

∞
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫0

d d d
d

l
pc t u y x

x
ρ

(e) 则带入的热量为
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(4) ：壁面传热量1 3Q −

0

d
y

tx
y

λ
=

⎡ ⎤∂
− ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

(5) 将上述各式带入式 (5-12)

0
0

0

d d d d
d

d d d
d

l
p

y

l
p

tc t u y x x
x y

c t u y x
x

ρ λ

ρ

∞
=

⎡ ⎤∂⎡ ⎤ − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
整理后得：

( )
0

0

d d
d

l

y

tt t u y a
x y∞

=

⎡ ⎤∂
− = ⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫
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( )
0 0

(5 13)

d d
d

t

y

tt t u y a
x y

δ
∞

=

⎡ ⎤∂
− = ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

−

∫

因为在热边界层外， ，上式积分

上限可改为 ，得

0t t∞ − =

tδ

这就是边界层能量积分方程。它即适

用于层流，又适用于湍流，但由于上式中

未考虑粘性功，故适用于常物性、不可压

流体、流速不高。

由于要求常物性，故所适用的传热过

程为：所涉及的温差使流体的粘性的实际

变化很小。如引用了适当选取的平均特性

数值后，方程适用范围可扩大。
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三、边界层动量积分方程

用类似的方法可以导出边界层动量积

分方法为

( )
0 0

(5 14)

d d
d y

uu u u y
x y

δ
ρ μ∞

=

⎡ ⎤∂
− ⎢ ⎥∂⎣

−

=
⎦∫

四、边界层动量积分方程的求解

在式(5-14) 中有两个未知数 ，要

使方程组封闭， 必须补充一个有关这两个

变量的方程，即关于 的分布的假设。

这里直接给出用速度的三次方分布求

解的结果

,u δ

u
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1．假设速度分布为

= + −+ +2 3
1 2 3 4 (5 15)u c c y c y c y

由 4 个边界条件

2

2

0, 0 ,

0, 0 , 0

y u y u u

u uy y
yy

δ

δ

∞= = = =

∂ ∂
= = = =

∂∂

确定 4 个系数： 1 2 3 4, , ,c c c c

边界条件 ∞

∂
= =

∂

= = = =

∂
= =

∂

2

2

0, 0 ,

0, , 00

y u y u

y

u

uy u
y y

δ

δ

y δ=
y δ=u∞

近似速度分布线在 处应与恒定的主

流速度 区平滑地连接，因此在 处

0u
y
∂

=
∂
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边界条件
2 20, 0y u y= ∂ ∂ =

2

2
u u u pu v
x y xy

ρ μ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠
(5-8b)=教本(5-16)

由

在定压条件下：

因为在 处， ，所以0u v= =0y =

0p
x

∂ =∂
2

2 0u
y
∂

=
∂

注意，这里用到了微分方程式，尽管没有

用它的具体解

2．应用上述 4 个条件
2 3

1 2 3 4u c c y c y c y= + + +

= = =10, 0 : 0cy u

+ =
∂

= =
∂ 3

2

420, 0 2 6: 0c c
y

yuy

所以： =3 0c
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2．应用上述 4 个条件
2 3

1 2 3 4u c c y c y c y= + + +

+
∂

= =
∂

+ =2
2 3 4, 0 : 2 3 0uy c c c

y
δ δδ

因为： =3 0c + =2
2 43 0c c δ

故： = − 2
2 43c c δ

2．应用上述 4 个条件
2 3

1 2 3 4u c c y c y c y= + + +

∞

∞

=
+ =

=
+ + 2 3

1 2 3 4

, :
c c c u

y
c

u u
δ δ δ

δ

∞

∞

− + =

−

−

=

= 3 3
44

3

2
2 4

4

3

2

3 c c

u

c

c

c uδ δ

δ

δ

∞+ == = 3
2 41 3 0 c cc c uδ δ
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2．应用上述 4 个条件
2 3

1 2 3 4u c c y c y c y= + + +

∞ ∞

= =

= = −

1 3

32 4

0 0
3

2 2

c c
u uc cδ δ

所以：

得边界层中的速度分布为

∞

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦
−

33 1
2 2

(5 16)u y y
u δ δ

3．将速度分布代入式(5-14) 

( )∞
=∞

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥
⎡ ⎤∂

− = ⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫0
3

0

3 1
2 2 y

d uu u udy
dx

u y
y

y
u

δ

δ δ
ρ μ

(a) 求解积分式 ：

( )∞ ∞
∞ ∞

∞

∞

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −

∫ ∫

∫

2

0 0

3 3
2

3 30

2

1

3 1 3 11
2 2 2

(5 13 79
28

)

2

0

u uu u u dy u dy
u u

y y

a

y yu dy

u

δ δ

δ

ρ ρ

ρ
δ δδ δ

ρ δ
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3．将速度分布代入式(5-14) 

( )∞
=∞

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥
⎡ ⎤∂

− = ⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫0
3

0

3 1
2 2 y

d uu u udy
dx

u y
y

y
u

δ

δ δ
ρ μ

(b) 对式(5-16) 求导：

∞
∞

∞

=

= −

= = −

2

3

0

3 3

(

2

3
2

)

2

5 17w
y

udu y u
dy

udu
y

b
d

δ δ

τ μ μ
δ

= 0y

3．将速度分布代入式(5-14) 

( )∞
=

=
⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

−∫0
0y

uud
dx y

u udy
δ

ρ μ

(c) 合并：

∞
∞

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣
−

⎦
239 3 (5 17 )

280 2
ud u

x
c

d
ρ δ μ

δ

( )∞ ∞= −−∫ 2
0

39
28

( 17 )
0

5u u u dy u a
δ

ρ ρδ

∞

=

−= =
0

3 (5 17 )
2w

y

budu
dy

τ μ μ
δ
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3．将速度分布代入式(5-14) 

∞
∞

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣
−

⎦
239 3 (5 17 )

280 2
ud u

x
c

d
ρ δ μ

δ

∞
∞ = −239 3

280
5 18)

2
(udu

dx
δρ μ

δ

因为 是const，可以分离变量，得∞, uρ

3．将速度分布代入式(5-14) 

∞
∞ = −239 3

280
5 18)

2
(udu

dx
δρ μ

δ

∞

∞

=

=

∫ ∫0 0

2

140
13

140
2 13

x vd dx
u

v x
u

δ
δ δ

δ

分离变量，并注意 时， （平

板始端，边界层厚为零）：

= 0x = 0δ
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4．离开前缘 处的流动边界层厚度

∞
−= (5 14 9)4.6 vx

uδ

x

∞

=
2 140

2 13
v x

u
δ

其无量纲表达式为：

= −
4.64
Re

(5 20)
xx

δ

式中： ， 为特征长度∞=Rex
u x

ν x

5．切应力

∞ ∞

=

∞

∞

=

= −

= =
0

2

3 3
2 2

4.64

0.323
R

(5 21)
e

w
y

x

u udu
dy vx

u

u

τ μ μ μ
δ

ρ
μ

∞

=

−= =
0

3 (5 17 )
2w

y

budu
dy

τ μ μ
δ
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5．切应力

摩擦系数，亦称范宁摩擦系数（局部切

应力与流体动压头之比），的表达式为

−

∞

= = −1 2

2
0.646Re

1
(

2

5 22)w
f xc

u

τ

ρ

∞ −=
2

(5 20.3 123
Re

)w
x

uρ
τ μ

以上两式均为距前缘 处的值x

6．求解动量微分方程的精确解为

−= = 1 25.0 0.664Re
Re f x

x
c

x
δ

= −
4.64
Re

(5 20)
xx

δ

− −= 1 20.646Re (5 22)f xc

可见，与精确解相比，积分方程近似解

相当接近
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五、边界层能量积分方程的求解

∞= = = =

∂ ∂
= = = =

∂∂

2

2

0, ,

0, 0 , 0

w t

t

y t t y t t

t ty y
yy

δ

δ

由 4 个边界条件

确定 4 个系数： , , ,e f g h

= + + +2 3t e f y g y hy
1．设温度分布为

3．热边界层的厚度为

−

∞
=

1
3 (5-19)4 52P  . rt

x
u
νδ

∞ ∞

⎛ ⎞−
= = − ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

3

(3 1
2 2

5-18) w

w t t

t t y y
t t

θ
θ δ δ

2．得到边界层中的温度分布为

求解过程见教本第三版附录 p.417~418
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4．局部换热系数和局部努塞尔数

=

=

1 2 1 3

1 2 1 3
(5

0.332 Re Pr

0.332Re
2

r
- 0)

P

x x

x x

h
x

Nu

λ

5．平均努塞尔数

1 2 1 30.664Re P (5 21r - )Nu =

七、小结

均运用了基本守恒定律

1．积分方程与微分方程的区别及其共同点
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1．积分方程与微分方程的区别及其共同点

微分方程推导时：针对的是一个微元控

制体 ，三维考虑 三个

参量，二维考虑两个参量。

dxdydz

•x lΔ y
积分方程推导时：针对的是一个有限控

制体 ，二维，但忽略了 向变

量，仅考虑了 向变量。x

, ,x y z

七、小结

推导能量微分方程时假定：摩擦耗散热

可放在内热源中处理。

推导能量积分方程时假定：常物性；流

速充分小，从而可把因内摩擦而引起的

边界层内的温度升高忽略。

1．积分方程与微分方程的区别及其共同点
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2．与微分方程相比，积分方程的

近似性何在

通常，由积分方程求出的分析解称为近

似解，以区别于微分方程的精确解。

从推导过程看，微分方程要求在微元控

制体内的流体的每个质点均满足守恒关

系。

2．与微分方程相比，积分方程的近似性何在

=∫ ∫1 20 0

l l
u d y u d y

• 1l
而积分方程只要求在控制体的进出口截

面（其截面积为 ）处整体满足守恒

定律，即要求在进出口截面上的积分平

均值满足守恒定律：
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只要求两根速度分布曲线与 轴间的面

积相等，即认为两者无差别；实际上速度

分布可能完全不同。

y

3．积分方程求解过程中需要用微分方程

的某些结论

例如：确定速度分布多项式中的待定系

数时，引用了

∂
= =

∂

2

20, 0uy
y
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3．积分方程求解过程中需要用微分方程

的某些结论

说明：

积分方程的求解有赖于微分方程（但

不必具体求解）。

积分方程的求解结果的准确程度往往

要用微分方程的解来检验。

4．由于数学上简单，积分方程仍有一定的

实用价值。但随着数值计算和大型计算

机的发展，微分方程的数值解逐渐占优

势地位。
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求解边界层动量积分方程和边界层能量

积分方程时，需要知道速度分布和温度

分布。

前面我们假设用多项式来表示，问题：

5．速度分布和温度分布

实际的速度分布和温度分布是否能用

这样的多项式来表示？

仅靠边界上两点的性质来确定多项式

的系数值，这种做法是否可靠？

回答这些问题只能看“积分方程的求解

结果与微分方程的求解结果或实验结果

是否相符”而定。

表5-1 不同速度分布的求解结果
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白拉修斯的精确解

摩擦系数采用的速度分布

0.50.578Rex
−

0.50.664Rex
−

u y
u δ∞

=

0.50.727Rex
−

2

2u y y
u δ δ∞

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

摩擦系数采用的速度分布

0.50.686Rex
−

0.50.655Rex
−

3 4

2 2u y y y
u δ δ δ∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∞

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
sin

2
u y

u
π
δ

0.50.646Rex
−

∞

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

33 1
2 2

u y y
u δ δ
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可以看出，不同结果相差 20% 以上，从

这点看，这种解法是有点任意性。

5.5 比拟理论求解湍流换热方法简介

一、比拟理论的基本思想（p.214）

实际工程应用中 感兴趣的是，流动

过程中的阻力和换热强度，即阻力系数

与换热系数 。那么 与 有什么关

系？

h
fc

h fc
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5.5  比拟理论求解湍流换热方法简介

1．目的

建立 的关系式= ( )fNu f c

因为测定流动阻力系数要比测定换热系

数容易得多

h求不易测的换热系数

fc
通过类比，利用易测定的（通过实验）

阻力系数

5.5  比拟理论求解湍流换热方法简介

2．原理

湍流流动时，当流体中的一个微团从

一个位置脉动到另一个位置时将产生

两个作用(1) 不同流速层之间有附加的动量交

换，产生了附加的切应力(2) 不同温度层之间的流体产生附加

的热量交换
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5.5  比拟理论求解湍流换热方法简介

这种由于湍流脉动而产生的附加切应力

及热量传递称为湍流切应力及湍流热流

密度

既然湍流中的附加切应力及热流密度都

是由于流体微团的脉动所致，所以湍流

中的热量传递与流动阻力之间一定存在

内在的联系

5.5  比拟理论求解湍流换热方法简介

3．应用范围

普遍适用于层流、湍流、绕流、脱体

流，但主要用于湍流（因为湍流中的

换热系数不好求，相对而言，层流的

换热系数好求）
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二、湍流动量传递和热量传递

1. 假定：由于微团脉动所造成的切应力

可采用类似于分子扩散所引起的切应力

那样的计算公式：

( ) ( ) p.215

l t t

t

du duv
dy dy

duv
dy

a

τ τ τ ρν ρ

ρ ν

= + = +

= +

类似地，热流密度为：

( ) ( ) p.215

l t p p t

p t

dt dtq q q c a c a
dy dy

dtc a a
d

b
y

ρ ρ

ρ

= + = − −

= − +

以上两式中： 均为时间平均值

为湍流动量扩散率（又称：湍流粘

度），其量纲与 相同

为湍流热扩散率，其量纲与 相同

,u t

ta

tv

a
v
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2.  可以证明，若用：时均值代替瞬时值

代替 ；

代替 ；

( )tvν + ν

( )ta a+ a

则层流边界层动量方程（教本）(5-16)

及能量方程（教本）(5-17) 也适用于湍

流边界层

即湍流边界层动量方程及能量方程为

( )
2

2

=(5-22) (5-24)

t
u u uu v
x y y

ν ν∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
教本

( )
2

2

=(5-23) (5-25)

t
t t tu v a a
x y y

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
教本
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3.  引入下列无量纲量：

* * *

* w

w

yx ux y ul l u
t tvv u t t

Θ

∞

∞ ∞

= = =

−
= =

−

( )
( )

2

2
* * 1 ** *
* * *

t
u u uu v
x y u l y

ν ν
∞

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂

则有

(5-24) = 教本(5-26) 

( )
( )

2

2
1* *

* * *
tu v a a

x y u l y
Θ Θ Θ

∞

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂

(5-25) = 教本(5-27) 
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边界条件为

* 0 * 0 * 0 0y v u Θ= = = =

(5-27) = 教本(5-29) 

* * 1 * 1t
v

y u vl u
δδ Θ

∞
= = = =

(5-26) = 教本(5-28) 

三、比拟理论小结

1．比拟理论的优点，可用于湍流流动。

但须在实验求出阻力系数的基础上，才

能用比拟关系式

2．半经验方法，因为阻力系数须由实验

求出。
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三、比拟理论小结

3．其他比拟理论

(a) 雷诺比拟。一层模型，紊流流场为单一

紊流层，无层流底层

(b) 普朗特比拟。二层模型（前进了一

步），分层流底层和紊流核心

(c) 卡门比拟。三层模型（又进了一步），

分层流底层、缓冲层和紊流核心

下面请同学们自己看，从 p.215 下半页到

p.218 本章完。问题：

(1) 为什么本节的结果只适用于平板。

答：因为(5-31)式中 参见p142）0dp
dx

=
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