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§2.4  固体中电子态
Penny-Kronig从最简单形式的
方形周期势场出发，应用量子
力学从理论上获得了电子在周
期势场中运动状态的能带结构

考虑晶体的三维周期势场，
量子力学从理论上给出的电
子运动状态具有完全类似的
能带结构特征

以下首先介绍电子态的表述方法

—关键词：能量E与波矢k的关系E(k)

电子态的能带特征点

—关键词：E(k)的能量突变点的特征、禁带的意义及原因

电子在能带(允带)中的分布及特征
—关键词：电子的分布情况与费米能级，与材料的关系

电子态的能带(允带)
—关键词：一个能带内的能态密度



§2.4  固体中电子态
1. 电子态的表述
—电子的能量与波矢关系

( )kE
a

2π曲线具有平移对
称性，平移周期为

E(k)曲线的平移对称性，起因于晶体结构的平移对称性；
在一个简约波矢范围内，可以将所有的能带信息表述清楚

简约曲线 扩展曲线



§2.4  固体中电子态
1. 电子态的表述

( ) ( )yx kkEE ,=k

将空间曲面投影到平面上，
类似地形图的等高线表示法

一般是在一个简约波矢范围内表述

— 2维晶体中电子的能量与波矢关系

依据量子自由电子理论，金属中自
由电子的等能线为一些列同心圆

依据能带理论，固体中外层电子的
等能线可偏离同心圆

差别的原因是：自由电子理论中电子的能量与波矢为抛物面；
能带理论中，在接近能带的顶端，抛物面发生变形

注意：二维正方晶体中，能量－波矢曲线上发生能量突变处
为上图中的方形边界上的所有点



§2.4  固体中电子态
1. 电子态的表述

( ) ( )zyx kkkEE ,,=k

平移对称性的表现形式

— 3维晶体中电子的能量与波矢关系

在三维的波矢空间中通过等
能面来表述能量与波矢关系

表达不便，直观性差，定量性差

图示是Cu的费米面
——一个特殊的等能面
——不再是球面

电子的能量－波矢关系中能量
突变处为截角八面体的14个多
边形平面



§2.4  固体中电子态
2. 电子的“禁带”

各种表示图中，电子能量
－波矢关系的能量突变处



§2.4  固体中电子态
2. 电子的“禁带”

能量与波矢中能量突变的原因

周期为a的势场—间距a的一维原子链

能量突变点处电子波长为2π/k＝2a/n
这样的电子波在晶体中传播，相邻
原子散射回波之间的路程差Δ为2a
路程差Δ是电子波长的整数倍，因
此回波相干涉加强，即电子波被晶
体反射而不能在晶体中正常传播

电子能量随着其波矢
变化的突变，是因为
这样的电子波在晶体
中被反射(散射)而不
能在晶体中正常传播
所致，即满足所谓的
Bragg衍射条件

能量突变—电子波矢为π/a的整倍数处



§2.4  固体中电子态
3. 晶体的布里渊区
电子波矢空间中，能量随着波矢连续
变化的区域，为一个布里渊区。布里
渊区的边界则是能量的突变位置

依据能带论，电子波矢空间
中，相邻的布里渊区被能量随
着波矢突变的面所分割开。

相邻布里渊区的边
界上能量突变

布里渊区的边界上电子波矢满足Bragg衍射条件

周期为a的1维晶体的各布里渊区

布里渊区边界的特征：

两段正常台阶连接处出现一堵立
墙，或者爬山遇到峭壁

一个布里渊区对应于一个能
带；布里渊区边界为禁带！



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区

通过确定晶体中电子波因满足Bragg衍射条件而受到散射的
能量突变处，也就可以将布里渊区确定下来

对于给定的晶体结构，可以按照下面的步骤确定其布里渊区

(1) 由原子的正空间排布(晶体点阵)得出其倒易点阵，其中，
需要将正空间基矢与倒易空间的基矢之间的点积定义为2π。
(2) 将倒易空间等同于k空间。
(3) 对倒易阵点与倒易原点的连线平分，这样的平分面就构成
布里渊区边界。

(4) 由倒易原点与最近邻的倒易点之间的布里渊区边界所围
成的空间，为第一布里渊区。由倒易原点与次近邻倒易点
之间的布里渊区边界所围空间中扣除第一B区，为第二B
区。依次类推。



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区

一维原子链晶体的布里渊区

晶格常数为a的2维正方晶体的布里渊区

正空间基矢

倒易空间基矢 ( )21, gg

( )21,aa
π211 =⋅ag 021 =⋅ag



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区

晶格常数为a
的2维正方晶
体的布里渊区



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区

体心立方晶体的布里渊区 ( )321 ,, ggg

( )321 ,, aaa正空间基矢

倒易空间基矢

V
32

1 π2 aag ×
⋅=

特征点：H、 N和P分别是<100>*、<110>*、<111>*上边界点
布里渊区为四边形组成的十二面体



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区 ——典型结构晶体的第一布里渊区

面心立方晶体的布里渊区：

布里渊区为8个六边形和6个
四边形组成的十四面体，是
正八面体截调6个顶点形成
的——截角八面体

边界上特征点：

<100>*方向上X 
<111>*方向上L
<110>*方向上K

倒易点阵为bcc结构



§2.4  固体中电子态
3. 不同晶体的布里渊区 ——典型结构晶体的第一布里渊区

六方晶体的布里渊区：



§2.4  固体中电子态
4. 能带间隙与能带重叠 布里渊区边界上能量突变

一维晶体的相邻能带之间
一定有能带间隙——“峭壁”

二维晶体的相邻能带之间
情况如何？



§2.4  固体中电子态
4. 能带间隙与能带重叠 布里渊区边界上能量突变

另一种可能是相邻的两个
能带之间仍然存在能带间隙

从二维晶体的相邻能带之间情况看，两种可能性：

也就是较低能带的最高能量
低于较高能带的最低能量

一种可能是相邻的两个能带之间，从能量角度看已经不存在
能带间隙——因为不同方向上的波矢变化，使得较低能带的
最高能量超过了较高能带的最低能量——能带重叠



§2.4  固体中电子态
4. 能带间隙与能带重叠

注意：
布里渊区边界上能量突变的特征
在能带重叠情况下并未发生变化

二维晶体中能带重叠时的等能面分布示意图

这种情况可以斜坡上的某种建
筑物来类比。其中，建筑物的
屋顶也是倾斜的。这样虽然建
筑物的四周都是垂直向上的，
其周边斜坡上某点的高度可能
比建筑物顶的某点高度更高



§2.4  固体中电子态
4. 能带间隙与能带重叠

能量轴(或能量框图)表述示意图

能带间隙 能带重叠



§2.4  固体中电子态
5. 电子态的表述

( ) ( )zyx kkkEE ,,=k— 3维晶体中电子的能量与波矢关系

在三维的波矢空间中通过等能面来表
述能量与波矢关系

表达不便，直观性差，定量性差

边界上特征点：

<100>*方向上X 
<111>*方向上L
<110>*方向上K



§2.4  固体中电子态
5 电子态的表述

— 3维晶体中电子的能量与波矢关系

边界上特征点：

<100>*方向上X 
<111>*方向上L
<110>*方向上K

量化表达方式：波矢空间中特定方向
上能量与波矢的函数曲线——Cu



§2.4  固体中电子态
5 电子态的表述

— 3维晶体
能量与波矢的函数曲线——Al

借助于一组特征波矢方向上的能量－波矢函数曲线，应当完整
表达材料的能带特征信息：能带重叠，或者能带间隙及其大小

为此，通常都将布里渊区边界上的顶角位置给出，而立方系
的三个“基本”方向上的E－k也是必给的



§2.4  固体中电子态
5 电子态的表述 — 3维晶体中电子的能量与波矢关系

Al GaAs

能带重叠
能带间隙



§2.4  固体中电子态
5 电子态的表述 — 3维晶体中电子的能量与波矢关系

Si GaAs

直接能带间隙
间接能带间隙



§2.4  固体中电子态
5 电子态的表述 — 3维晶体中电子的能量与波矢关系

GaAs



§2.4  固体中电子态
6  能带内的电子允许状态数量及能态密度

3维晶体

一维晶体

一个能带、也就是一个布里渊区，其波矢空间的范围是2π/a

相邻的允许电子态之间的波矢间隔为2π/L

一个能带内允许电子态的数量为：2 x(L/a) = 2Na

一个能带内最多可容纳的电子数量为晶体中原子数的2倍

二维正方晶体

一个能带内允许电子态的数量为:
a

222

222π22 N
a
L

La
=×






=














×

π

例题2-18，面心立方晶体的第一布里渊区的电子态数量分析



§2.4  固体中电子态
6  能带内的电子允许状态数量及能态密度
量子自由电子理论利用电子允许状态在波矢空间中的均匀分
布特征，并考虑波矢与能量之间的抛物线关系，得出能态密度

能带理论：一个布里渊区中允许的电子态的分布情况未变；
但是电子能量与波矢之间的关系偏离抛物线，能态密度如何？



§2.4  固体中电子态
6  能带内的电子允许状态数量及能态密度
能带理论：一个布里渊区中电子能量
与波矢之间关系偏离抛物线，一个能带
内的能态密度与能量的关系不再有确定
的解析式。在二者之间近似为抛物线的
能带顶部和底部，近似表达：

( ) ( ) 2
12

3

2
0

2

2
π2
1

底EEmEN −





≈
h

( ) ( ) 2
12

3

2
0

2

2
π2
1 EEmEN −






≈ 顶
h

能带底部

能带顶部



§2.4  固体中电子态
6  能带内电子的能态密度

能带重叠时的能态密度曲线

依据能带理论进行理论计算时(通常是数值求解)，在结论中
包含着电子能量与波矢的允许值及二者之间关系，各能带内
的能态密度及与能量的关系也是其基本结果



§2.4  固体中电子态
7  典型晶体材料的能带结
构及电子填充情况

一价金属材料

特征是ns能带填充至半满状态



§2.4  固体中电子态
7  典型晶体材料的能带结
构及电子填充情况

二价金属材料

特征：
ns能带与np能带重叠；
外层电子同时填充ns和np
能带，而两个能带中都有
大量空能级



§2.4  固体中电子态
7  典型晶体材料的能带结构及电子填充情况

三价金属材料——特征

三个np能带都处于未填满状态，费米面以上有大量的空能级

过渡族金属材料——特征

(1) 3d窄能带,其中的电子呈公有化
倾向，高能态密度；

(2) 3d窄能带与4s能带重叠



§2.4  固体中电子态
7  典型晶体材料的能带结构及电子填充情况

半导体材料——特征

导带全空

0K下

价带全满

费米能
处于禁带中间



§2.4  固体中电子态
8  晶体中产生的定性解释

结论: (1)晶体中一个能带对应于孤立原子中一个空间轨道，每
个能带最多容纳原子个数2倍数量的电子； (2)能带适用于描述
固体材料中电子云发生重叠的那些外层电子



§2.5  固体中电子态应用例
1  半导体的载流子体积密度

半导体材料
导带电子

T>0K下，热激活
作用，少量电子由
价带跃迁到导带，
形成载流子：

价带空穴









−∝≡

Tk
E

pn g

B2
exp

T＝0K，价带全
满，而导带全空

导带电子体积密度：

( ) ( ) EEfENn
CE

d⋅⋅= ∫
∞

( )
1exp

d2
π2
1 2

1

C

2
3

22
C +






 −

⋅−





⋅= ∫

∞

kT
EE

EEEm
FE

e

h



§2.5  固体中电子态应用例
1  半导体的载流子体积密度

T>0K









−∝≡

Tk
E

pn g

B2
exp

导带电子体积密度：

( ) ( ) EEfENn
CE

d⋅⋅= ∫
∞

( )
1exp

d2
π2
1 2

1

C

2
3

22
C +






 −

⋅−





⋅= ∫

∞

kT
EE

EEEm
FE

e

h

( ) xxe
kT

EEkTmn xFe dexp2
π2
1 2

1
C

2
3

0

2
3

22
−

∞

⋅





 −
−⋅






⋅≈ ∫h 2πd

0

2
1

=⋅⋅∫
∞

− xxe x

导带内，(E-EF)>>kT；令x=(E-Ec)/kT







 −
−=

kT
EENn F

C
Cexp 2

32
3

0

2
3

2
0

π
2

4
1 T

m
mkmN e

C ⋅







⋅








=

h







 −
−=

kT
EENp F

V
Vexp 








−==≡

kT
E

NNnppn g
V 2

expC



§2.5  固体中电子态应用例
1  半导体的载流子体积密度

半导体材料导电性的制约因素是其
载流子体积密度

T＝0K时载流子体积密度为零，
是绝缘体









−⋅==≡

Tk
E

NNnppn g
V

B
C 2

exp

T>0K下，电子由价带跃迁到导带
产生载流子，其体积密度随温度
升高呈指数规律增高，因此导电
性相应按指数规律增强



§2.4  固体中电子态
2-1  半导体的光吸收和发光问题
半导体的导带与价带之间的能带间隙，可以创造一些条件使
电子克服其障碍作用而跃迁——光线的光子能够提供这样的
能量，使电子从价带激发到导带上去(吸光)；而电子从导带回
迁至价带，也可以发出光子的形式释放其能量(发光)

实际应用:

吸收与释放光子的能量，与能带间隙的能量密切相关

gEhchE ~
ph

phph λ
ν ==

吸收光子过程——太阳能电
池，光电效应控制器，光传感器

发射光子过程
— LED，半导体激光器



§2.4  固体中电子态
2-1  半导体的光吸收问题

直接带隙半导体

吸收光子过程中，为保
持动量平衡，需要声子
参与——声子、光子、
电子三者配合至关重要

吸收与释放光子过程中
基本上只有能量的变
化，动量基本保持不变

直接带隙半导体



§2.4  固体中电子态
2-1 半导体材料的光电效应 吸收曲线实验结果


