
§2.2  量子自由电子理论

一、经典自由电子理论简介(1895, L A. Lorentz, P Drude)
1. 金属结构模型—离子实(原子核与内层电子)＋自由电子(价
电子，公有化)

2. 经典理论—服从分子运动论(电子气体，等同于理想气体)
3. 重要结论—导出欧姆定律、焦耳热，金属良好导电性等；
4. 主要缺陷—电子运动状态的结论中，电子的平均动能随着
温度线性变化，0K下将“冷凝”；金属中自由电子的热容理论
与实验结果不符

5. 成功的要点—金属价电子的公有化，即存在自由电子
6. 缺陷原因—自由电子的行为根据经典物理学理论处理

引言：固体电子理论的发展三个阶段：
经典自由电子理论，量子自由电子理论，能带理论



§2.2  量子自由电子理论
二、量子自由电子理论(1930s,索末菲A. Sommerfeld）
1. 基本要点
继承金属结构模型—离子实＋自由电子
利用量子力学理论处理自由电子的运动状态

将金属中自由电子(考察对象)与离子实和其他自由电子之
间的静电交互作用，等效为均匀势场
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独立单电子假设—取出一个自由电子作为代表，假设电
子之间无互相关联性，计算该电子的可能状态，而按照
能量最低原理将体系中所有自由电子排布于这样得到的
单个电子的允许状态(能级)上，确定自由电子体系的状态
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二、量子自由电子理论
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2. 电子态求解过程
取边长为L的立方体金属，置于直角坐标系中(0≤x,y,z≤L)
薛定谔方程：

要点：

(1) 分离变量法转化为常微分方程
(2) 波函数标准化条件得出能量量子化特征
(3) 电子能级及本征态
自由电子体系允许状态的特征描述与分析

最终确定体系的状态：给定自由电子在其允许状态上的排布
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§2.2  量子自由电子理论
金属中自由电子的运动状态特征分析讨论

(1) 能量量子化。自由电子能量本征值表明：除非金属在空
间中无限伸展，否则其中自由电子的能量不能连续变化，因

此具有量子化特征。

比较：

金属中自由电子的能级量子化意味着其能量不连续变化

——自由电子改变其状态而需要在不同能级之间跃迁时如
何

重力场中的人面对的是台阶，不是一个斜面

——残疾人爬升遇到困难；
——正常人呢？(普通台阶高度；不合理设置的台阶高度)



§2.2  量子自由电子理论
金属中自由电子能级分析：
长度为1cm与10nm的一维“金属原子链”中自由电子的最高能
级能量、及被占据能级中相邻能级能量差的最大值(0K下)
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依据上述理论，金属中自由
电子的能级能量为

自由电子的最高能级对
应于最大的n1：0K下电
子的能级排布由低向高

一维“金属原子
链”的晶格常数
a，化合价Zv
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电子占据能级的
最高能级能量

取a=0.2nm，Zv=2估算：



§2.2  量子自由电子理论
金属中自由电子能级分析：
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相邻的被占能级
之间的能量差
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相邻的被占能级之
间能量差的最大值

相邻能级能量差反比于材料几何尺寸！

相邻能级能量差在普通金属与纳米金属微粒中相差6个数量级



§2.2  量子自由电子理论
金属中自由电子能级——

电子能级结构的差别，造成同一种化学成分的金属在不同的
几何尺度范围中显示出完全不同的宏观性质。比如，普通金
属材料具有良好的导电、导热性；而纳米金属微粒在低温下
显示电绝缘性(即不导电)——纳米材料量子尺寸效应的表现
形式之一

台阶

普通金属中相邻能级的能量差
很小；当金属尺寸降低到纳米
量级时，相邻能级能量差可达
1eV的数量级。两者的差别为
数个数量级

普通台阶高度
与楼层相差1个数量级
与摩天大楼相差3个量级

金属中自由电子的能级跃迁与试图跨越这些“台阶”的行人
可类比



§2.2  量子自由电子理论
金属中自由电子能级图及与完全自由粒子的比较

一维金属中的自由电子的
能量与波矢之间的关系曲线

完全自由粒子的能量与波
矢之间为连续的抛物线关系

相同点：能量与波矢的关
系具有相同的数学形式

－完全自由粒子的能量与波矢可以连续变化
－金属中自由电子的能级及波矢是量子化的。而令金属尺度
向无穷大扩展时，能级间隔将趋于零；向完全自由电子过渡

不同点：
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3. 金属中自由电子的能量和波矢特征总结

(1)自由电子的能量量子化，即能量不能连续变化。
—传统的金属材料能级准连续
—金属的尺寸对于自由电子态有影响，其中：
纳米尺度下，相邻能级间隔明显加大，产生量子化效应
金属尺度趋于无穷大时，能级间隔趋于零——完全自由电子
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(2) 金属中自由电子的波矢也是量子化的，形式为：

注意：描述金属中自由电子状态的量子数为n1、n2、n3，对
应于自由电子的空间运动的三个自由度；另外与自旋运动对

应的量子数还有ms(它是无法从薛定谔方程中解出的)
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(1) k空间：表述电子波矢的空间为波矢空间。它是一个笛卡
尔坐标系，一个波矢在三个轴上的投影为其三个分量

4. 自由电子的波矢空间(k空间)描述

注意：表达电子波矢的波矢空间与表达其空间位置的几何
空间公用坐标轴，对应的轴具有相同的单位矢量

(2) 金属中自由电子允许的波矢是一些孤立的点，这些点在波
矢空间中无限延伸，构成简单立方点阵，其“晶格常数”为
2π/L
注意：孤立的阵点之外的波矢，是自由电子不允许的波矢

(3) 自由电子的允许状态用波矢空间表达，优点：
——直观表达自由电子的速度分布情况
——便于读取自由电子的能量信息；等能面为同心球面
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(1) 定义：单位体积材料中，单位能量间隔内允许电子态的数量
5. 自由电子的能态密度

(2) 量子自由电子理论框架下金属中自由电子的能态密度

波矢空间中，自由电子的允许状态构成简单立方点阵，“晶格
常数”为2π/L。每个允许状态点占据的空间体积为(2π/L)3。

利用k空间中电子态的分布特征进行分析：

k~(k+dk)之间的球壳状空间中电子态的数目为
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(3) 金属自由电子的能态密度
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§2.2  量子自由电子理论
6. Fermi－Dirac分布律

(2) 答案：能量最低原理——包含着温度的影响，即同时考虑
内能与熵项的影响，保证恒温恒压条件下的Gibbs自由焓最
低。电子体系还要考虑Pauli不相容原理，综合结果是F-D分布
律

(1) 问题：薛定谔方程给出了金属中自由电子的允许状态，其
数量为无穷多个；金属中很多、但有限个自由电子都去占据
那些允许的状态？整体呈现什么样的分布？该问题的答案将
最终给出金属中自由电子体系的状态。

(3) 分布律：Fermi子体系中，能
量为E的状态被占据的几率为

自由电子体系的内能U，等于所有电子的能级能量之和
自由电子体系的熵S，正比于体系处于所给内能下可能的微
观状态数W的对数 S＝k lnW
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6. Fermi－Dirac分布律

(4) 分布函数特点
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7. 金属中自由电子体系的状态

(1)占据态密度：单位体积材料
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§2.2  量子自由电子理论
7. 自由电子的分布填充情况

(2) 0K下自由电子状态的分布特点

波矢空间中能量等于费米能的球面称为费米面

费米面以内的状态全部被占据，其外部的状态全
空

与费米能相对应的波矢称为费米波矢

波
矢
空
间
中
的
图
像

能态密度曲线表述方法

能级填充
示意图
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7. 自由电子体系的分布填充

(3) T>0K时自由电子状态的分布特点与变化
温度升高，自由电子受热激活的影响可以部分地跃迁到高能
级上去——体系的熵因此增加，从而使自由能降低

占据态密度曲线的变化能级填充情况的变化

注意：

能够向较高能级跃
迁的电子，通常局
限于费米能级附近
的电子；而能跃迁
的电子只是所有自
由电子中的极少数



§2.2  量子自由电子理论

金属自由电子的费米能一般在1～10 eV

8. 自由电子体系的费米能

(1)定义：保持体积不变，体系中再增加一个电子所需的自
由能；即体系的化学势

(2)金属中自由电子体系的费米能
0K下自由电子体系的费米能是电子所占据的最高能级的能量值

金属中自由电子的体积密度为

0K下
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三. 理论的导出结论
1.金属中自由电子的平均动能
依据量子自由电子理论，单位体
积金属中自由电子的总能量
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温度使金属中自由电子的平均能量升高，但变化很小
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0K下，金属中自由电
子的平均动能与费米
能为相同的量级
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三. 理论的导出结论
1.金属中自由电子的动能与运动速度
自由电子的费米速度：105～106  m/s
—费米能级上的自由电子的运动速度

0K下，对应于平均动能的电子
的运动速度与费米速度具有相
同的数量级：金属中的自由电
子以很高的速度运动

0K下金属中自由电子
的动能为零，故速度
为零，电子气被冻结
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高于0K下，由于平均动能随温
度变化小，自由电子的平均运
动速度不会显著变化

金属中自由电子气的
动能随温度直线升，
故其速度由零迅速增
加

经典自由电子理论：量子自由电子理论：
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三. 理论的导出结论
2.金属中自由电子的热容

金属由离子实和自由电子两
个独立的部分组成，因此其
热容是这两部分的贡献之和
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依据量子自由电子理论
自由电子的热容贡献为

自由电子体系的能量随温度变化，内能
对温度的偏导为其对金属的热容的贡献
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三. 理论的导出结论
2.金属中自由电子的热容

金属热容由离子实和自由电子热容两部分组成

金属中自由电子的平均能量随温度
极缓慢地升高，故对热容贡献很小

离子实或晶格的热容 ：a
VC

e
V

a
VV CCC +=

只有处于费米面附近的极少数自由
电子发生能级跃迁而改变其能量

经典理论：金属中所
有自由电子都吸热而
提高运动速度，整体
能量随着温度直线升
高，因此自由电子体
系对热容的贡献很大
但与实际不符

极低温下正比于温度的立方；
较高温下为3R

自由电子热容：极低温和极高温下才必须考虑，中温可忽略


