
第二章

固体材料中的电子态



课程要求

1. 理解、掌握电子的波动性及其应用

2. 全面理解并掌握原子的内层电子状态

3. 了解并掌握固体原子的外层电子状态、特征和描
述方法

4. 了解固体材料电子状态的一些实际应用

5. 了解量子力学理论体系的基本思想(A班)
了解电子态的基本理论依据(B班)

• 具体内容要点——第二章总结



课程引言

必要性
材料—性能—结构与组织—

成分与工艺
材料性能的某些方面(电、

磁、光、热等方面的性能)
以材料中的电子态为内在依

据
例1：材料的导电性—材料、

电导率、电子态(外层电子)
例2：孤立原子的电子态(固

体中的内层电子)—四个量
子数的描述方法

课程内容框架

1.固体电子态理论结论在材
料学科中的一些实际应用

2. 原子的内层电子状态

3. 固体中外层电子状态

4.电子的波动性及其应用

5. 量子力学理论体系的基本
思想



各类材料的电导率σ与载流子

电子和/或离子电子、空
穴

自由电
子

电子对载流子

10-9～10-18 105～10-5 107～105≥1015σ (Ω-1m-1) 

绝缘体半导体导体超导体材料类

例(室温下)：

• 金属 Ag — Cu — Al —Fe —；

• 纯 Si — 掺杂1ppm的As、P、B、Al后(代位)，提高1 000 000倍；

• PE —,   PP — , 酚醛树脂(电木)—，

• SiO2 — ， 石英 —

( )1-1m1 −Ω=
ρ

σ电导率：



§2.1 量子力学基础－原理I
一、 de Broglie假设

1. De Broglie假设(1924)  
自由粒子 (E、 p ) 

＝ 平 面 波 (ν、λ ) 
其中：

2. 电子的波动性

• 波函数

• 物质几率波

• 微观粒子的衍射现象

• 电子的波长

• 100V加速的电子波长为
0.1225nm，进行晶体衍射

• TEM中电子需相对论修正

ων h== hE

λπ 02 nk =

kp h=

波矢k ：n0为粒子波传播方
向上的单位矢量，也就是粒
子运动的方向上的单位矢量

( ) ( )[ ]
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电子的波动性

晶体结构的电子衍射分析

• 历史上，Ni单晶电子衍射
证实电子的波动性，获
NP(1927)

• 今天普遍应用—
TEM中，相结构分析；

(SEM中也有应用)
• 相关内容，后续课程



§2.1 量子力学基础－原理I

二、原理I
1. 原理I：微观粒子的状态完全由波函数 描述( )t,rΨ

2. 波函数 的物理意义

粒子出现的几率密度

( )t,rΨ

3. 波函数 的标准条件

• 单值性

• 有界性

• 连续性

• 一阶导函数连续

问题： 波函数
中包含的微观粒子的
信息怎么读取出来？

比如：粒子的动量是什
么？能量是多少？

( )t,rΨ

( ) ( ) ( )tttP ,,, rrr ΨΨ ∗=

( )t,rΨ



§2.1 量子力学基础－原理II
一、原理II
1. 原理II：微观粒子的力学量用线性厄密算符表达。

2. 算符(operator)
是运算符号，作用对象是函数，结果得到新的函数

3. 基本力学量的算符

• 位置矢量 r  

• 动量 p

zyx kjirr ++==
∧
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4. 一般力学量F的算符

如果F＝f (r , p)，则 =
∧

F 
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§2.1 量子力学基础－原理II

zyx kjirr ++==
∧
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例：微观粒子角动量及其分量的算符

轨道角动量：L＝r x p，
zyx LLL kjiL ++=

zyx LLL ˆˆˆˆ kjiL ++=
∧∧∧

×= prL
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§2.1 量子力学基础－原理II
二、力学量算符的本征值问题

1.力学量算符的本征方程：

定义：

方程中 q 为复常数

2. 本征方程的求解结果

• 本征值(谱)

• 本征波函数(系)

ΨΨ qF =
∧

例：Lz 的本征值问题

ΦΦ
ϕ

Φ qiL z =−=
∧

d
d

h

( ) ( )hϕϕΦ iqC exp=

( ) ( )ϕΦϕΦ =+ π2

( ) ( ) ( )hhh /π2expexpexp qiiqCiqC ⋅= ϕϕ

单值性要求

( ) 1π2exp =hqi

hmq =
( ) ϕϕΦ im

m e
π2

1
= L,3,2,1,0 ±±±=m

{              }
{                     }



§2.1 量子力学基础－原理III
一、原理III
1. 原理III：力学量算符的本征值就是微观粒子的该力学量F

的可能取值、或其允许取值；与之对应的本征波函数是微
观粒子的一种特殊状态—力学量F的本征态 (第一部分) 

Lz的允许取值，只能是其
本征值谱中的值：

( ) ϕϕΦ 2
2 π2

1 ie= h2=zL 2=m

例：微观粒子的轨道角动量的z分量 Lz

状态波函数 力学量数值 状态符号(量子数)

因此，Lz只能是普朗克常数的整数倍——量子化的

{ } ( )Lh ,2,1,0 ±±=∈ mmL z



§2.1 量子力学基础－原理III
一、原理III

2. 原理III (续) ： 在已知状态Ψ下，微观粒子的某个力学量F
取其各本征值的几率( ) 2

mm CqFP ==

mC

∫
∞

∗= τΨψ dmmC

其中，本征值qm对应于本征态Ψm，

而Cm是已知状态Ψ用F的本征波函数系{Ψm}进行展开的表达

式Ψ =∑ Ψm中，本征态Ψm项的展开系数,其计算公式为：

意义：将已知状态波函数Ψ展开成所关心的力学量F的本
征波函数的线性加和 — 各本征态函数项的展开系数 (其模
的平方)就代表了该粒子出现在该本征态上的几率。



§2.1 量子力学基础－原理III

2. 原理III(连续谱)： 在已知状态Ψ下，微观粒子的某个力学量

F取某个区间内数值的几率

∫
∞

∗= τΨψ dqqC

Ψ的F本征波函数系{Ψq} 的表达式为：

( ) =∆+= qqqFP ~ qCq ∆
2
⋅

本征态Ψq展开系数的计算公式为：

∫
∞

= τψΨ dqqC

本征值谱类型： (1)分立谱——
(2)连续谱——



§2.1 量子力学基础－原理III
二、量子力学描述微观粒子状态的特征

1.  可能取值/允许取值——本征值

2.   取值几率——对应于粒子处于各本征态上的几率

力学量的取值，是以统计形式给出的——平均值，方差

3. 力学量的平均值

对于给定的力学量F及微观粒子所处的状态Ψ，首先求解F
的本征方程得可能值；在将已知态函数Ψ展开为F的本征波

函数的线性加和，从而得到处于各本征态上的几率；最后得

到力学量F在给定状态Ψ下的平均值。

τΨΨ d
∧

∞

∗∫>=< FFF的平均值的一般计算公式：



§2.1 量子力学基础－原理III
三、两点说明

(1) 力学量算符为厄密算符——厄密算符特性

• 本征值为实数——保证力学量取值的物理意义

• 本征波函数系具有正交性——函数空间为正交基

• 本征波函数系为完备系——保证任意波函数可线性展开

(2) 波函数的叠加原理

描述微观粒子状态的波函数 满足叠加原理，即：

如果Ψ1与Ψ2都是微观粒子的可能状态，其任意线性组合的

波函数C1Ψ1＋C2Ψ2 ，也一定是微观粒子的允许状态



§2.1 量子力学基础－角动量问题

一、微观粒子轨道角动量的本征值问题——本征方程

轨道角动量(通过矢量点积避开方向性问题)平方的算符：
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直角坐标系

球坐标系

本征方程 ( ) ( )ϕθϕθ ,, 22 fLfL =
∧

( ) ( ) ( )ϕΦθΘϕθ ⋅=,f求解方程，用分离变量法，令

二元二阶偏微分方程

得到联立
方程组：

0
d
d 2

2
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=+ Φ
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Φ m

0
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a)

b)



§2.1 量子力学基础－角动量问题

( ) ϕϕΦ im
m e

π2
1

=

{ } ( )Lh ,2,1,0 ±±=∈ mmLz

一、微观粒子轨道角动量的本征值问题——求解

0
d
d 2

2

2

=+ Φ
ϕ
Φ m

0
sind

dsin
d
d

sin
1

2

2

=⋅







−+






⋅ Θ

θθ
Θθ

θθ
mq

a) 其解为 ｛

b) 22 hqL =

θcos=x ( ) ( )xg=θΘ

( ) 0
1d

d1
d
d

2

2
2 =








−
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 − g

x
mq

x
gx

x

πθ ≤≤0

11 ≤≤− x
其中 ﹛

缔合勒让德方程

( ) ( )xPxg m
l=

m阶l次勒让德多项式
在特殊函数中查其具体形式解函数

( )1+= llq
其中

( ) 22 1 h+= llL l＝0、1、2、…



§2.1 量子力学基础－角动量问题

一、微观粒子轨道角动量的本征值问题——结果

( ) ( ) ( )ϕΦθΘϕθ ⋅=,f

θcos=x

( ) ( )xg=θΘ

( ) ( )ll

l

ll x
xl

xP 1
d
d

!2
1 2 −⋅=

( ) ( )
( )

( )lml

ml

l

m

lm l
1cos

cosd
d

!2
1cos1 222 −⋅⋅−= +

+

θ
θ

θθΘ

( ) ( ) ( )xP
x

xxP lm

mmm
l d

d1 22 ⋅−=

l＝0、1、2、…( ) 22 1 h+= llL lm ≤

( )θϕ cosm
l

im
lm PeN= ( )ϕθΥ ,lm=

( ) ( ) ( )ϕΦθΘϕθ ⋅=,f

结论：

lm ≤

——球谐函数



§2.1 量子力学基础－角动量问题

一、微观粒子轨道角动量的本征值问题——总结

( ) 22 1 h+= llL微观粒子的轨道角动量的数值是量子化的：

微观粒子的轨道角动量的z分量也是量子化的：

微观粒子的轨道角动量的空间取向量子化 ( )1
cos

+
==

ll
mLZ

L
θ

hmLz =

微观粒子的轨道角动量的矢量表达示意图



§2.1 量子力学基础－角动量问题

一. 微观粒子的轨道角动量——例子

已知d电子的下面两个本征态波函数形式：

注意：球谐函数是L2与Lz的共同本征波函数

( )ϕθ 2cossin
π16

15d 2
22 ⋅=

− yx

分析电子处于下面波函数所给状

态下轨道角动量的情况。

ϕθ 22
2,2 sin

π32
15 ieY ⋅= ϕθ 22

2,2 sin
π32

15 ieY −
− ⋅=

解答思路：微观粒子的状态Ψ，用L2的本征波函数的线性

加和表达，从而得到处于各本征态上(取相应的本征值)的几

率；从而得到角动量在给定状态Ψ下的平均值

=− 22d yx 2,22,2
2

1
2

1
−⋅+⋅ YY



§2.1 量子力学基础－角动量问题

二、微观粒子自旋角动量

( ) 22 1 h+= ssS

1. 微观粒子的自旋运动的实验证据 — Stern- Gerlach 实验

基态氢原子中电子的轨道角动量为零，但磁性检测实验证
实，它具有不为零的角动量，并且显示其z分量为大小相
等、方向相反的两种情况，数值大小等于普朗克常数的一
半。因此，电子还有另一种运动方式而具有角动量——自旋
运动。

2. 自旋角动量的特征：

自旋角动量的空间取向量子化

( )1
cos

+
==

ss
mS sZ

S
θhsz mS =

2/1=s 2/3h=S

2/1±=sm

原子的自旋角动量本征方程：

ss mm σσ ⋅=
∧

22

4
3
hS

ss msmZ mS σσ ⋅=
∧

h 2/12/1 2
1 σσ ⋅=

∧
hZS



§2.1 量子力学基础－角动量问题

三、原子中电子的角动量合成——原子的角动量问题

( ) h1+= LLPL

原子中所有电子的轨道运动和自旋运动矢量加和结果表现为
原子的角动量。分为轨道角动量和自旋角动量及总角动量

原子中n个电子，各电子角动量量子数分别为mi和msi

原子的轨道角动量量子数L = ∑
=

n

i
im

1

轨道角动量z分量量子数 LLLLmL ,1,,1, −+−−= L

原子的轨道角动量

轨道角动量z分量 hLLz mP =



§2.1 量子力学基础－角动量问题

三、原子中电子的角动量合成——原子的角动量问题

原子中n个电子，各电子角动量量子数分别为mi和msi

自旋角动量量子数 S = ∑
=

n

i
sim

1

原子的自旋角动量 ( ) h1+= SSPS

自旋角动量z分量量子数

原子的自旋的z分量角动量 hSSz mP =

SSSSmS ,1,,1, −+−−= L



§2.1 量子力学基础－角动量问题

四、基态原子中电子的排布

2. Pauli不相容原理

(1) 电子首先尽量占据自旋相同的状态，使原子具有最大的
自旋角动量；

(2) 原子中电子的排布，使其轨道角动量取最大值；
(3) 在亚电子层未达半满时，自旋角动量与轨道角动量方向

相反，总的角动量量子数J = |L－S|；当亚电子层中电子填充
达到或超过半满时，自旋角动量与轨道角动量方向相同，总
的角动量量子数J = L＋S

1. 能量最低原理：多电子的原子中，核外电子的能量还与其
他的量子数有关。基态下，元素周期表中元素的排列顺序对
应于电子能级能量由低到高的顺序

3. Hund法则



§2.1 量子力学基础－角动量问题

三、原子中电子的角动量合成——原子的角动量问题

基态原子的总角动量—Hund法则

总角动量量子数 J
原子的总角动量 ( ) h1+= JJPJ

总角动量z分量量子数

原子总角动量的z分量 hJJz mP =

JJJJmJ ,1,,1, −+−−= L

角动量及其z分量与量子数之间关系的一般规律性：

——角动量与量子数的关系为

—— 角动量的z分量

其中

( ) h1+= JJPJ

hJJz mP =
JJJJmJ ,1,,1, −+−−= L



§2.1 量子力学基础－角动量问题

(6)ms＝－1/2

(5)(4)(3)(2)(1)ms＝1/2

－2－1012m

三、孤立原子中电子的排布与角动量合成

例：基态Fe原子(Z=26)的核外电子排布及角动量

全满的亚电子层—如3p6：L＝S＝J＝0，各角动量都为0；

未满的亚电子层为3d6：电子的排布情况

轨道角动量量子数 L = 2 

自旋角动量量子数 S = 2 

总角动量量子数 J = 4 

h52=JP

h6=SP hhhh 2,,0,,2 −−=SzP

hhLhh 4,3,,3,4 −−=ZJP

亚电子层未达或超过半满时：

轨道角动量与自旋角动量

分别为反平行 和平行



§2.1 量子力学基础－原理IV
一、原理IV(波动方程) 

2. 定态与定态薛定谔方程

定态——指微观粒子所处的势场不随时间变化，V(r )

定态下的薛定谔方程

1.  非相对论条件下，在势场V(r,t)中的微观粒子的波函数遵循薛
定谔方程

ΨΨ ∧

=
∂
∂ H

t
ih

( ) ( )rr ψψ EH =
∧

定态波函数 ( ) ( ) ( )htiEt nn −⋅= exp, rr ψΨ

意义：求解波动方程给出势场中运动的微观粒子的波函数！



§2.1 量子力学基础－原理IV

ΨΨ ∧

=
∂

∂ H
t

i h

( ) ( )rr ψψ EH =
∧

定态波函数 ( ) ( ) ( )htiEt nn −⋅= exp, rr ψΨ

2. 定态薛定谔方程的推导

( ) ( ) ( )tft rr ψΨ =,

t
f

t d
dii ψΨ

hh =
∂
∂ ( ) ( ) ( )rr ψψΨ

∧∧∧

=⋅= HffHtH ,

( )rV
m

H +∇−=
∧

2
2

2
h

EH
t
f

f
== ψ

ψ
ˆ1

d
d1ih

( ) ( )htiECtf n−= exp

tE
f
f ddi =h



§2.1 量子力学基础－原理IV
二、氢原子的电子态

1. 定态薛定谔方程 ( ) ( )rr ψψ EH =
∧

r
e

m
H

0

2
2

0

2

π42 ε
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∧ h
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§2.1 量子力学基础－原理IV

二、氢原子的电子态

1. 定态薛定谔方程 ( ) ( )rr ψψ EH =
∧
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§2.1 量子力学基础－原理IV
二、氢原子的电子态

2
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径向波函数方程
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§2.1 量子力学基础－原理IV
二、氢原子的电子态

1. 氢原子的波函数

径向分布规律

电子层的半径r0的确定依据

( ) ( ) rrrRrrrrP nl ddd, 22=+
( ) 0

d
d

=
r
rP

波函数的归一化

( ) ( ) ( )ϕθϕθψ ,,, lmnlnlm YrRr =

( ) ( ) 1,ddsindd 2
2π

00

π

0

2* =⋅= ∫∫ ∫∫
∞

∞

ϕθϕθθτψψ lmnl YrRrr

( ) ( ) 1ddsin,d
2π

0

2

0

π

0

22 == ∫∫ ∫
∞

ϕθθϕθlmnl YrrrR

角分布—某个空间方向上，单位立体角内电子出现的几率

( ) ( ) 2,, ϕθϕθ lmYP = ϕθθΩ ddsind =

( ) ( ) 22 rrRrP nl=



§2.1 量子力学基础－原理 V

一、原理V (全同性原理) 

基本思想：全同粒子在一个体系中具有不可分辨性。

计算微观粒子体系的微观状态数量(及熵)时，粒子不可分辨！

1 原理：全同粒子体系中交换任意一对粒子都不改变体系的状态

2. 交换算符及其本征值

定义

本征方程

本征值：1，－1

( ) ( )ttP NijNiij ,,,,,,,,,,,,,,ˆ
2121 rrrrrrrrrr j ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ΨΨ

( ) ( )tqtP NjiNiij ,,,,,,,,,,,,,,ˆ
2121 rrrrrrrrrr j ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ΨΨ

( ) ( )tqtP NjiNiij ,,,,,,,,,,,,,,ˆ
21

2
21

2 rrrrrrrrrr j ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ΨΨ

( )tNji ,,,,,,, 21 rrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=Ψ



§2.1 量子力学基础－原理 V

∧

ijP交换算符 的本征值为1和－1，据此将微观粒子分为：

3. Fermi粒子和Bose粒子

Fermi子

Bose子 ( )tNji ,,,,,,, 21 rrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅Ψ ( )tNij ,,,,,,, 21 rrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=Ψ

静态质量不为零的基本粒子，如电子、质子、中子等

光子、声子等，其波函数为交换对称的，记做Ψs

Fermi粒子的波函数为交换反对称的，记做ΨA

( ) ( )ttP NjiNiij ,,,,,,,)1(,,,,,,,ˆ
2121 rrrrrrrrrr j ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ΨΨ

( ) ( )tt NijNji ,,,,,,,,,,,,,, 2121 rrrrrrrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ΨΨ



§2.1 量子力学基础－原理 V

两个电子体系的交换反对称波函数

4. Fermi粒子体系波函数与Pauli不相容原理

仅考虑轨道波函数：两个电子分别处于不同能级E1与E2
上，单个电子的本征波函数分别是ψ1和ψ2，波函数

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )2212

2111
1221221121 2

12/,
rr
rr

rrrrrr
ψψ
ψψ

ψψψψΨ =−=A

自旋运动：两个电子体系具有交换对称形的波函数可能方式
( ) 212,1 αα=X

( ) ( ) 22,1 1221 βαβα +=X
( )

21

21

2
12,1

ββ
αα

=AX
( ) 212,1 ββ=X

总体运动：两个电子体系具有交换反对称形的波函数

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )
( ) ( )21

21
2

12/2,1,
22

11
211221221121 αψαψ

αψαψ
ααψψψψΨ =−= rrrrrr SA X

( ) ( )2,1, 21
AS XrrΨ

单个粒子态上不能容纳两个全同费米粒子



两个电子体系的交换反对称波函数

例子：仅看轨道波函数，两个电子分别处于不同能级E1与E2
上，单个电子的本征波函数分别是ψ1和ψ2，波函数

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )2212

2111
1221221121 2

12/,
rr
rr

rrrrrr
ψψ
ψψ

ψψψψΨ =−=A

( ) ( )2211 rr ψψ电子1和2分别处于能级E1与E2上，波函数

满足薛定谔方程，能量本征值为E1＋E2 (假设电子运动独立性)
电子1和2交换能级，波函数

同样满足薛定谔方程，能量本征值同为E1＋E2

( ) ( )1221 rr ψψ

电子1和2组成的体系，上述两个波函数都不满足交换的反对
称性，因此不能作为体系的能量本征波函数(能量为E1＋E2 )

( ) ( ) ( ) ( )111222222111 ,,,,,,,, zyxgzyxfzyxgzyxf ≠

2个电子体系满足交换反对称性的本征波函数(能量为E1＋E2 )



氢分子中的电子态与原子结合能

例子：基态H2分子中两个电子体系的能量——LCAO理论

两个电子1和2的波函数分别假设为孤立H原子中的1s态。体
系的交换对称和反对称波函数形式分别为：

H2中电子体系的能量分析：
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氢分子中的电子态与原子结合能

例子：基态H2分子中两个电子体系的能量——LCAO理论

H2中电子体系的能量：
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氢分子中的电子态与原子结合能

例子：基态H2分子中两个电子体系的能量——LCAO理论

H2中电子体系的能量：

( ) ( ) 21
22

12120

2

dd21111
π4

ττψψ
ε ba

ba rrr
eK ∫∫

∞








−−=

( ) ( ) ( ) ( ) 21
**

21120

2

dd1221111
π4

ττψψψψ
ε bbaa

ba rrr
eA ∫∫

∞








−−=

KEH += 0
HII 2

( ) ( ) ( )SHHXE ++= 1IIIII
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1Ψ ( ) ( ) ( )SHHXE −−= 1IIIII
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2Ψ

ASEH += 0
HIII 2其中

库仑势能

交换能积分

交换能本质上是静电
作用，是量子效应21II
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I dd ττΨΨ∫∫
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氢分子中的电子态与原子结合能
例子：基态H2分子中两个电子体系的能量——LCAO理论

H2中电子体系的能量：

( ) ( ) ( )SHHXE ++= 1IIIII
AS

1Ψ

( ) ( ) ( )SHHXE −−= 1IIIII
SA

2Ψ

AKEE ++= 0
HH 2

2

AKEE −+= 0
HH 2

2

两个电子自旋反平行时，S2＝0

两个电子自旋平行时 22 2h=S

exEAKEE +−+=
2

2 0
HH2

2
212 hSS ⋅−= AEex交换能



氢分子中的电子态与原子结合能

固体中原子结合能曲线

(1) 排斥能项：Pauli斥力

(2) 结合能项：与结合键
类型相关

一般可用下面公式表达：

nm r
b

r
arU +−=)(

例：离子键结合能项来自正负离子
之间的库仑作用能，可以表达成最
近邻离子间距的函数，m＝1，用
Madelung常数表示每个离子与所有
其他离子的作用能之和的系数 习题 2－8


