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基于凸函数理论的 Hopfield网络稳定性分析 
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(1. 中国地震局地壳应力研究所，北京 100085；2. 中国科学院研究生院，北京 100049) 

 要：讨论连接权值不对称或激活函数非单调的离散时间 Hopfield网络稳定性分析。引入新的能量函数，利用凸函数的性质证明随状态
更新网络能量函数单调下降从而得出网络收敛的充分条件。对于激活函数为非单调的连续函数而网络连接权值对称，则当网络连接权值
阵的最大特征值和神经元激活函数的导数下确界之积大于−1时，网络全并行收敛。对于网络激活函数为单调连续函数，网络连接权值为
对称矩阵时，神经元激活函数导数的最大值和连接权值矩阵的 2-范数之积小于 1时，网络全并行收敛。 
键词：Hopfield网络；凸函数次梯度；共轭函数 
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Abstract】This paper discusses stability of discrete time Hopfield network with the sequential weight which is asymmetry or with the activation
unction which is non-monotonic. New energy function is imported, then it proved that the energy function of network is declined monotonously
ith the updating of the state using the properties of convex function, gained the sufficient condition of the network convergence in the end. To the

ctivation function that is non-monotonic sequential function, when product of the maximum characteristic value of the network connecting weight
atrix and the infimum of the derivative to the activation function of the nerve cell more than -1, the network convergences concurrently. At the

ame time, to the network activation function is monotonous sequential function, and the network connecting weight is asymmetry matrix, when the
roduct of the maximum value of derivative to the nerve cell and the matrix of the two-norm to the connecting weight value is less than 1, the
etwork convergences concurrently. 
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 概述 
在将Hopfield网络应用于优化计算时，一般使用连续时间

Hopfield网络模型。但目前大多数的实现仍然在数字计算机
，即使连续时间的Hopfield网络，仍然需要进行离散化。因
， 离 散 时 间 的 Hopfield网 络 (Discrete Time Hopfield 

etwork，DTHN)的研究显得很有意义[1]。在文献[1]中，给出
当神经激活函数为单调增加的连续函数时，权值矩阵对称
DTHN收敛到唯一最小点的充分条件，但证明相当繁琐。
际上DTHN是一个非线性的差分迭代系统，研究其稳定性
前主要有两种方法：一是压缩映射的不动点原理[2]；二是
谓的Lyapnov直接方法[3]。本文中利用Lyapnov直接方法研
DTHN的稳定性。 
联想记忆(Associative Memory，AM)是神经网络理论的

个重要组成部分，也是神经网络用于智能控制、模式识别
人工智能等领域的一个重要功能[4]。它主要利用神经网络
良好容错性，使不完整的、污损的、畸变的输入样本恢复
完整的原型，适于识别、分类等用途。经国内外学者数十
对神经网络和联想记忆的研究，已提出了许多联想记忆模
和学习方法[5]；进行了相应的稳定性和记忆容量计算等方
的研究[6]。对联想记忆的研究需要明确对联想记忆网络的
本要求：(1)联想记忆须具有一定的容错性，即吸引子要有

一定的吸引域；(2)须具有较大的记忆容量；(3)技术上可行的。
Hopfield网络联想记忆存在的重要问题是：存在着所谓的“伪
状态”，由于伪状态的存在使联想记忆网络的容错性差、记忆
容量小。对此，对现有联想记忆网络进行改进，研究如何通
过减小甚至消除伪状态的吸引域，来提高联想记忆网络的容
错性，增大记忆容量。主要从系统的以下 3方面考虑：(1)调
节系统的动力学特性；(2)改变连接权矩阵；(3)修改神经元激
活函数，使用非单调增加的激活函数[7]。另外，神经元之间
连接权值对称一般是不易实现的，所以研究连接权值不对称
时网络的稳定性分析[9]一般都需要假定神经元激活函数为连
续可微的，利用的基本工具是压缩映射定理[10]，从而需要的
条件都比较强且不易验证，给实际应用带来很大不便。在文
献[7]提出使用非单调函数作为神经元激活函数时，网络稳定
性分析又有很大困难。 

2 凸函数的简单介绍 
对于凸函数简单定义和性质，都可以在文献[8]中找到。
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根据凸函数次梯度的性质，不仅能够对离散状态的 DTHN动
力学行为进行分析，而且能够将它们和连续状态的 DTHN稳
定性条件完全统一起来。 

对于 f(⋅)为Rn→(−∞,∞]的凸函数，记P(f )={(x,α): x∈Rn, 
α∈R, f (x)≤ α}和ED(f )={ x: x∈Rn, f (x)<+∞}则f(⋅)为正常凸函
数，如果它无处取−∞ 且不恒等于+∞。 

定义凸函数f(⋅)支撑集如下：L(f )={(a,b): a∈Rn, b∈R, ∀ 
x∈Rn。有 aTx−b≤ f (x) }。同时定义它的闭为： cl f (x)= 
sup(a,b)∈L(f ){ aTx − b}。f(⋅)为闭凸函数的条件为：cl f (x)= f (x)。 

定义 1 若凸函数 f(⋅)在 x处 f(x)<+∞,定义 f(⋅)在 x处的次
梯度： 

ξ∈∂f (x)⇔ 对任给y有f (y)≥ f (x)+ ξT(y−x)         (1)                       
性质 1  ∂f (x)为一个闭的凸集。 
定义 2 设f (x)为 的凸函数，定义f (x)的共轭

函数为f *(ξ)= {x
( , ]nR → −∞ +∞

max
nR∈x

Tξ −f (x) }。 

性质 2 设 f (x)为 的凸函数，则共轭函数 f*也
是凸函数，且 P(f*)=L(f )此外 f**=cl(f )。 

( , ]nR → −∞ +∞

性质 3 设f(x)为Rn上的凸函数，则ξ∈∂f (x)的充要条件为
f*(ξ)=ξTx−f (x)。 

性质 4 设f (x)为Rn上的凸函数，若ξ∈∂f (x)，则x∈∂f*(ξ)。
若x∈∂f*(ξ)且f (x)在x点是闭的，则ξ∈∂f (x)。 

下面研究共轭函数的性质，它是分析 DTHN的基础，其
结果见文献[13]。 

定理 1 设 为 的闭凸函数， f*(ξ)为
的闭凸函数，设ED(f*)={ξ: f*(ξ)<+∞,ξ∈R

( )f x ( , ]nR → −∞ +∞

( , ]nR → −∞ +∞ n}=Ω为

Rn的凸集，矩阵A为正定对称矩阵。那么， 1( )
2

Tf −x x Ax为凸

函数充要条件是 11 *( )
2

T f− −ξ A ξ ξ 为在Ω内的凸函数。 

引 理 1 设 ( )xϕ 为 连 续 单 调 非 减 一 元 函 数 ， k 

=
( ) ( )sup

x y

y x
y x

ϕ ϕ
≠

−
−

<+∞,令 ( ) ( )0
xx s dsϕΦ =∫ ，则 2 ( )

2
k x x−Φ 为凸  

函数。 
证明：由凸函数的定义直接验证即可。  

引理 2 设 ( )xϕ 为连续一元函数，k =
( ) ( )inf

x y

y x
y x

ϕ ϕ
≠

−
−

>−∞,

令 0( ) ( )xx s dsϕΦ =∫ ，则 2( )
2
kx xΦ −  为凸函数。 

证明：由凸函数的定义直接验证即可。  

3 DTHN模型的稳定性 
首先如下定义的 DTHN模型的运行方式： 
x(n+1)=ϕ(Wx(n))                                   (2) 

其中 W 为神经网络的连接权值；ϕ(⋅)表示激活函数，即

ϕ(x)= ，其中神经元 i 的激活函数
为连续函数。在式(2)描述的 DTHN 模型中，没有假定

网络中神经元连接权值对称，也没有假定激活函数单调可微
等。另外在式(2)中没有出现偏置，其实已经将神经元的偏置
看作激活函数的平移参数，即

1 1 2 2( ( ), ( ),..., ( ))T
n nx x xϕ ϕ ϕ

( )iϕ ⋅

( ) ( )b x x bϕ ψ= + ，将 b 看作激
活函数的参数从而不出现神经元的净输入中，这样做可以使
得我们的分析简洁。对于式(2)中的ϕ(x)，定义 n元函数为 

0
1

( ) ( )
n xi

i
i

s dsϕ
=

Φ =∑ ∫x                              (3) 

定义式(2)的 DTHN模型的能量函数为 

E(x)= 1
2

Tx Wx −Φ(Wx)                           (4)                                         

定理 2 在由式(2)描述的DTHN模型中，网络连接权值对
称。设神经元 i的激活函数 ( )i xϕ 为一元连续函数 ,ki 

=
( ) ( )inf i i

x y

y x
y x

ϕ ϕ
≠

−
−

,记K=diag[k1,k2,…,kn]。同时假设对所有的n, 

x(n)有界。记F(x)=
1

x Wx2
T

+Φ(Wx)，其中Φ(x)由式(3)定义。

若F(x)为凸函数，则DTHN模型(2)全并行收敛。 
(1)若 W+WKW为正定矩阵，则 DTHN模型(2)全并行样

收敛。 
证明： (1)显然F(x)为连续可微凸函数，则F(x(n+1))− 

F(x(n))−∇F(x(n))T(x(n+1)−x(n)) ≥ 0。 
对于全并行模式，由式(2)可得 
∇F(x(n))=Wx(n)+WΦ(Wx(n))=Wx(n)+Wx(n+1) 

从而 
    E(x(n))−E(x(n+1)) ≥ 0                               (5)   

由式(5)得 E(x(n))≥E(x(n+1))，即能量函数单调减少。又
由题设 x(n)有界，所以全并行更新模式收敛。 

(2)由K的定义，根据引理 2 的结论，可知Φ(x)−xTKx/2
为凸函数，其中Φ(x)由式 (3)定义。从而Φ(Wx)−xTWKWx/2

为凸函数。若W+WKW为正定矩阵，
1

x Wx2
T

+Φ(Wx)= 
1

x (W WKW) x2
T

+ +Φ(Wx)−xTWKWx/2 为凸函数。由结论(1)可

得由式(2)描述的DTHN模型全并行收敛。  证毕。 
若神经元激活函数除了一个平移常数外都相同，这时K

为µ⋅I，其中I为单位矩阵。这时定理 2中(2)的条件变为W+µ⋅W2

为正定矩阵。注意µ<0 (它为非单调函数导数的下界)，所以W
必为正定矩阵且λ+µ⋅λ2>0，其中λ为W的任意特征值。从而µ > 
−1/λmax，其中λmax为W的最大特征值。 

假设神经元激活函数为单调非减的一元连续函数。对由
式(2)描述的 DTHN模型，定义能量函数为 

E2(x)=Φ(Wx)+Φ*(x)−xTWx                           (6) 
显然，根据共轭函数的定义，能量函数E2(x)非负。 
定理 3 设神经元i的激活函数 ( )i xϕ 为连续单调非减一

元函数， ki =
( ) ( )sup i i

x y

y x
y x

ϕ ϕ
≠

−
−

，记 K=diag[k1,k2,…,kn]。若

K−1−WTKW为正定矩阵，则DTHN模型(2)全并行收敛。 

证 明 ： 记 G(x)= Φ*(x)− 
11

x K x2
T −

， H(x)= 

11
x (K W KW) x2

T T−
− 。根据矩阵 K的定义和引理 2，

1
x Kx2

T
−Φ(x)为凸函数，从而F(x)=

1
x Kx2

T
−Φ(x)为凸函

数；另外由推论 1 的结论可得Φ*(x)−
11

x K x2
T −

为凸函数，

即G(x)为x的凸函数。对任给ξ∈∂Φ*(x(n+1))，从而ξ−K−1x(n+1) 
∈∂G(x(n+1))，由次梯度的定义 

G(x(n))≥G(x(n+1))+(ξ−K−1x(n+1))T(x(n)−x(n+1))             
由式(4)有 Wx(n)∈∂Φ*(x(n+1))，所以可得到 
G(x(n))≥G(x(n+1))+(Wx(n)−K−1x(n+1))T(x(n)−x(n+1))     (7) 
对于任给的ξ∈∂Φ(Wx(n))，从而KWx(n+1)−ξ∈∂F(Wx(n)),

由次梯度的定义 
F(Wx(n+1))≥F(Wx(n))+(KWx(n)−ξ)T(Wx(n+1)−Wx(n))            
由式(3)描述的Φ(⋅)的定义有 x(n+1)∈∂Φ(Wx(n))，可得到 
F(Wx(n+1))≥F(Wx(n))+(KWx(n)−x(n+1))T(Wx(n+1)−Wx(n)) (8) 
由式(7)+式(8)得 
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