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随机利率条件下的可转换债券定价 

                 —— 一种鞅方法 

南开大学经济学院金融系 03 级硕士研究生   周志超 

摘要：近几年我国的可转换债券市场发展势头迅猛，据和讯网统计，2003 年我国共有 15 家公司发行

了可转换债券，筹资总额 181.5 亿元。与如此大的市场相比，对可转债的研究理论显得比较落后，因此对

可转换债券的定价研究非常重要。通常对可转债的定价是运用 PDE 法，然而该法的缺陷在于需要用到数值

算法，因此比较繁琐。本文另辟蹊径，运用鞅方法导出了随机利率条件下的可转债定价模型。相比通常的

PDE 法，该方法要简单的多，而且数据都是可测的，因此更具可行性。 
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1．引言 

可转换公司债券（Convertible Bonds）是一种介于纯粹权益和纯粹负债工具之间的金融工具。一方

面它具有固定的未来现金流入，这一点上类似于一般的公司债券或国债（有一些可转债，如 LYON，本身不

附票息，发行时采取折扣发行，到期时其持有者可以获得面值，因此也可以看成是附息债券，只是利息收

入包含在资本利得之中），另一方面，可转换债券持有者在债券有效期内，可以随时将债券转换为发行公司

或者第三方公司的普通股，从而成为标的公司的普通股东，因此它实际上可以看成是发行公司未来出售的

股票，只不过这种股票的取得与否取决于可转债持有人的意愿。正是因为这种非债非股的特性，使得可转

换债券的定价变得扑朔迷离。而我国在暂时还没有期权市场的背景下，引入了可转换债券，因此对它的定

价研究也显得非常必要。 

可转换债券从本质上看是在普通债券之中内嵌了一个认股权证，因此它的定价也应与期权的定价有一

定的联系。国内外对期权的定价有很多种方法：其中较常用的一种就是偏微分方程（即 PDE）法，

Black-Scholes 期权定价公式即属于此类，该方法的思路是：由于金融衍生资产的价格取决于其基础资产，

因此可以将衍生资产的价格视为基础资产的函数，由 ITO 引理可导出期权满足的偏微分方程(partial 

differential equation，简称 PDE)，再利用无套利原理，并根据可转换债券的条款如转换条款、可赎回

条款等确定可转债的最优转换和赎回策略，由此确定 PDE 的边界条件和终值条件，最后利用 PDE 的数值算

法计算出可转换债券的价值；另一种较常见的是套利定价方法，也叫鞅方法，这归功于 Harrison 和 Krep

（1979）以及 Harrison 和 Pliska（1981），下文将给出其具体思路。与之类似，可转换债券的定价也可以

通过这两种方法得到。 

1.1  偏微分方程法（PDE 法）   

可转换债券定价的偏微分方程法最早可追溯 Merton（1974），他采用了无套利定价的方法导出了一种

适用于所有公司债券的定价模型，他认为价值为 V 的公司所发行的任何证券（价值为 f）均可以看成是 V

和时间 t 的函数，假设公司的价值 V 及其发行证券的价值 f 都遵循几何布朗运动，由 Ito 方程及无套利原

理，Merton 指出债券的市场价值 f满足下述微分方程： 
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，又称稀释因子，n、M分别为可转股数和已发行股数，C为公司所发行的所有证券的现

金流出（股息和利息支付）， 为该种债券的现金支付，r 为无风险利率。而最早运用期权理论对可转换

债券进行定价的是 Ingersoll(1977)和 Brennan and Schwartz(1977)，他们假定可转换债券是公司市场价

值和时间的函数，并且公司的市场价值的运动过程满足一个随机扩散过程，最终导出一个类似的 PDE 模型，

fc
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他们的模型的缺陷在于没有考虑到利率变化对可转换债券价值的影响，因此他们的模型基本上是单因素模

型，此外他们的模型并没有考虑到信用风险对可转债价值的影响。 

国内对可转换债券的偏微分方程法定价以郑小迎等（2000）为代表，他在 Ingersoll 和 Brennan and 

Schwartz 的单因素模型的基础上，提出了一个双因素的定价模型，其过程为：假设股价遵循几何布朗运动，

利率满足 Ito 过程，先通过 Ito 引理给出利率、股价模型的一般表达式，并给出两者之间的相关系数，最

后构造一个投资组合以消去随机项，通过无套利原理得到可转换债券的双因子定价模型： 
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其中，s 为股票价格， 1µ 为股票的预期收益率，σ 为股价的波动率， 2µ (r,t)为利率的漂移率，

ω (r,t)为利率的波动率， 2λ 为利率的市场风险价格，C 是可转换债券价格，r 为无风险利率。设可转换

债券面值为 Z，转股比例为 n，公司现有 N股股票，则其边界条件满足： 

C(s,r,T) =                                (1-2) ),max( nsZe Trb

其中 为可转换债券的票面利息率（以连续复利记）。 br

     1.2 套利定价方法（鞅方法） 

套利定价方法又称为鞅方法，是由 Cox 和 Ross（1976）、Harrison 和 Krep（1979）以及 Harrison 和

Pliska（1981）发展起来的。其基本思想为：如果市场是完全的，那么存在唯一的概率测度，即所谓的“风

险中性”概率，在这一概率下，任何金融资产的贴现价格是一个鞅，这样，任何资产的估价等于要计算在

风险中性概率下，以无风险利率来贴现的未来现金流的条件期望。鞅方法在国外被广泛的应用于衍生资产

的定价中，遗憾的是，目前我国运用鞅方法对可转债定价的研究非常少，王振权，邓述慧（2000）曾经提

出过一个简单的可转债鞅方法定价模型，在该模型中，不考虑赎回条款以及信用风险，此外假设可转债期

限内利率为常数，本文拟在此基础上去掉最后一个假设，给出一个在随机利率条件下的可转债鞅方法定价

公式。在进行更深的讨论之前，先给出一个定理，这对于后文的分析有很大帮助。 

定理 1（最优转换策略）：如果资本市场是完全的，股票不支付红利以及转换条款不变，那么不含赎

回权的可转换债券持有人将一直持有可转换债券或者将其在市场上出售，而不会提前实行转换。 

对此，Brennan（1973）给出过严格的证明，在此不详加论述。 

 

2．随机利率条件下的可转换债券定价鞅模型 

 

2.1 利率恒定条件下的鞅方法模型 

在讨论随机利率条件下可转债定价的鞅模型之前，先给出简易可转债定价的鞅模型的推导：假定：市

场是完备的，交易连续进行，没有摩擦、交易费用或征税。存在可转换债券（ ,K,T,I），其票面利率为 ，

转换价格为 K，到期日为 T，I 表示可转换债券的条款，为简便起见，设可转换债券的面值即为其转换价格

K（换言之，一份可转换债券可换一股股票），则如果到期日投资者不行使转换权，其获得的偿付为

= 。 

br br

bK trbeK ×

假设股票价格遵循几何布朗运动：       
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                          d  = (tS tS tdWdt σµ + )                              （2-1） 

其中 ，00 fS σµ和 分别为股票的预期收益率和漂移率， 为在概率空间(tW Ω ,F,P)上定义的标准布朗

运动。定义一个 = ，则必存在一个 P 的等价概率
*
tS t

rt Se − *P ，在此概率测度下 是一个鞅，事实上，

由： 
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采用变量替换： 
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则有：   

d  =                                      （2-4） 
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根据 Girsanov 定理，令Θ = σ
µ )( r−

，则必存在概率 P的等价概率
*P ，在此概率下， 是

一个标准布朗运动。因此在概率

TttW ≤≤0
* )(

*P 下，我们可以从方程（2.4）导出 是一个鞅，且有： 
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由定理 1，可转换债券只在到期日执行转换（不考虑可赎回、回售条款），则可转换债券的价格可通过它在

同样的概率
*P 下的条件期望终值来给定： 

                             = tV [ ]heE tTr )(* −−
                                （2-6） 

其中 h = max{ } =  bT KS , ( )TSf

由于： 
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在概率
*P 下，令（ ）=Y

**
tT WW − tT − ,则 Y 服从正态分布 N(0,1)，有： 
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代 入 可 转 换 债 券 的 支 付 函 数 h= max { }bT KS , = ( )+−+ bTb KSK , 当 时

= ，当 时， (
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则（2.11）可表示为： 

Y
tT

tTr
S
K

t

b

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≥
σ

σ )(
2
1ln 2

= 2d−                     （2-12） 

因此， 可以表示为： tV
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最终可以得到可转换债券的定价公式为: 
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其中，N(·)表示累积正态分布函数。 

2.2 随机利率条件下的鞅方法 

假设利率遵循风险中性概率 Q下的 Vasicek 过程： 

                     a(t) [ ])()( trtb − dt + σ (t)d (t)                    （2-15）           1W

其中 a(t)、b(t)和σ (t)是某些确定函数， (t)为标准布朗运动，1W σ (t)为 r(t)的即时标准差，股票价

格 服从风险中性概率 Q下的随机动态过程： tS
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其中， Sσ 表示股价的瞬时标准差。系数 ρ 为股票价格与利率波动率之间的相关系数，有 ρ )1,0(∈ ，

是与 相互独立的标准布朗运动，它刻画了股票本身的风险。 )(2 tW )(1 tW

由（2.15）式，在时刻 T 到期，到期日可获得偿付 1 美元的的无违约零息票债券的价格 P(t,T)的动

态过程给定为在概率 Q下，对任何时刻 t满足： 

                    
),(
),(

TtP
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 = r(t)dt - )(),( 1 tdWTtPσ                   （2-17） 

其中 ),( TtPσ 是一个确定函数，定义为： 
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   令 B(t)代表在日期 0 投资一美元，并以流行的利率现值 r(t)连续再投资的组合在 t 时刻的价值，换句

话说，资金 B(t)定义了一个随时间变化的资本化因子，它由下式给出： 

                         B(t) =                                （2-19） ⎟
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根据 B(t)的定义及市场无套利，任何资产相对于资本化因子 B(t)的价格是一个 Q-鞅，假定可转换债

券在到期时刻 T 给出的随机支付为 h(T)，那么它在时刻 t=0 的值 ，可用风险中性概率 Q 下的条件期望

表示为： 

0V
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可以看出去除掉利率恒定的假设后，可转债价格的计算过程变得异常复杂，运用原来的方法无法得出结果，

因此有必要引入两种新的方法:币制替换和时间替换。首先我们来看一个定理： 

定理 2：给出一个在 上处处为正的过程( Tt ,0∈ ) ( )tX ，假定 X 是一种没有分红的资产，给出一个

概率测度 ，它通过关于Q的 Radon-Nikodym 导数来定义： XQ
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并使得任何资产相对于币制 X的价格是一个 -鞅，则在概率 Q下的条件期望可变为 下的条件

期望： 
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根据定理 2，我们可以取到期日为 T 的无风险零息债券 P(t,T)作为新币制，新的币制 P(t,T)可以通

过它的关于 Q的 Radon-Nikodym 导数来定义： 
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由式（2.22）及式（2.23）可得： 
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式（2.23）的含义很清晰，那就是通过变换币制避开了利率的随机性，这一点在直观上很容易理解：无违

约零息票债券的价格 P(t,T)本身就包含了利率的随机特征。因此我们可以将可转换债券（ ,K,T,I）在

t=0 时刻的价值 表示为： 
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其中对于 E的示性函数 是实值随机变量，定义为： E1

                                       ，   1)(1 =ϖE E∈∀ϖ  

                                           = 0 ，    其他情形 

进一步，式（2.25）还可以进一步的简化，把股价 S看作是一种新的币制，则它定义了一个新的概率测度 ，

使得： 
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则此时式（2.25）可以化为： 
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经过两次币制替换以后，可转债价格与 P(t,T)（或 ）相比较的相对价格是 -鞅（或 -鞅），因此

它能够表示为在 （或 ）下基于两个标准布朗运动 (

tS PQ SQ

PQ SQ ( ) ( ) [ TttwtW PP ,0,, 21 ∈ ]

]

}

)( 或

)的随机积分。 ( ) ( ) [ TttwtW SS ,0,, 21 ∈

然而只通过币制变换还无法得出最后的解，因为分布函数只有在标准布朗运动情形下才能得知，因此

要用到另一个概念：那就是时间替换。先给出另一个定理： 

定理 3：考虑 { ∞≤= ptMM t 0, ，这是一个连续 P-鞅，它在 P下满足条件 ∞=∞→ tt Mlim ，
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并且通过下列随机微分方程来定义： 

)()()()( 2211 tdWtxtdWtxdM t +=            （2-28） 

这里 和 是确定的函数。在上述假定下，存在惟一的一维标准布朗运动W ，使得 )(1 tx )(2 tx

                   ∑∫
=

==
2

1
0

)()(
i

t
Miit

t
WudWuxM                       （2-29） 

其中， 

                            ∑∫
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=
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1
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2 )(
i

t
it duuxM                            （2-30） 

再来看式（2.27）： 
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由式（2.16）及（2.17）可知： 

      ( ) )(1)(),(),(lnln 2
2

1 tdWtdWTtTtPdSd SPSt ρσσρσ −++=−    

（2-31） 

( ) )(1)(),(ln),(ln 2
2

1 tdWtdWTtSdTtPd SPSt ρσσρσ −−+−=−     

（2-32） 

因为 和 分别是 -鞅和 -鞅，由定理 3可得： ),(/ TtPSt tSTtP /),( PQ SQ

[ ]∫ ++==
t

PSPS
ttt

t TuTu
S

TtP
TtP

S
0

22 ),(2),(),(ln
),(

ln σρσσσ du      

（2-33） 

引入如下定义的时间替换τ ： 

      du                  （2-34） [ ]∫ ++=
t

PSPS TuTut
0

22 ),(2),()( σρσσστ

且令： 

            = du                  （2-35） 
*τ [ ]∫ ++=

T
PSPS TuTuT

0
22 ),(2),()( σρσσστ

根据 ITO 引理，存在两个标准一维布朗运动 ，分别在 和 下，使得：  
SP WW 和 PQ SQ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= )(

2
1exp

),0(),( )(
0 tW
TP

S
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S P
t
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          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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2
1exp),0(),(
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0
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S
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S

TtP S
t

t
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因此，式（2.27）可以表示为： 
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0V = ( ) bKTP ⋅.0 +
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这一最终表达式可直接计算并得出： 
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上式即随机利率条件下的可转换债券定价公式，公式不包含随机利率而代之以无违约零息票债券的价格

P(t,T)，可以看出，通过币制替换和时间替换，利率这一风险源被吸收了。 

 

3．结束语 

对于可转换债券的定价，正如对美式期权的定价一样，没有一种方法可以做到完全正确、一劳永逸。

本文运用币制替换和时间替换的方法，给出了随机利率条件下的一种新的定价模型。它的优点在于有一个

确定的解，而不象 PDE 方法那样很难得出一个准确的解析解，但是这种方法的缺陷在于它没有考虑可转换

债券的特别条款（如可赎回、回售条款等）以及信用风险对可转债价格的影响，因此它只是一个较简单的

模型。 
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