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中子输运的随机理论
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摘要：运用概率理论，考虑狋时刻狀个相空间点（狉，狌犻Ω犻）单位体元中分别出现犖犻（犻＝１，２，…，狀）个中

子的概率犘犖（狉，狋，狌Ω），提出一个新的中子输运的随机理论，导出概率母函数犉狀 的非线性积分微分方

程组。在某些近似下，狀＝１概率分布一阶矩方程恰好是中子平均数玻尔兹曼方程。将各向同性散射的单

速中子随机理论应用于点堆模型。在一个超临界系统中，当狋→ ∞ 时，出现有限个中子的概率为零，

犘犖 ＝０（０＜犖＜∞），即系统内或没有中子，或有无限多中子。给出了母函数的近似解，导出了母函数概

率分布各阶矩的近似方程及解式。标准差公式表明，当初始中子数起伏ξ０较大，初始中子平均数犖０不够

多，或中子源强犙很弱时，对于０＜λ１的增殖系统，中子数的起伏很大，应予以重视。
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　　在反应堆中，中子与核的相互作用及迁移

形成了反应堆中的中子输运过程。中子与核的

相互作用，是以中子运动单位距离上发生反应

的概率描述，称为反应截面Σ。因此，中子输运

过程是一个随机过程。通常的中子输运理论研

究系统内中子密度平均值的变化，这适用于系

统内的中子数足够多，中子数的起伏可忽略的

情况。若系统内的中子数足够少，或因某些因

素中子数起伏非常大的情况下，则有必要研究

中子输运的随机过程。

中子输运的随机过程可采用跟踪系统内某

１个中子及其后代的方式描述，即给出某时刻

狋ｆ 在区域 犚 中出现的中子，在下一时刻狋

（狋＞狋ｆ），在空间点狉处产生速度为狌、方向为Ω

的狀个中子概率。这种描述得到的方程实质上

是中子价值概率方程，其对应的平均值方程即

通常 的 中 子 价 值 方 程。这 一 理 论 已 由

Ｌ．Ｐａｌ
［１］和Ｇ．Ｉ．Ｂｅｌｌ

［２３］建立。另一种描述

是狋时刻在欧拉空间点狉处，建立相空间（狌Ω）

单位体元中出现狌Ω 态中子密度为犖 的概率

犘犖（狉，狋，狌Ω）的方程及其母函数方程。这种方

程的平均值方程对应于通常的中子输运方程。

这就是本工作要建立的理论。

１　中子输运的随机过程

将中子视为无体积大小的点粒子，假设中

子与核发生反应是瞬时完成的并忽略中子之间

的相互作用，我们研究反应系统内中子消长的

概率。中子发生核反应的概率显然与中子数有

关，同时也是中子状态狌Ω 的函数，而产生的中

子是按中子状态狌Ω 分布的，因此，一个空间点

上出现的不同状态中子数是有关联的。设狋时

刻，相空间点狉处单位体元中，在狀个相点狌犻Ω犻

上同时出现犖犻ｄ狌犻ｄΩ犻（犻＝１，２，…，狀）个中子

的联合概率为犘犖狀（狉，狋，狌Ω）（其中犖狀≡（犖１，

…，犖犻，…，犖狀），μΩ ≡（狌１Ω１，…，狌犻Ω犻，…，

狌狀Ω狀）），考虑经足够小的时间Δ狋后，中子密度

犖犻的变化。

设在Δ狋时间后，相空间点（狉，狌犻Ω犻）处单位

体元中，与核碰撞减少１个狌犻Ω犻态中子的概率

为μ１犻Δ狋，漏失１个狌犻Ω犻态中子的概率为μ２犻Δ狋，

因散射增加１个狌犻Ω犻态中子的概率为μ３犻Δ狋，因

（ｎ，２ｎ）反应增加中子的概率为μ４Δ狋，因裂变反

应（ｎ，ｆ）导致中子增加的概率为μ５Δ狋，外中子

源产生１个狌犻Ω犻态中子的概率为μ６犻Δ狋。分析各

种反应的随机过程，可给出μ１犻、μ２犻、μ３犻、μ４、μ５

及μ６犻的表达式。

１）与核碰撞减少１个狌犻Ω犻态中子的概率：

μ１犻Δ狋＝犖犻Σｔ狌犻Δ狋

设Σｔ（狉，狋，狌犻Ω犻）为中子与核碰撞总截面，

则１个狌犻Ω犻态中子Δ狋时间后因碰撞消失的概

率为Σｔ狌犻Δ狋。犖犻个中子因碰撞减少１个中子的

概率为：

犆１犖犻（Σｔ狌犻Δ狋）（１－Σｔ狌犻Δ狋）
犖犻－１ ≈

犖犻Σｔ狌犻Δ狋＋犗（Δ狋）

　　减少２个以上中子的概率为Δ狋的高阶小

量。记：

μ１犻Δ狋＝犖犻Σｔ狌犻Δ狋 （１）

　　２）单位体元内漏失１个狌犻Ω犻 态中子的概

率：μ２犻Δ狋

取狉处一空间体元Δ犞Ｒ＝犃Ｒδ，其面积犃Ｒ

与中子运动方向Ω犻 垂直，δ为方向Ω犻 上的线

元。因此，狌犻Ω犻态中子仅通过犃Ｒ面流入流出。Δ狋

时间内，单位体元中净流出狌犻Ω犻 态的中子

数为：

∑
∞

犖′犻＝１

犘犖′犻／犖狀 狉＋
δ
２（ ）Ω 犖′犻狉＋δ２Ω（ ）犻［ －

∑
∞

犖′犻＝１

犘犖′犻／犖狀 狉－
δ
２（ ）Ω 犖′犻狉－δ２Ω（ ）］犻 狌犻Δ狋犃Ｒ Δ犞Ｒ

其中：犘犖′犻／犖狀（狉′）为狉点出现中子密度犖狀条件

下，在其邻域狉′＝狉±
δ
２
Ω犻处出现狌犻Ω犻态中子

密度 犖′犻 的概率。当δ →０ 时，犖′犻 → 犖犻，

∑
∞

犖′犻＝１

犘犖′犻／犖狀犖′犻→犖犻（狉）＝犖犻犘犖狀
。

于是有：

ｌｉｍ
δ→０∑

∞

犖′犻＝１

犘犖′犻／犖′狀（狉＋
δ
２
Ω）－∑

∞

犖′犻＝１

犘犖′犻／犖狀犖′狉－
δ
２
Ω（ ）犻 δ×
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狌犻Δ狋＝狌犻Ω犻·

Δ

（犖犻犘犖狀
）Δ狋

当Δ狋→０时，它就是从单位体元中漏失１个

狌犻Ω犻态中子的概率，记为：

μ２犻Δ狋＝狌犻Ω犻·

Δ

（犖犻犘犖狀
）Δ狋 （２）

　　３）单位体元中，因散射增加１个狌犻Ω犻态中

子的概率：μ３犻Δ狋

设狉处单位体元中，当狀个相空间点（狌犻Ω犻）

中子密度为犖狀 时，在（狌′Ω′）处出现狌′Ω′态中

子密度为犖′（狉，狋，狌Ω，狌′Ω′）的条件概率为

犘犖′／犖狀（狉，狋，狌Ω，狌′Ω′），则犖′ｄ狌′ｄΩ′个中子在

Δ狋时间内发生散射产生１个狌犻Ω犻 态中子的概

率为：

Σｓ（狉，狋，狌′Ω′）犳ｓ（狌′Ω′→

狌犻Ω犻）狌′犖′（狉，狋，狌Ω，狌′Ω′）Δ狋ｄ狌′ｄΩ′）

其中：Σｓ 为散射截面；犳ｓ 表示一次散射产生

狌犻Ω犻态中子的概率。

随机变量 犖′取值为１～ ∞，于是，所有

狌′犻Ω′犻态中子在Δ狋→０时产生１个狌犻Ω犻态中子

的概率为：

μ３犻Δ狋＝∫∫Σｓ（狉，狋，狌′Ω′）犳ｓ（狌′Ω′→狌犻Ω犻）狌′×

　 ∑
∞

犖′＝１

犖′（狉′，狋，狌Ω，狌′Ω′）犘犖′／犖［ ］狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋 （３）

４）单位体元中，因（ｎ，２ｎ）反应增加狌犻Ω犻

态中子的概率：μ４Δ狋

假设（ｎ，２ｎ）反应所产生的中子均为各向

同性的，则由狌′Ω′态中子产生的中子处于狌犻Ω犻

态的概率可写为犳２ｎ
（狌′→狌犻）

４π
≡
犳２ｎ犻
４π
（犻＝１，２，

…，狀），不处于所有 狌犻Ω犻 态的概率为 １－

∑
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４π
，则（ｎ，２ｎ）反应产生的两个中子中有犽犻

个（犽犻＝０，１，２）分别落入狌犻Ω犻（犻＝１，２，…，狀）

态中的概率为：

犃犽 ＝
２！

２－∑
狀

犻＝１

犽（ ）犻 ！∏
狀

犻＝１

犽犻！

×

∏
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４（ ）π

犽犻

１－∑
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４（ ）π

２－∑
狀

犻＝１

犽犻

其中：犽＝ （犽１，犽２，…，犽狀），∑
狀

犻＝１

犽犻≤２。

犖′ｄ狌′ｄΩ′个狌′Ω′态中子在Δ狋时间内发生

（ｎ，２ｎ）反应的几率为：

Σ２ｎ（狉，狋，狌′Ω′）狌′ ∑
∞

犖′＝１

犖′犘犖′／犖（ ）狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋

　　（ｎ，２ｎ）反应产生的中子中有犽犻 个分别进

入狌犻Ω犻态的概率为：

μ４犽Δ狋＝∫∫Σ２ｎ狌′犃犽 ∑
∞

犖′＝１

犖′犘犖′／犖（ ）狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋

　　Δ狋时间内增加中子的概率为：

μ４Δ狋＝ ∑
２

∑
狀
犻＝１
犽犻＝１

μ４犽Δ狋＝∫∫Σ２ｎ狌′ ∑
２

∑
狀
犻＝１
犽犻＝１

犃（ ）犽 ×

∑
∞

犖′＝１

犖′犘犖′／犖（ ）狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋＝

∫∫Σ２ｎ狌′１－ １－∑
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４（ ）π［ ］

２

×

∑
∞

犖′＝１

犖′犘犖′／犖（ ）狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋 （４）

其中，已使用公式 ∑
２

∑
狀
犻＝１
犽犻＝０

犃犽 ＝１，及 ∑
２

∑
狀
犻＝１
犽犻＝１

犃犽 ＝

１－ １－∑
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４（ ）π

２

。

５）因裂变反应（ｎ，ｆ）导致中子增加的概

率：μ５Δ狋

设Σｆ（狉，狋，狌′Ω′）为狌′Ω′态中子引起核裂

变截面，每次裂变产生ν个中子的概率为狇ν。假

设产生的每个裂变中子是各向同性的，因而，处

于各个狌犻Ω犻 态的概率可写为χ
（狌′→狌犻）

４π
≡

χ犻
４π
（犻＝１，２，…，狀），不处于各狌犻Ω犻态的概率为

１－∑
狀

犻＝１

χ犻
４π
，则一次裂变放出ν个中子中，有犽犻个

处于狌犻Ω犻（犻＝１，２，…，狀）态的概率为：

犅ν犽 ≡
ν！

∏
狀

犻＝１

犽犻！ν－∑
狀

犻＝１

犽（ ）犻 ！
×

∏
狀

犻＝１

χ犻
４（ ）π

犽犻

１－∑
狀

犻＝１

χ犻
４（ ）π

ν－∑
狀

犻＝１

犽犻

其中，∑
狀

犻＝１

犽犻≤ν。

则Δ狋时间内，由于裂变使狌犻Ω犻（犻＝１，２，

…，狀）态中子增加的概率为：

μ５Δ狋＝∫∫Σｆ狌′ ∑
∞

ν＝１

狇ν １－ １－∑
狀

犻＝１

χ犻
４（ ）π［ ］｛ ｝

ν

×

∑
∞

犖′＝１

犖′犘犖′／犖（ ）狀 ｄ狌′ｄΩ′Δ狋 （５）
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其中使用了公式 ∑
ν

∑
狀

犻＝１

犽犻＝０

犅ν犽 ＝１及 ∑
ν

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

犅ν犽 ＝

１－ １－∑
狀

犻＝１

χ犻
４（ ）π

ν

。

６）设外中子源Δ狋时间内在（狉，狌犻Ω犻）单位

体元中产生１个狌犻Ω犻态中子的概率：狌６犻Δ狋

μ６犻Δ狋＝犙犻（狉，狋，狌犻Ω犻）Δ狋 （６）

　　令中子密度不变的概率为μ７Δ狋，设以上随

机事件构成完备组，则有：

μ７Δ狋＝１－∑
狀

犻＝１
μ１犻＋μ２犻＋μ３犻＋μ６（ ）犻 Δ狋－

μ４Δ狋－μ５Δ狋 （７）

２ 概率方程及其母函数方程和矩方程

狋＋Δ狋时刻，狌犻Ω犻态中子密度为犖犻的联合

概率为犘犖狀（狉，狋＋Δ狋，狌Ω），与狋时刻中子输运

随机过程有关，按全概率公式有：

犘犖狀（狉，狋＋Δ狋，狌Ω）＝

∑
狀

犻＝１

犘犖狀＋犲犻（狉，狋，狌Ω）μ１犻Δ狋＋

∑
狀

犻＝１

犘犖狀＋犲犻（狉，狋，狌Ω）μ２犻Δ狋＋

∑
狀

犻＝１

犘犖狀－犲犻（狉，狋，狌Ω）μ３犻Δ狋＋

∑
２

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

犘犖狀－犽（狉，狋，狌Ω）μ４犽Δ狋＋

∑
狀

ν＝１
∑
ν

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

犘犖狀－犽（狉，狋，狌Ω）μ５狏犽Δ狋＋

∑
狀

犻＝１

犘犖狀－犲犻（狉，狋，狌Ω）犙犻Δ狋＋犘犖狀（狉，狋，狌Ω）μ７Δ狋

　　将μ７ 表达式代入，犘犖狀（狉，狋，狌Ω）项移到

式左边，除以Δ狋并令Δ狋→０，则有概率方程：

犘犖狀
狋

＝∑
狀

犻＝１

［（μ１犻＋μ２犻）犘犖狀＋犲犻 ＋

（μ３犻＋犙犻）犘犖狀－犲犻］＋ ∑
２

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

μ４犽犘犖狀－犽＋

∑
∞

ν＝１
∑
ν

∑
狀

犻＝１

犽
犻＝
１

μ５ν犽犘犖狀－犽－犘犖狀 ∑
狀

犻＝１

（μ１犻＋μ２犻［ ＋

μ３犻＋μ６犻）＋μ４＋μ ］５ （８）

其中：犽＝ ｛犽１，犽２，…，犽狀｝；犖狀 －犲犻 ＝ ｛犖１，

犖２，…，犖犻－１，…，犖狀｝；犖＋犲犻 ＝ ｛犖１，犖２，

…，犖犻＋１，…，犖狀｝。

将 式 （８）乘 以 ∏
狀

犻＝１

犛犖犻犻 后 并 取 和 为：

∑
∞

犖
１＝０
∑
∞

犖
２＝０

…∑
∞

犖狀＝０

，引入联合概率犘犖狀 的母函数犉狀：

犉狀（狉，狋，狌Ω，犛）＝

∑
∞

犖
１＝０
∑
∞

犖
２＝０

…∑
∞

犖狀＝０

犘犖狀（狉，狋，狌Ω）∏
狀

犻＝１

犛犖犻犻

其中：犛＝ （犛１，犛２，…，犛狀）。

可得母函数犉狀 满足下面微分方程组：

犉狀

狋
＝∑

狀

犻＝１

（１－犛犻）（Σｔ狌犻＋狌犻Ω犻·

Δ

）犉狀
犛犻

＋

∑
狀

犻＝１∫犇∫
Σ犛狌′（犛犻－１）犳犛

犉狀＋１

犛狀＋（ ）１ 犛狀＋１＝１

ｄ狌′ｄΩ′＋

∫
犇
∫Σ２ｎ狌′ １＋∑

狀

犻＝１

（犛犻－１）
犳２ｎ犻
４［ ］π

２

－｛ ｝１ ×
犉狀＋１

犛狀＋（ ）１ 犛狀＋１＝１

ｄ狌′ｄΩ′＋∫
犇
∫Σｆ狌′∑

∞

ν＝１

狇ν×

１＋∑
狀

犻＝１

（犛犻－１）χ
犻

４［ ］π
ν

－｛ ｝１ ×
犉狀＋１

犛狀＋（ ）１ 犛狀＋１＝１

ｄ狌′ｄΩ′＋∑
狀

犻＝１

（犛犻－１）犙犻犉狀 （９）

其中：犇为狌′Ω′态中子在相空间的定义域。

上面推导中使用了公式：

∑
ν

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

犅ν犽∏
狀

犻＝１

犛犽犻 ＝

１＋∑
狀

犻＝１

（犛犻－１）χ
犻

４［ ］π
ν

－ １－∑
狀

犻＝１

χ犻
４（ ）π

ν

及 ∑
２

∑
狀

犻＝１

犽犻＝１

犃犽∏
狀

犻＝１

犛犽（ ）犻 ＝

１＋∑
狀

犻＝１

（犛犻－１）
犳２ｎ犻
４［ ］π

２

－ １－∑
狀

犻＝１

犳２ｎ犻
４（ ）π

２

　　 归一化条件为犉狀（狉，狋，狌Ω，犛）犛＝犐 ＝１，

其中，犐＝ （１，１，…，１），初始条件为 犉狀（狉，０，

狌Ω，犛）＝犉
０
狀（狉，狌Ω，犛），犉

０
狀 为已知函数。若假

设无中子从外界进入系统犞内，则边界条件为：

犉狀（狉，狋，狌Ω，犛）＝１，
犉狀

犛犻
＝０，狉∈犞，Ω·狀犞≤

０。其中，狀犞 为边界犞 外法向单位向量。

显然，方程组（９）是一个不封闭的、犉狀的方

程中包含犉狀＋１ 函数。因此，若解该方程组，应该
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引入截断近似，使方程组封闭。对方程组（９）中

变量犛犻求各阶导数，并令犛＝犐，则可得到随机

矢量犖的各阶原点矩、混合矩所满足的微分方

程组。

对狀＝１情况，一阶原点矩就是（狉，狌Ω）空

间中 子 密 度 平 均 值 犖１ ≡
犉１

犛（ ）１ 犛
１＝１

＝

∑
∞

犖
１＝１

犖１犘犖
１
，它满足方程：

犖１

狋
＝－（Σｔ狌＋狌Ω·

Δ

）犖１＋∫
犇
∫（Σｓ犳ｓ＋

２Σ２ｎ
犳２ｎ
４π
＋νΣｆχ

４ ）π 犖２狌′ｄ狌′ｄΩ′＋犙 （１０）

式中：犖２ ＝
犉２

犛（ ）２ 犛
２＝１

犛
１＝
１

，ν＝∑
∞

ν＝１

ν狇ν；边界条件

为犖１ ＝ ０，Ω１·狀ν ≤ ０；初 始 条 件犖１ ＝

犉
０

犛（ ）１ 犛
１＝１
≡犖

０
１。

解式（１０）需要给出犉２的表达式。为了使式

（１０）封闭，可假设狌１Ω１ 态与狌２Ω２ 态中子数

犖１、犖２ 是统计独立的，即：

犘犖
１
，犖
２
（狉，狋，狌１Ω１，狌２Ω２）＝

犘犖
１
（狉，狋，狌１Ω１）犘犖

２
（狉，狋，狌２Ω２）

且犖１、犖２ 具有相同的概率密度，则犖２即为犖１。

在上述截断近似下，式（１０）可写为：

犖１

狋
＝－（Σｔ狌＋狌Ω·

Δ

）犖１＋

∫
犇
∫Σｓ犳ｓ＋２Σ２ｎ

犳２ｎ
４π
＋νΣｆχ

４（ ）π ×
犖１（狉，狋，狌′Ω′）狌′ｄ狌′ｄΩ′＋犙 （１１）

　　式（１１）恰好是通常使用的中子输运方程。

由式（９）可得方差σ
２
１ ＝犖

２
１－犖

２
１ 满足的方程：

σ
２
１

狋
＝－２（Σｔ狌＋狌Ω·

Δ

）σ
２
１－

狌Ω·

Δ

犖２１＋（Σｔ狌＋狌Ω·

Δ

）犖１＋

∫
犇
∫Σｓ犳ｓ＋２Σ２ｎ

犳２ｎ
４π
１＋
犳２ｎ
４（ ）π［ ＋

Σｆχ
４π
ν＋ν（ν－１））χ

４（ ）］π
犖２ｄ狌２ｄΩ２＋

２∫
犇
∫Σｓ犳ｓ＋２Σ２ｎ

犳２ｎ
４π
＋νΣｆχ

４（ ）π ×
（犖１犖２－犖１犖２）狌２ｄ狌２ｄΩ２＋犙１ （１２）

其中：ν（ν－１）＝∑
∞

ν＝１

ν（ν－１）狇ν，犖１犖２ ＝


２犉２

犛１犛（ ）２ 犛
１＝１

犛
２＝
１

。

若无外来中子，则有边界条件σ
２
＝０，

Ω犻·狀犞 ≤０。初始条件σ
２（狉，０，狌Ω）＝


２犉０１

犛
２
１ 犛

１＝１

＋

犖０１－犖
０
２

１ 。若解此方程，亦需做截断近似。例如令

犖１ 与犖２ 为同一函数。

３　应用举例

为了解析地研究中子输运随机过程，采用

各向同性单能中子的点堆模型，且仅考虑中子

的吸收和裂变。中子的泄漏由１个中子在单位

时间内漏出系统的概率μ表示。在上述假设

下，母函数方程为：

　
犉（狋，犛）

狋
＝（狋，犛）

犉

犛
＋（犛－１）犙犉 （１３）

其中：（狋，犛）≡（１－犛）（Σａ狌＋μ）＋（狇（犛）－犛）Σｆ狌，

狇（犛）＝∑
∞

ν＝０

狇ν犛
ν，归一化条件为犉（狋，１）＝１。

设初始时刻系统内有犖０ 个中子，则：

犉（０，犛）＝犛
犖
０ （１４）

　　由式（１３）可得中子平均密度方程：

犖

狋
＝［（ν－１）Σｆμ－Σａ狌－μ］犖＋犙 （１５）

　　引入系统中子增殖系数λ：

λ≡
１

犖
·ｄ犖
ｄ狋
＝ （ν－１）Σｆ狌－Σａ狌－μ

则：

犖 ＝ｅ∫
狋
０λｄ狋

∫
狋

０
犙ｅ

－∫
狋′
０λｄτｄ狋′＋犖［ ］０ （１６）

　　函数（狋，犛）有如下特征：（狋，０）＞０，（狋，

１）＝０，犛′（狋，１）＝λ，″犛犛（狋，犛）＝Σｆ狌狇″＞０，且

当λ＞０时，（狋，犛）在犛∈ （０，１）上有一零点

犛０，（狋，犛０）＝０。由于函数是犛的无穷级数，

难以给出式（１３）的解析解。

函数：

　ψ（狋，犛）＝
λ（狋）

１－犛０（狋）
（犛０（狋）－犛）（１－犛） （１７）

具有（狋，犛）函数以上特征，可作为（狋，犛）

的近似函数。在狇（犛）≈ １＋ν（犛 －１）＋

ν（ν－１）

２
（犛－１）＋

ν（ν－１）（ν－２）

６
（犛－１）

３ 近

似下，令＝０，可得：

犛０ ＝１－
３

２（ν－２）
×
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１－ １－
８

３
ν－２

３ν（ν－１）
λ
Σｆ槡［ ］狌 （１８）

　　当
λ
Σｆ狌

１时，

犛０ ＝１－
２λ

ν（ν－１）Σｆ狌
（１９）

３．１ 无中子源情况

使用近似ψ（狋，犛）≈（狋，犛），方程（１３）在

犙＝０、犖０ ＝１时的解为：

犉（狋，犛）＝１＋
犛－１

犃（１－犅犛）
（２０）

其中：

犃＝
１

犖（狋）
＋∫

狋

０

λ

犖（１－犛０）
ｄ狋′

犅＝∫
狋

０

λ

犖（１－犛０）
ｄ狋′／犃

（２１）

　　将犉（狋，犛）在犛＝０点展开，可得：

犘０（狋）＝１－
１

犃

犘犖（狋）＝
１－犅
犃
犅犖－

烅

烄

烆

１

（２２）

　　对于λ＞０，当狋→ ∞，有：

　

犘０（∞）＝１－
１

犃（∞）

犘犖（∞）＝０　　（犖 ≠０，为有限值）

犘∞（∞）＝
１

犃（∞

烅

烄

烆 ）

（２３）

式（２３）表明，对超临界系统，初始时刻放入

１个中子、狋→∞时，系统内存在有限个中子数

的概率为０，系统内中子数或为零，或趋于无限

大。

引入变差系数ξ＝
犖２－犖

２

犖槡 ２
，则：

ξ＝ 犃犅＋犃－槡 １＝

２∫
狋

０

λ

犖（１－犛０）
ｄ狋′＋

１

犖
－（ ）１

１
２

（２４）

　　当Σａ、Σｆ、μ与时间无关时，犛０、λ为常数，有：

犘０（∞）＝犛０

犘犖（∞）＝０

犘∞（∞）＝１－犛０

ξ（∞）＝
１＋犛０
１－犛槡

烅

烄

烆 ０

（２５）

　　式（２５）表明，狋＝０时刻系统内存在１个中

子，在狋→ ∞ 时，系统中不存在中子的概率为

犛０。１－犛０ 则是狋→ ∞ 时系统中子数无限大的

概率，或称为１个中子无限增殖的概率。

对于狋＝０时刻，系统中存在犖０ 个中子情

况，有：

犘０（∞）＝犛
犖
０
０

犘犖（∞）＝０

犘∞（∞）＝１－犛
犖
０
０

ξ（∞）＝
１＋犛０

犖０（１－犛０槡 ）
＝

１

犖０

２

１－犛０
－（ ）槡

烅

烄

烆
１

（２６）

　　对于０＜λ１的反应系统：

犛０ ＝１－
２λ

ν（ν－１）Σｆ狌

ξ（∞）＝
２

（１－犛０）犖槡 ０

＝
ν（ν－１）Σｆ狌

犖０槡 λ

（２７）

　　可见，中子数的起伏很大，只有初始注入足

够数量的中子数才可能使系统内中子数的起伏

减小。例如，当犖０λ＞１０
４
ν（ν－１）Σｆ狌时，才能

有ξ（∞）＜０．０１。

３．２ 有中子源情况

假设系统内在狋∈［０，狋ｆ］时间内存在犙（狋）

中子源，则方程（１３）在ψ≈近似及犉（０，犛）＝

１、犉（狋，１）＝１条件下的解可写为：

犉（狋，犛）＝ｅｘｐ∫
狋

０

［犉１（狋，犛；τ）－１］犙（τ）ｄ｛ ｝τ
（２８）

其中：

犉１（狋，犛；τ）＝１＋
犛－１

犃（１－犅犛）
，

犃（狋；τ）＝ｅｘｐ －∫
狋

τ
λ（狋′）ｄ［ ］狋′ ＋

∫
狋

τ

λ（狋′）

１－犛０（狋′）
ｅｘｐ －∫

狋′

τ
λ（犜）ｄ［ ］犜 ｄ狋′，

犅（狋；τ）＝∫
狋

τ

λ（狋′）

１－犛０（狋′）
×

ｅｘｐ －∫
狋′

τ
λ（犜）ｄ［ ］犜 ｄ狋′／犃（狋；τ）。

　　狋时刻系统内中子死绝的概率犘０（狋）＝

犉（狋，０），即：

犘０（狋）＝ｅｘｐ∫
狋

０

［犉１（狋，０；τ）－１］犙（τ）ｄ｛ ｝τ
（２９）

　　狋→∞时，系统中子无限增殖概率为：

犘∞（∞）＝１－犘０（∞）＝
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１－ｅｘｐ －∫
狋
ｆ

０

犙（τ）

犃（∞，τ）
ｄ｛ ｝τ （３０）

　　对于λ、犛０、Σａ、Σｆ及μ均为常数的系统，有：

犘∞（∞）＝１－ｅｘｐ （犛０－１）∫
狋
ｆ

０
犙（τ）ｄ［ ］τ

（３１）

　　对于０＜λ１的系统，使用式（１９），则：

　犘∞（∞）＝１－ｅｘｐ －
２λ犿０

ν（ν－１）Σｆ［ ］狌 （３２）

式中：犿０ ＝∫
狋
ｆ

０
犙（τ）ｄτ，为源中子总数。

从式（１３），不做近似，可得变差系数ξ的方

程：

ｄξ
２

ｄ狋
＝－２

犙
犖ξ

２
＋
λ

犖

２

１－犛０
－（ ）１ ＋ 犙犖２

（３３）

　　它的解为：

ξ
２（狋）＝ｅ

－∫
狋
０
２犙
犖ｄτ

∫
狋

０

λ

犖

２

１－犛０
－（ ）１［｛ ＋

犙

犖 ］２ ｅ∫
狋′

０

２犙

犖
ｄτ
ｄ狋′＋ξ ｝２０ （３４）

其中：ξ
２
０ 为 狋 ＝ ０ 时 刻 ξ

２ 的 值；犖 ＝

ｅ∫
狋

０
λｄ狋′

∫
狋

０
犙ｅ

－∫
狋′
０λｄ狋ｄ狋′＋犖（ ）０ ，犖０ 为狋＝０时刻中

子数均值。

对于λ、犙为常数的系统，

ξ
２（∞）＝

犙

λ（１－犛０）
＋

２

１－犛０
－（ ）１ 犖０＋犖２０ξ２０

犙

λ
＋犖（ ）０

２

（３５）

　　对瞬时源犙＝犖０δ（狋），且ξ０ ＝０时，

ξ（∞）＝
１

犖０

２

１－犛０
－（ ）槡 １ （３６）

　　这个结果与式（２６）完全一致。式（３５）表

明，对于０＜λ１的系统，初始中子数起伏ξ
２
０

大，初始中子数不够多，或源强弱，系统内中子

的起伏较大。对这３种情况，应深入研究。

３．３ 矩方程组

在（狋，犛）≈ψ（狋，犛）近似下，由式（１３）对犛求

犽＋１次导数，并令犛＝１，可得微分方程组：

ｄ犳犽（狋）

ｄ狋
＝ （犽＋１）λ（狋）犳犽（狋）＋（犽＋１）×

犽λ（狋）

１－犛０（狋）
＋犙（狋［ ］）犳犽－１（狋）　（犽＝０，１，２，…）

（３７）

其中：犳犽（狋）＝∏
犽

犻＝０

（犖（狋）－犻），但规定犳－１（狋）＝１。

从这个方程组可得到各阶矩，故称为矩方

程组。

式（３７）的一组解为：

犳犽（狋）＝ｅｘｐ∫
狋

０

（犽＋１）λ（狋′）ｄ［ ］狋′ ×

∫
狋

０

（犽＋１）
犽λ（狋′）

１－犛０（狋′）
＋犙（狋′［ ］）犳犽－１（狋′）｛ ×

ｅｘｐ －∫
狋′

０

（犽＋１）λ（τ）ｄ（τ［ ］）ｄ狋′＋犳犽（０ ｝）
（３８）

其中：犳犽（０）为函数犳犽（狋）在狋＝０时的值。

从此解中可求出各阶矩，因而可研究中子

数的起伏、分布的偏态、峰态等。

４ 结语

本文给出了中子输运随机过程的概率方

程、母函数方程。研究了单能各向同性中子在

点堆中随机过程、中子起伏，给出了矩方程组。

对于低超临界系统（０＜λ１），如果初始中子数

不够多，或源中子强度很小，中子起伏是重要

的，系统对外界扰动也敏感，应该研究中子输运

的随机过程。

感谢周光召先生的有益讨论和指导。
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