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ABSTRACT: Due to high computational complexity and 
complicated mathematical model, not many research results of 
applying bifurcation theory to voltage stability analysis of 
AC/DC power system are reported. By use of a new differential 
algebraic equation (DAE) model and direct method of 
reduction, the authors calculate the saddle-node bifurcation 
(SNB) point and the calculation amount is reduced. Thus the 
analysis method of SNB can be applied in AC/DC power 
system that involves more DC branches. To discriminate the 
instability mode, the relevant factor theory is adopted. Case 
study of a 22-bus AC/DC power system validates the 
effectiveness of the proposed SNB analysis method. 

KEY WORDS: voltage stability ； differential algebraic 
equation (DAE) model；direct method of reduction；relevant 
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摘要：采用新的微分代数方程模型和降阶直接法计算鞍结分

岔点，减少了分岔点的计算量。这使鞍结分岔分析方法可应

用于直流线路较多的交/直流系统。为判别系统发生的失稳
模式，还引入了相关因子法。22节点交/直流系统算例验证
了所提出的鞍结分岔分析方法的有效性。 

关键词：电压稳定；微分代数方程(DAE)模型；降阶直接法；
相关因子法；鞍结分岔(SNB) 

0  引言 

随着交/直流(AC/DC)系统的不断出现，其电压
稳定性问题也逐渐引起人们的重视。直流系统的换

流设备在换流过程中要消耗大量的无功，给电力系统 
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带来不利的负荷特性，使得与直流端相连的交流母线

电压稳定性受到威胁，因此寻找一种分析 AC/DC 系
统电压稳定性的方法显得非常重要。目前分析方法

中，静态分析法[1-3]较多，动态分析法以特征分析法[4-6]

为主。 
分岔理论在一定程度上将动态稳定和静态稳

定联系起来，并提供了统一的数学分析基础，是目

前电压稳定研究的前沿领域。但该方法除了要进行

大量的运算外，还存在建模上的困难。目前只有少

数文献运用该方法研究AC/DC系统的电压稳定性。
文献[3]利用鞍结分岔理论分析了 AC/DC 系统的电
压稳定性，但该方法只局限于静态模型。文献[6]
虽然采用了动态模型，但计算量很大。 

本文将采用微分代数方程(differential algebraic 
equations，DAE)模型以及降阶直接法计算鞍结分岔
点，还将引入相关因子法判别系统的失稳模式。 

1  AC/DC系统的微分代数方程模型 

1.1  发电机及动态负荷模型 
目前分岔计算所用的模型

[7-9]
是将交流系统的

微分、代数方程和直流系统方程联立在一起，每增

加一条直流线路至少需要增加 11 个状态变量，这
使交/直流混合系统的代数微分模型非常复杂。本文
基于消元思想，先求解直流系统方程，再和系统交

流部分联立建立 DAE模型。由于消除了直流变量，
总的状态变量数不随直流线路增加，避免了维数灾

的发生，减少了计算量。将直流系统方程作为单独

的一个模块进行数值计算时，如果直流系统运行方

式发生切换，只需调整直流模块的计算方程，这样

可简化程序的实现、维护和修正。 
发电机和动态负荷数学模型是一组微分方程 
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     ( , , )λ=&X f X Y          (1) 
式中：X 为微分变量构成的向量；Y 为代数变量向
量，一般由节点电压幅值及相角构成，即 Y=(U，
δ)；λ为控制参数。 
1.2  直流系统模型 

直流输电系统换流器 i的数学模型[10-11]为  

d 0 t c d

d d d
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cos

( )

i i i i i i i

i i i

i i i i i i

U k B a U R I
P U I

Q k B a U I P

θ = − =


= −

     (2) 

式中： 0 3 2 / πk = ； c c3 / πi iR BX= ； 1 00.995k k= ； 

Uti为换流变压器 i高压端母线电压有效值；αi为换

流变压器 i的变比；Bi为换流器 i的桥数； Rci是换

流器 i的等值换相电阻；Xci为单桥换流器 i的电抗；
Udi为换流器 i的节点直流侧电压；Idi为换流器 i节
点直流侧注入电流，流出节点为正；θi 为换流器 i
的控制角，对整流器而言是延迟触发角，对逆变器

而言是超前熄弧角；Pdi为换流器 i的节点直流侧有
功功率，流出节点为正；Qdi为换流器 i的节点直流
侧无功功率。 

直流线路方程为 

     d d
d dVST d

d d

d 1 ( )
d

i i
i i

i i

I RU U I
t L L

= − −        (3) 

对于两端直流系统，UdVST 为逆变器端直流电

压。在多端直流并联系统中，与直流换流站相连的

系统运行电压即电压设定端
[11]
，UdVST 为该端直流

电压。  
控制方程可统一写成一阶微分方程 

d d d d( , )=&x f x y               (4) 
式中：xd为控制变量；yd为控制变量以外的直流变量。 
1.3  网络方程 

交直流系统的网络方程为 
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            (5) 

式中：Ps、Qs 为电源及负荷的注入功率；Pac、Qac

为注入交流系统的功率；Pd、Qd为注入直流系统的

功率，当节点不连接直流端时，Pd、Qd为 0。 
1.4  AC/DC系统的 DAE模型 

目前采用的 DAE 模型是由上述的微分、代数
方程组直接联立组成，因为含有直流变量，计算量

大，且计算复杂。为克服这一问题，本文将直流系

统方程解析或数值求解，消除直流变量，求解只含

换流器端交流电压的直流功率。与交流系统方程联

立得到混合系统的 DAE模型如下 
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式中：当节点不是换流站节点时，Pd、Qd为 0；而
t1,t2,…,tm为所有与直流网络相联结的交流系统节点

编号。 
式(6)可简写为 

( , )
( , )

 =


=0

&X f X Y
g X Y

             (7) 

该模型的变量不因直流系统的加入而增加。                

2  鞍结分岔点计算方法 

2.1  鞍结分岔点的特征方程 
计算鞍结分岔(saddle node bifurcation，SNB)点

的常用方法有连续法[9,12-13]和直接法[14-16]等。连续

法通过追踪 PV曲线来获取近似的 SNB点。虽然该
方法是比较可靠的一种方法，但是计算速度慢。直

接法通过求解非线性特征方程组求取 SNB 点。该
方法需求解的非线性方程组比连续法潮流方程组

的维数增加一倍，初值的选取也较为困难。文献[16]
提出一种降阶求解 SNB 点的方法。其特点是通过
变量替换，把直接法的 2n+1 维牛顿迭代方程组转
变为 4个同系数矩阵的 n+1维线性方程组求解。该
方法计算量小、易于用稀疏技术实现，适合于模型

复杂、计算量大的 AC/DC系统的 SNB点计算。 
λ为参数，系统的平衡解流形可表示为 

[ ]T( , ) ( , , ) ( , , )λ λ λ= = 0F z f X Y g X Y   (8) 

用右特征向量表式的 SNB点处的特征方程[16]
为 
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式中向量 N∈Rv (N为向量 X、Y的元素个数之和)， 
vp表示 v的第 p个分量。 

非线性方程组式(8)的牛顿迭代方程为 
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式中： N
p ∈ Re ，表示除第 p 个元素为 1 外其他均

为 0 的电压列向量； N N
zz

×∈ RF v ，其第 i 行、第 j

列元素定义为
2

1
( )

N
i

k
k j k

F v
x x=

∂
∂ ∂∑ 。 
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2.2  系统雅可比矩阵的计算 
由 SNB点的特征方程可知，计算 SNB点必须

先求解系统雅可比矩阵 J。J的计算步骤如下： 
（1）直流功率的计算。 
由式(2)~(4)组成的直流系统模型是一个微分代

数方程组 

d 1 t d d

2 t d d

( , , )
( , , )

=
 =0

&x h U x y
h U x y

          (11) 

设 Ut为已知量，为避免产生交接误差，本文采

用文献[11]提出的联立求解法求解式(11)所需的直
流功率 Pd、Qd。 

（2）直流功率偏导计算。 
在数值变量计算过程中，可用有限差分法计算

所需要的导数[17]。∂Pd/∂Ut1的逼近值为 
d d t1 t d t1 t

t1

( , , ) ( , , )m mU U U h U
U h

∂ − +
=

∂
L LP P P

  (12) 

其它偏导计算公式可依此类推。根据经验，可

选 h 计算 Pd精度的平方根
[17]。与顺序法相比较，

采用式(12)计算产生的误差很小。当该方法与牛顿
法相结合时，该式可在每次迭代时计算偏导数的近

似值。 
（3）雅可比矩阵 J的计算。 
当计算出直流功率对相应端交流电压的偏导

数后，可计算出交直流系统的雅可比矩阵 
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当 Yj=Utj时， 
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式中 fX、fY、gX的计算和纯交流系统一样。 
2.3  SNB点计算步骤 

（1）建立初始控制方式下的直流系统计算模块。 
（2）选定系统状态变量和参量，确定系统微

分代数方程组式(6)。 
（3）输入原始数据，先数值求解直流系统方

程，然后运用常规潮流计算求出初始状态点。 
（4）采用文献[16]提出的赋初值法计算式(9)

的迭代初值。 
（5）将步骤（4）计算结果中换流器端的交流

电压代入直流系统计算模块，判断直流系统控制模

式是否需要发生切换。若需要则按新的控制方式求

解直流功率及偏导；否则直接转入步骤（6）。 
（6）用文献[16]的方法迭代求解式(9)，直至迭

代收敛。 
2.4  算法的收敛性 
    牛顿法的收敛性较大程度上取决于初值的选
取，不当的初值易导致牛顿迭代法发散，为此初值

选取是直接法求解 SNB 点能否收敛的关键。文献
[16]提出了一种利用负荷参数的二阶导数进行临界
点预测的方法，解决了直接法各状态变量及右特征

向量初值难于确定的问题。文献[16]提出的 SNB点
计算方法具有良好的收敛性。 

3  相关因子简介 

对于状态方程 =&X AX ，可以采用相关因子、
相关比的概念来判别在 0→A 时的趋零特征根是 

和发电机有功功率–转子角相关，还是和负荷节点
的有功功率、无功功率–电压强相关。前者为发电
机转子功角稳定问题，后者为电压稳定问题。通过

特征根决定与哪个变量强相关，从而判别如何采取

措施来改善稳定问题。 
第 k个状态变量 xk与第 i个特征根的相关因子

Pki为
[17] 

T
ki ki

ki
i i

P =
v u
v u

                (14) 

式中：vi、ui分别为与λi对应的左、右特征向量；vki、

uki分别为左、右特征向量的第 k个元素。Pki是一个

综合性指标，可以很好地反映出某个节点状态变量

与哪种失稳模式强相关。 
λi的电压稳定相关比为 
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λi的功角稳定相关比为 
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若ρi>>1，则系统失稳属于电压稳定问题；若

miδρ >>1，则系统失稳属于功角稳定问题。同理，
还可以定义动态负荷和高压直流输电与失稳模式

之间关系的相关比 Liρ 和 DCiρ 。 

DCiρ = tDC

tDC

k

k

ki
x U

ki
x U

P

P
∈∆

∉∆

∑
∑          (17) 
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式中 UtDC 为与高压直流输电相连的交流节点电压

幅值。 

4  算例分析 

4.1  算例模型 
图1为中国电力科学研究院6机22节点系统[11]

。

在节点 11和 12之间并联一条高压直流输电线路(节
点 12连接逆变器)，去掉 20-1和 21-22两条交流线
路，从而构成交直流输电线路并联的联合系统，并

去掉所有并联电抗器和电容器。G1 为等值机，G6

为调相机，发电机 G 2 ~G 5 采用经典二阶简化 
模型，G1、G6采用 qE′恒定模型，励磁调节系统采 

用略去软反馈环节的二阶励磁系统。20节点负荷为
恒定阻抗和异步电动综合负荷，其中动态负荷所占

比例为 90%，采用机电暂态模型描述[18-19]
，其他负

荷均为静态恒定阻抗模型。 
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图 1  交直流电力系统接线图 

Fig. 1  Connection diagram of AC/DC power systems 

直流系统参数如表 1所示。其基本运行方式为
定电流−定熄弧角控制方式。为不失一般性，取 Id= 
1.2，KI=3，TI=0.3 s，Kδ=1.5， 0 18γ = °，Tδ=0.3 s。 

表 1  直流系统参数 
Tab.1  Parameters of DC systems 

参数 整流器 逆变器 

节点号 4 5 

换相电阻/pu 0.04 0.07 

最小控制角/(°) 7 18 

换流变调节范围/% ±15 ±15 

直流线路等值电阻/pu 0.041 0.041 

4.2  计算结果及分析 
4.2.1  直流系统基本运行方式下的电压稳定性分析 

考虑按相同的负荷增长率λ增加负荷，按如下
步骤分析系统的电压稳定性： 

（1）利用本文的方法计算交直流系统发生
SNB时的负荷比例因子以及零特征值对应的左、右

特征向量。 
（2）计算零特征值对应的节点参与因子。 
（3）计算功角稳定相关比和电压稳定相关比，

判别系统失稳模式。若为电压失稳，则根据节点参

与因子确定会发生电压失稳的节点。 
（4）计算动态负荷和高压直流输电与失稳模

式之间的相关比 Liρ 和 DCiρ ，确定导致电压失稳的

主要原因。 
    初始潮流计算数据见表 2。 

表 2  初始潮流数据 
Tab.2  The data of initial power flow 

系统元件 P Q V 系统元件 P Q V 
G1 — — 1.00 L8 4.87 2.44 — 
G2 6.00 3.20 — L9 3.76 2.21 — 
G3 3.10 — 1.00 L16 5.00 2.90 — 
G4 1.60 0.70 — L18 4.30 2.60 — 
G5 4.30 3.34 — L19 0.864 0.662 — 
G6 −0.01 — 1.00 L20 0.719 0.474 — 
L1 2.27 1.69 — L21 0.70 0.50 — 

SNB点的λ=0.189 6。对系统稳定性影响较大的
节点参与因子(节点 2至节点 6的参与因子依次)为：
0.100 2、0.130 4、0.216 3、0.306 2、0.402 7。节点
22：0.157 3；节点 11：0.168 9；节点 12：0.368 9；
节点 20：0.607 4。 

由于ρ=20.915 3>>1，且
mδρ =0.091 3，所以电压 

失稳。由上一步的参与因子可知会发生电压失稳的

节点是：位于逆变侧的节点 12、6、20、4和 5。可
见，在 AC/DC 系统中除了与逆变器相连的交流母
线的电压稳定问题比较突出外，还有其他相关节点

的电压不稳定问题也要引起特别的注意。 
由 Liρ = 8.671 4>>1， DCiρ = 0.036 9可知，失稳 

是由动态负荷引起的，且 20节点的参与因子最大，
故电压失稳在动态负荷节点首先发生。 
4.2.2  直流系统控制方式对电压稳定性的影响 

本文采用如下 4种典型的控制方式计算混合系
统的负荷裕度，计算结果见表 3。 

控制方式 1：算例中的基本运行方式。 
控制方式 2：定电流−定电压控制方式，控制参

数为：Id=1.2，KI=3，TI=0.3 s，Ud=1.0，KU=5，TU= 
0.3 s。 

控制方式 3：定功率−定电压控制方式，控制参
数为：Pd=1.0，KP=3，TP=0.3 s，Ud=1.0，KU=5，TU= 
0.3 s。 

控制方式 4：定功率−定熄弧角控制方式，控制 
参数为：Pd=1.0，KP=3，TP=0.3 s， 0 18γ = °，Kδ=1.5， 
Tδ=0.3 s。  
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表 3  不同控制方式下的λ计算值 
Tab. 3  λ of different control models 

控制方式 方式 1 方式 2 方式 3 方式 4 
λ 0.189 6 0.209 3 0.190 7 0.179 5 

由表 3可以看出：整流器定电流控制时系统的
负荷裕度较定功率控制时大；逆变器定电压控制时

系统的负荷裕度较定熄弧角控制时大。 
4.2.3  比例、积分环节系数对电压稳定性的影响 

（1）定电流−定熄弧角控制方式和定功率−定
熄弧角控制方式。 
    定电流−定熄弧角控制方式下改变比例、积分
环节系数，并分析它们对电压稳定性的影响，计算

结果见表 4。 
表 4  定电流−定熄弧角控制方式下参数变化后的计算结果 
Tab. 4  Calculation result after changing parameter under 

constant current-constant angle control model 
参数变化情况 λ ρ ρδ  ρL ρDC 

减小 KI=1.5 0.204 7 17.859 0.525 6 6.807 3 0.028 7 
减小 TI=0.03 0.189 5 33.003 4 0.018 6 2.986 1 0.246 7 
增大 Kδ= 3 0.190 2 25.622 4 0.240 5 0.031 6 3.779 1 
减小 Tδ=0.03 0.189 7 1.004 8 0.993 7 0.679 2 0.597 9 

将 KI=1.5，TI=0.03与基准参数相比可知：整流
侧比例环节系数 KI对电压稳定性影响非常大，因此

取值太大不利于稳定；而积分环节系数 TI对系统电

压失稳模式影响不大。 
将 Kδ=3，Tδ=0.03 与基准参数相比可知：逆变

侧的比例、积分环节系数对负荷裕度影响不大；但

改变它们有可能导致系统失稳。如参数取 Tδ=0.03
时，ρ和ρδ都接近 1，且ρ L、ρDC的值相近，因此是

混合失稳模式，实际失稳情况将由具体扰动的性质

来决定。 
    在定功率−定熄弧角控制方式下取4种类似情况
计算，其结果与定电流−定熄弧角控制方式下类似。 

（2）定电流−定电压控制方式和定功率−定电
压控制方式。 

定电流−定电压控制方式下取基准参数：ρ= 
24.151 4>>1，ρδ=0.215 2，ρL=4.671 5，ρDC=0.083 7。
改变比例、积分环节系数，并分析它们对电压稳定

性的影响，计算结果如表 5。 
将 KI=1 与基准参数相比可知：整流侧比例环 

表 5  定电流−定电压控制方式下参数变化后的计算结果 
Tab. 5  Calculation result after changing parameter under 

constant current-constant voltage control model 
参数变化情况 λ ρ ρδ ρL ρDC 

减小 KI=1 0.236 8 27.538 0.172 2 6.058 3 0.034 2 
减小 KU=1 0.210 5 1.1204 0.896 6 0.694 0 0.307 4 
减小 TU=0.03 0.208 7 31.865 0.058 3 4.250 6 0.416 5 

节系数 KI对电压稳定性影响较明显，KI取值小可明

显改善系统电压的稳定性。 
将 KU=1，TU=0.03与基准参数相比可知：逆变

侧的积分环节系数 TU 对负荷裕度影响不大，但改

变比例环节系数KU会在一定程度上影响负荷裕度。 
在定功率−定电压控制方式下，取 3 种类似情

况进行计算，其整流侧的比例、积分环节系数对电

压稳定性的影响与定电流−定电压控制方式下相
似。逆变侧比例环节系数 KU 取值较大有利于系统

稳定，但 KU可能会导致系统失稳。这与定电流−定
电压控制方式下 KU 的分析结果并不一致，说明逆

变侧比例环节系数在不同控制方式下的影响不一

定相同，应具体问题具体分析。 

5  结论 

（1）本文采用的数学模型是一种不含直流变
量的 DAE 模型，避免了直流线路较多时维数灾的
发生，减少了计算量。 

（2）由于 AC/DC系统的数学模型较 AC系统
复杂，故采用一种降阶直接法求解 SNB点。 

（3）本文引入相关因子法判别系统的失稳模
式，分析了直流系统控制方式及比例、积分环节系

数对电压稳定性的影响。 
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