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湍流大气中哈特曼传感器的模式波前复原误差
Ξ
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(中国科学院光电技术研究所, 国家 863 计划大气光学重点实验室, 成都双流 350 信箱, 610209)

　　摘　要: 　分别采用 Zern ike 和 Karhunen2loeve 两种模式波前复原法, 分析了子孔径斜率测量不受

噪声影响的理想情况下, 哈特曼传感器对大气湍流畸变波前的模式复原误差与大气湍流相干长度、传感

器的结构尺寸、模式复原阶数等的关系。结果表明 Karhunen2loeve 模式法比 Zern ike 模式法的波前复原

误差更小些。
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　　中图分类号: 　O 43711　　　　文献标识码: 　A

　　在对由于大气湍流造成的动态畸变波前进行测量时, 经常用到哈特曼- 夏克型波前传感器 (H art2
m ann2Shack w avefron t sen so r, 简称哈特曼传感器) [ 1～ 7 ]。哈特曼传感器通过子孔径上的波前斜率间接

地测量整孔径上的畸变波前。传感器的结构尺寸、子孔径划分形式、大气湍流强度、斜率探测噪声等因素

都影响波前斜率的测量精度[ 4, 5 ]。即使是准确测量出了子孔径斜率, 从波前斜率复原计算出波前的过程

中仍然存在复原误差[ 6, 7 ]。在圆孔径上最常采用的是 Zern ike 模式[ 8 ]和 Karhunen2L oeve 模式 (K2L 模

式)波前复原算法等[ 1, 3, 9, 10 ]。由于模式阶数的大小对波前复原精度有较大影响, 因此, 仅仅凭经验确定模

式复原阶数不能保证哈特曼传感器的模式波前复原精度。

F ig. 1　T he p rincip le diagram of a H artm ann

w avefron t senso r

图　1　哈特曼波前传感器的原理示意图

F ig. 2　T he subapertu re location of a p ractical

H artm ann w avefron t senso r in unit circle

图　2　一个实际哈特曼传感器的子孔径分布

　　本文介绍哈特曼传感器和模式波前复原的基本原理, 在没有子孔径斜率测量噪声的理想情况下, 对

比分析 Zern ike 和 K2L 两种模式法的模式截断误差与模式混淆误差, 根据波前复原误差与模式复原阶

数的关系, 给出理想情况下确定最优模式复原阶数的方法。

1　哈特曼传感器原理与湍流畸变波前的模式复原
1. 1　哈特曼传感器原理[1～ 7 ]

　　图 1 是哈特曼波前传感器的原理示意图, 一组孔径大小和焦距相同的微透镜把传感器主孔径划分

为若干个子孔径, 畸变了的波前分别在每个微透镜的焦面上成像, 用一个面阵传感器件 (如CCD 相机)
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测量出每个子孔径上的像点与标定位置的偏移量, 即波前斜率, 再通过波前复原算法就可以间接测量出

畸变波前? 的大小。从哈特曼传感器的原理可见它对波前整体平移不敏感, 以下讨论的畸变波前中也不

包括波前整体平移。哈特曼传感器中子孔径的分布形式、主孔径直径D、子孔径直径 d、微透镜焦距 f 等

尺寸是相对固定的, 而波前复原算法和模式阶数的选择有较大的灵活性, 并对波前复原精度有较大影

响。

　　图 2 是一个实际哈特曼传感器子孔径在归一化单位圆内的分布情况, 其中‘+ ’是子孔径的定标点。

这个传感器的主要结构尺寸为: 主孔径直径D = 0. 6m , 子孔径直径 d = 0. 071m , Cassegra in 式望远镜次

镜的中心遮拦比 0. 283, 有效子孔径数 48 个, 微透镜的等效焦距 f = 2. 7m , 工作波长 Κ= 0169Λm。CCD

相机的尺寸 64×64 像素, 定标系数为 3. 17 角秒ö像素, 采样频率 2900 帧ö秒。本文将以这种子孔径布局

为例分析哈特曼传感器的模式波前复原误差。

1. 2　湍流畸变波前的模式复原算法

　　波前可以用一系列正交多项式的线性组合表示, 通常把多项式的每一项称为一阶波前模式。圆孔径

上的畸变波前常用 Zern ike 波前模式表示[ 8 ]

Υ(x , y ) = ∑
p

k= 1
akz k (x , y ) (1)

其中 z k (x , y )是第 k 阶 Zern ike 模式, ak 是模式系数, p 是模式阶数。Zern ike 模式的特性由径向频率数 n

和轴向频率数m 决定。本文采用的 Zern ike 模式排列顺序如表 1 所示。
Table 1　 The order of Zern ike polynom ials

表　1　Zern ike 多项式的排列顺序

radial　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　azim u thal frequency m

degree n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1, 2

2 3 4, 5

3 6, 7 8, 9

4 10 11, 12 13, 14

5 15, 16 17, 18 19, 20

6 21 22, 23 24, 25 26, 27

7 28, 29 30, 31 32, 33 34, 35

8 36 37, 38 39, 40 41, 42 43, 44

9 45, 46 47, 48 49, 50 51, 52 53, 54

10 55 56, 57 58, 59 60, 61 62, 63 64, 65

　　从波前斜率计算出波前相位的过程称为波前复原。对一个特定结构的哈特曼传感器, 子孔径波前斜

率与 Zern ike 模式系数间的关系用矩阵形式表示为

g = Za (2)

其中 g= [g 1, g 2, ⋯, g 2m ]T 是波前斜率向量, T 表示矩阵的转置,m 是传感器的子孔径数, a = [a1, a2, ⋯,

ap ]T是 Zern ike 模式系数向量。Z 是传感器的 Zern ike 模式斜率响应矩阵。从上面的方程得到哈特曼传

感器的 Zern ike 模式复原算法为

g = Z+ g (3)

其中Zern ike 模式复原矩阵 Z
+ 是 Z 矩阵的伪逆矩阵。很多人都分析了Ko lm ogo rov 湍流下 Zern ike 模式

间的相关性[ 1, 8～ 10 ]。任意两阶 Zern ike 模式系数[ 10 ]
a j (n ,m )和 a j’(n’, m ’)间的相关性为

< a ja j’> =

2. 246 (- 1) (n+ n’- 2m ) ö2 [ (n + 1) (n’+ 1) ]1ö2# (n + n’-
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051 强 激 光 与 粒 子 束 第 12 卷

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



其中 # 是伽马函数。 (4)式构成一个对称的模式相关矩阵 CZ= < aa
T > , 其对角线元素值反映了 Ko l2

m ogo rov 湍流下各阶 Zern ike 模式的方差。考虑到湍流强度的影响后, 模式相关矩阵应为 CZ (D ör0) 5ö3,

其中 r0 为大气相干长度。用奇异值分解方法 (SVD )把上面的 Zern ike 模式相关矩阵分解为

CZ = USU T (5)

其中 S 是由矩阵CZ的奇异值组成的对角矩阵, U 是由矩阵 CZ 的特征向量组成的酉矩阵, 满足条件U
- 1

= U
T。另一种经常采用的 K2L 模式由 Zern ike 波前模式按其相关矩阵特征向量的线性组合构成[ 1, 9 ]

b = U Ta (6)

用 K2L 波前模式描述 Ko lm ogo rov 湍流畸变波前时, 模式间的相关性为

CK = < bbT > U T < aa T > U = U TCZU = S (7)

即 K2L 模式间是正交解耦的。把 (6)式代入 (2)、(3)式, 得到

g = ZU b　, 　　　b = U T Z+ g (8)

定义 K= ZU , 则 K+ = U T Z+ 即为从哈特曼子孔径波前斜率直接计算 K2L 模式系数的波前复原矩阵。畸

变波前可以用 K2L 波前模式表示为 Υ(x , y ) = ∑
p

k= 1
bky k (x , y ) , 其中 K2L 波前模式 y (x , y ) 是 Zern ike 波

前模式 z (x , y )的线性组合 y k (x , y ) = ∑
p

i= 1
U k iz i (x , y )。

2　哈特曼传感器的模式波前复原误差分析
2. 1　模式截断误差

F ig. 3　T he reconstruction cu t erro r of

Zern ike modes and the K2L modes

图 3　Zern ike 模式和 K2L 模式的截断误差

　　以上讨论的 Zern ike 和 K2L 两种模式相关矩阵

的对角线元素值反映了 Ko lm ogo rov 湍流畸变波前

中对应模式方差的大小, 而畸变波前总方差 Ρ2
Υ 是各

阶模式方差的总和

Ρ2
Υ = ∑

∞

k= 1
C Z (k , k ) (D ör0) 5ö3

= ∑
∞

k= 1
C K (k , k ) (D ör0) 5ö3 (9)

理论上要用无穷阶模式才能准确描述全部畸变波前

信息, 畸变波前的方差为 Ρ2
Υ= 1. 0299 (D ör0) 5ö3, 但实

际上复原的模式阶数是有限的, 更高阶模式的信息

就丢失了, 这就造成模式截断误差

∃Z, K
C (p ) = [1. 0299 - ∑

p

k= 1
C Z, K (k , k ) ] (D ör0) 5ö3 (10)

低阶模式截断误差容易计算[ 1, 8, 9 ] , 估算高阶模式截断误差的经验公式为[ 10 ]

∃Z
C (p )≈ 0. 2740p - 0. 8428 (D ör0) 5ö3　, 　　 (p > 30) (11a)

∃K
C (p )≈ 0. 2403p - 0. 8717 (D ör0) 5ö3　, 　　 (p > 30) (11b)

　　图 3 给出了前 65 阶 Zern ike 模式和 K2L 模式的截断误差, 可见对于同样的复原阶数, K2L 模式的

截断误差比 Zern ike 模式小, 这是 K2L 模式的一个优点。

　　理论上无论是采用 Zern ike 模式复原法还是 K2L 模式复原法, 选取的阶数越高波前复原的精度也

越高。从数学原理上看, 当模式复原阶数满足条件 p < 2m , 模式复原矩阵的秩等于模式复原阶数 p , 则关

系Z
+

Z= I 和K
+

K= I 成立, 其中 I 是单位矩阵。假如畸变波前的模式分解系数为 c0, 哈特曼传感器上得

到的子孔径斜率向量为 g , 用模式波前复原法得到的模式系数为 c1, 则 c1= Z
+

Zc0= c0 或 c1= K
+

Kc0=

c0, 即有m 个有效子孔径的哈特曼传感器采用模式法进行波前复原, 模式复原阶数的数学理论极限是
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2m 阶。例如图 2 中的哈特曼探测器有 48 个子孔径, 那么从数学理论上可以精确复原出 96 阶模式模式

截断误差非常小, 可以达到非常高的波前复原的精度。但实际上这种数学上的极限是不可能达到的。当

哈特曼传感器的子孔径直径大小 d 确定后, 它的空间分辨率也就大致确定在 1öd 量级上。再高空间频

率的波前起伏将被子孔径成像平滑掉, 不能被哈特曼传感器准确测量。因此哈特曼传感器的空间分辨率

对波前测量精度的影响也是不可忽视的。

2. 2　哈特曼传感器空间分辩率不足带来的模式混淆误差

　　首先分析哈特曼传感器各个子孔径波前斜率间的相关性。假设任意两个探测子孔径的距离为 r=

(x 2+ y
2) 1ö2, 其中 x 和 y 是两个正交方向上子孔径间的距离。则两个不同子孔径上 x 方向波前斜率间的

相关性为[ 11 ]

C gx (x , y ) =
Κ2

8Π2
52

5x 2D Υ(x , y ) (12)

其中 Κ为信标光波长,D Υ是波前相位的结构函数。Ko lm ogo rov 湍流的相位结构函数为

D Υ(x , y ) = 6. 88 (rör0) 5ö3 (13)

则

C gx (0, 0) = 0. 145Κ2 r- 5ö3
0 [ (x 2 + y 2) - 1ö6 - x 2 (x 2 + y 2) - 7ö6ö3 ] (14)

同理可以得到 y 方向波前斜率间的相关性。上式只在子孔径间距离 r= (x
2+ y

2) 1ö2≥d 的条件下成立,

其中 d 为子孔径直径。同孔径上波前斜率的自相关满足另一个关系[ 11 ]

C gx (0, 0) = C gy (0, 0) = 0. 179 (Κöd ) 2 (d ör0) 5ö3 (15)

　　常用上式来估计大气相干长度 r0 的大小。根据 (13)、(14)两式可以得到Ko lm ogo rov 湍流下哈特曼

探测器子孔径波前斜率间的相关矩阵Cg = < gg
T > 。那么根据 Zern ike 模式复原算法 (3)式, 测量出的模

式相关矩阵将为

CZM = < aa T > = Z+ < ggT > Z+ T = Z+ Cg Z+ T (16a)

同理得到 K2L 模式的相关矩阵为

CKM = K+ CgK+ T (16b)

其中下标M 表示测量结果, 可见测量出的模式相关矩阵的值与子孔径直径 d 和大气相干长度 r0的大小

有关。在选择不同的模式复原法和不同的模式阶数下, 复原的结果将大不相同。通过对比复原前后各阶

模式的方差, 即模式相关矩阵的对角线元素值来分析模式复原的准确性。对图 2 的哈特曼传感器, 分别

用 Zern ike 模式复原法和 K2L 模式复原法, 在模式阶数为 35 (n= 7) 和 65 (n= 10) 时得到的结果如图 4

所示。

F ig. 4　T he variances of modal reconstruction resu lts fo r the H artm ann senso r show ed in F ig. 2. (a) Zern ike modes; (b) K2L modes

图　4　不同模式复原阶数下图 2 中哈特曼传感器的模式复原系数方差结果

　　可见当模式阶数为 35 时, 复原出的模式方差与理论结果比较接近。但当模式阶数增大为 65 时, 复
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原出的高阶模式方差比理论结果偏大许多, 这将会造成严重的波前复原误差。分析造成这种情况的原因

是由于子孔径对波前起伏的平滑作用, 使哈特曼传感器对高空间频率的高阶波前模式的探测能力下降。

如果在波前复原中人为地想要复原出高空间频率的高阶模式, 将引起复原结果中高阶模式与低阶模式

的混淆。把由于这种空间分辩率原因造成的波前模式混淆误差表示为

∃Z
S (p ) = ∑

p

k= 1
ûCZM (k , k ) - CZ (k , k ) (D ör0) 5ö3û (17a)

∃K
S (p ) = ∑

p

k= 1
ûCKM (k , k ) - CK (k , k ) (D ör0) 5ö3û (17b)

其中上下标 Z 和 K 分别表示 Zern ike 模式和 K2L 模式。

3　没有探测噪声时最优模式复原阶数的确定
　　上面的分析表明, 哈特曼传感器的模式复原误差与采用的模式复原算法和选择的模式阶数有关。不

考虑探测噪声的理想情况下, 总的模式复原误差为上面两种误差的总和 ∃Υ(p ) = ∃S (p ) + ∃C (p )。当选取

的模式阶数较低, 模式混淆误差较小但模式截断误差较大; 当模式阶数变大时, 模式截断误差逐渐减小

但模式混淆误差会增大, 所以存在一个最优模式复原阶数可以使总的波前复原误差最小。对图 2 的哈特

曼传感器, 不考虑探测噪声, 得到模式复原误差与模式阶数的关系如图 5 所示。对于 Zern ike 模式和 K2
L 模式, 最优的模式阶数分别是 31 阶和 38 阶, 对应的模式波前复原误差分别是 0. 0471 (D ör0) 5ö3和

010331 (D ör0) 5ö3, 大约是波前总方差的 4% , 其中 K2L 模式的波前复原误差较小。哈特曼传感器的波前

探测误差通常表示为另一种形式 Ρ2
senso r= k senso r (d ör0) 5ö3, 其中 k senso r为常数, d 为子孔径尺寸。根据上面分

析, 这个实际哈特曼传感器的误差常数在 1. 1～ 1. 7 左右。

F ig. 5　T he reconstruction erro rs versus reconstruction mode num bers. (a) Zern ike modes; (b) K2L modes

图　5　波前复原误差与模式复原阶数的关系

　　另外需要指出的是, 本文得到的最优模式复原阶数是在表 1 中 Zern ike 模式排列顺序的基础上得

到的。如果换一种模式排列顺序, 最优模式复原阶数和最小波前测量误差的结果将有所不同。但表 1 中

Zern ike 模式基本上是按照空间频率从低到高的顺序排列的, 也是国内外最常采用的排布顺序。所以本

文在这个基础上得到的最优模式复原阶数和最小波前测量误差结果可以说是比较合理的。其他模式排

布顺序下的哈特曼波前测量误差问题也可以同样用本文的方法进行分析。

4　结　论
　　利用哈特曼传感器测量大气湍流畸变波前并用模式法进行波前复原时, 由于传感器子孔径空间分

辩率限制造成的模式混淆误差, 以及由于部分模式复原带来的模式截断误差, 是没有探测噪声的理想情

况下造成波前测量误差的两个主要原因。计算发现Zern ike 和K2L 两种模式法的最优模式阶数很接近,

波前复原精度都较高, 但是 K2L 模式法略好些。考虑探测噪声因素后哈特曼传感器的波前复原精度问

题将在下一步的工作中进行分析。
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MODAL RECONSTRUCTION ERROR OF THE HARTM ANN SENSOR ON

M EASUR ING THE ATMOSPHERE D ISTURBED W AVEFRONT I

L I X in2yang, J IAN G W en2han,WAN G Chun2hong, X IAN H ao

T he K ey L abora tory of the A tm osp heric Op tics of N a tiona l H ig h T echnology , Institu te of Op tics & E lectron ics,

A cad em ia S in ica , P. O. B ox 350, S huang liu , Cheng d u , 610209, Ch ina

　　ABSTRACT: 　By using the Zern ike and the Karhunen2L oeve w avefron t reconstruct ion algo rithm , the w avefron t re2
construct ion erro r of a H artm ann senso r on m easu ring the atmo sphere distu rbed w avefron t w as analyzed in th is paper.

In the condit ion of w ithou t m easu rem en t no ise, there are tw o k inds of w avefron t reconstruct ion erro rs: the mode cou2
p ling erro r causing by fin ite spat ia l frequency of sub2apertu res and the mode cu tt ing erro r by using fin ite mode num bers.

It is show ed that the w avefron t reconstruct ion erro r w ill be m in im um w h ile op tim al mode num bers w ere using, and the

Karhunen2L oeve algo rithm is som ew hat bet ter than the Zern ike algo rithm.

KEYWORD S: 　H artm ann w avefron t senso r; 　atmo spheric tu rbu lence; 　 w avefron t reconstruct ion; 　Zern ike model;

　Karhunen2L oeve model
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