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研究论文 聚合物流动的多尺度模拟

张小华，欧阳洁，孔　倩

（西北工业大学应用数学系，陕西 西安７１００７２）

摘要：基于聚合物分子运动论，提出了一种新的计算聚合物流体的多尺度方法。该方法在宏观尺度上应用无网

格方法求解速度场，在微观尺度上应用随机模拟技术计算聚合物对应力的贡献，从而避免需要本构方程来封闭

连续性方程和动量守恒方程。对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型、ＦＥＮＥ哑铃模型、ＦＥＮＥＰ哑铃模型，模拟了突然起动平面

Ｃｏｕｅｔｔｅ流动；对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，模拟了方腔驱动流动。从而验证了该方法的有效性和计算结果的可靠性。
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引　言

随着聚合物成型研究的深入和高分子科学与工

程的进展，聚合物流体的理论和数值研究变得越来

越重要。目前数值模拟聚合物流体主要是在连续介

质力学理论的框架下，通过推导微分型或积分型的

近似本构方程来描述应力和速度场之间的关系，然

后结合流动控制方程应用宏观数值方法进行求解。

然而在一般情况下，近似封闭本构方程是非常困难

的，且即使得到的本构方程也不能完全真实地反映

流动情况［１］。最近Ｌａｓｏ和?ｔｔｉｎｇｅｒ
［２３］提出了一种

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００６－０９－１５．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵 犪狌狋犺狅狉：Ｐｒｏｆ． ＯＵＹＡＮＧ Ｊｉｅ． 犈 － 犿犪犻犾：

ｊｉｅｏｕｙａｎｇ＠ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

犉狅狌狀犱犪狋犻狅狀犻狋犲犿：ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０５９０３５３）ａｎｄｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｏｆＳｈａａｎｘｉＰｒｏｖｉｎｃｅ（２００５Ａ１６）．

　

新的数值方法用来求解黏弹性流动问题，即



ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ （ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎ

ｆｌｏｗ：ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓａｎｄｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ），该方法的基本思想是在宏观尺度上采

用有限元方法计算速度场，而在微观尺度利用随机

模拟方法计算大量聚合物分子的构形，然后计算其

系综平均，得到聚合物分子对应力的贡献，从而避

开了需要封闭的本构方程。Ｌａｓｏ和 ?ｔｔｉｎｇｅｒ
［２］应

用该方法数值模拟了一维突然起动的平面Ｃｏｕｅｔｔｅ

流。随后Ｆｅｉｇｌ等
［４］将该方法推广到二维问题，采

用Ｈｏｏｋｅ哑铃，求解了稳态的４∶１轴对称收缩

流。Ｈｕ等
［５］采用ＦＥＮＥ哑铃模型，模拟了瞬态的

４∶１平面收缩流。由于ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法在微

观尺度需要计算大量聚合物分子的构形，因而计算

费用和统计误差比较大，所以Ｂｏｎｖｉｎ等
［６］讨论了

ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法的方差缩减技术。方建农

等［７８］对该方法进行了改进，并做了一些尝试性工

作，如采用 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，应用流线有限元耦

合Ｂｒｏｗｎ动力学模拟了平行平板间的圆柱绕流等。

Ｌｉ等
［９１０］研究了该方法的收敛性和在小Ｄｅｂｏｒａｈ数

情况下的应用等。但由于该方法在宏观尺度上采用

基于网格的有限元方法求解，在某些问题的求解过

程中会遇到一些困难，如自由表面流、注塑成型过

程中聚合物熔体界面追踪等问题。近年来发展的

无网格方法［１１１６］具有有限元等方法无法比拟的优

势，如不需要网格生成，容易求解大变形、追踪

界面等问题。因此基于 ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法的

基本思想，本文提出了一种新的多尺度方法

ＣＶＦＭＦＳＳ （ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｆｌｏｗ：ｍｅｓｈ

ｆｒｅｅａｎｄｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ），即无网格

方法与随机模拟技术相耦合来求解聚合物流动

问题。

１　控制方程

对于不可压缩等温流 （忽略体力），连续性方

程和动量守恒方程分别为

·狌＝０ （１）

ρ
狌

狋
＋ρ狌·狌＝－犘＋·犜 （２）

其中，狌、犘、犜分别表示速度、压力和偏应力张

量。偏应力张量可分解为 Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ溶剂贡献和

聚合物贡献，即

犜＝犜
Ｓ
＋犜

Ｐ （３）

其中，犜Ｓ＝ηｓ （狌＋ （狌）
Ｔ），ηｓ为溶剂黏度；

犜Ｐ为聚合物应力张量。于是式 （２）可改写为

ρ
狌

狋
＋ρ狌·狌＝－犘＋

·（ηｓ（狌＋（狌）
Ｔ））＋·犜Ｐ （４）

由于聚合物应力张量未知，所以式 （１）和式 （４）

并不是封闭的。在传统的宏观数值方法中，通常从

连续介质理论或分子运动论对犜Ｐ进行近似，从而

使式 （１）和式 （４）封闭。本文中犜Ｐ将通过聚合

物分子模型计算得到，且不需要对其进行任何

近似。

２　哑铃分子模型及随机模拟

模拟聚合物流体的一个主要目的是计算未知的

聚合物应力。在本文中，考虑简单的珠簧哑铃模

型［３，１７］，该模型由两个质量为犿 的刚性小珠和一

根无质量的弹簧组成 （如图１），珠在溶剂中运动

时受到阻力作用，其阻力系数为ζ。构形向量犙表

示两珠之间的瞬时距离和在空间中的角取向。在聚

合物稀溶液中，各个哑铃之间没有相互作用，因而

单个哑铃分子的运动可由如下的随机微分方程来

描述［２６］

ｄ犙（狋）＝ κ（狋）·犙（狋）－
２

ζ
犉（犙［ ］）ｄ狋＋ ４犽犜

槡ζ ｄ犠（狋）（５）
其中，κ＝ （狌）

Ｔ 为 速 度 梯 度 的 转 置；犽 为

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数；犜为绝对温度；ｄ犠（狋）＝ ｄ槡狋犠（狋）

是随机项，常称为 Ｗｉｅｎｅｒ’ｓ过程，其一阶矩为

〈犠犻 （狋）〉＝ ０， 二 阶 矩 为 〈犠犻 （狋）犠犼 （狋′）〉＝

δ犻犼ｍｉｎ （狋，狋′），〈〉表示系综平均。在式 （５）右端

有３项，其中第一项表示流体动力学力：流体流动

过程中可旋转和拉伸哑铃，从而改变哑铃构形向

量；第二项表示弹力；第三项是Ｂｒｏｗｎ运动力。

图１　珠簧哑铃模型 （连接向量犙表示哑铃构形）

Ｆｉｇ．１　Ｂｅａｄｓｐｒｉｎｇｄｕｍｂｂｅｌｌｍｏｄｅｌ（ｃｏｎｎｅｃｔｏｒ

ｖｅｃｔｏｒ犙ｄｅｓｃｒｉｂｅｓｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｄｅｌ）

　

设犎 为弹性常数，对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型

犉＝犎犙 （６）

对 ＦＥＮＥ （ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｅｘｔｅｎｓｉｂｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
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ｅｌａｓｔｉｃ）哑铃模型

犉＝
犎

１－
犙
犙（ ）
０

２犙 （７）

其中，犙０ 为哑铃弹簧的最大拉伸长度。

对 ＦＥＮＥＰ （Ｐｅｔｅｒｌｉｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）哑 铃

模型

犉＝
犎

１－
〈犙
２〉

犙０

犙 （８）

式 （５）两边同时除以 犽犜／槡 犎，得到关于哑

铃构形向量的量纲１化形式

ｄ犙′（狋）＝ κ（狋）·犙′（狋）－
１

２λ
槇犉（犙′［ ］）ｄ狋＋ １

槡λｄ犠（狋）
（９）

其中，犙′＝犙 犎／槡 犽犜；λ＝ζ／（４犎），为哑铃的松

弛时间。槇
犉分别为

槇犉＝犙′（Ｈｏｏｋｅ哑铃）

槇犉＝ 犙′

１－〈犙′
２〉／犫

（ＦＥＮＥＰ哑铃）

槇犉＝ 犙′

１－犙′
２／犫
（ＦＥＮＥ哑铃）

其中，犫为量纲１构形向量犙′最大延伸长度的

平方。

式 （５）或式 （９）描述了聚合物分子构形的运

动，是进行分子运动随机模拟的出发点。设犙′犻表

示犙′ （狋）在狋犻时的近似，Δ狋＝狋犻＋１－狋犻，采用显式

的Ｅｕｌｅｒ格式，式 （９）的数值离散格式为

犙′犻＋１＝犙′犻＋ κ犻·犙′犻－
１

２λ
槇犉（犙′犻［ ］）Δ狋＋ Δ狋

槡λ犠犻 （１０）

基于聚合物构形方程 （９），量纲１聚合物应力犜Ｐ

由Ｋｒａｍｅｒｓ表达式给出

犜Ｐ ＝狀犽犜〈犙
槇′犉（犙′）〉－狀犽犜犐 （１１）

其中，犐为单位矩阵，狀为单位体积溶液的哑铃数。

３　径向点插值方法的近似原理

目前大多数无网格方法由于其构造的形函数不

满足插值条件，因而在施加本质边界条件时需要采

取特殊的复杂的方法，如拉格朗日乘子法、罚参数

法与有限元方法耦合等［１１１６］，但径向点插值方法

（ｒａｄｉａｌｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ＲＰＩＭ）构造

的形函数满足插值条件，可像有限元方法一样方便

地施加本质边界条件，所以本文选择 ＲＰＩＭ 进行

宏观数值模拟。

径向基函数 （ｒａｄｉｃａｌｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）是

一类以点狓到节点狓犐的距离犱犐＝ 狓－狓犐 为自变量

的函数。函数狌（狓）的近似函数狌ｈ（狓）可通过径向

基函数表示为［１３１４］

狌ｈ（狓，狓犙）＝∑
犖

犐＝１

犪犐（狓犙）犐（狓）＝Φ
Ｔ（狓）犪（狓犙） （１２）

其中，犖 为点狓影响域内的节点数，犪犐（狓犙）为犐

关于给定点狓犙 的待定系数，犐为一径向基函

数，且

犪＝ 犪１　犪２　…　犪［ ］犖
Ｔ

Φ（狓）＝ １（狓）　２（狓）　…　犖（狓［ ］） Ｔ

本文中采用的是 Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃｓ（ＭＱ）径向基

函数，即犐（狓）＝ （犱犐＋ （αｃ犱ｃ）
２）狇。其中αｃ＝

６．０，狇＝１．０３，对均匀布置的节点，犱ｃ可取为相邻

两节点的距离。

式 （１２）中系数向量犪由式 （１３）确定

犪＝Φ
－１
犙犝ｓ （１３）

其中，犝ｓ＝ ［狌１，狌２，…，狌犖］
Ｔ为点狓影响域内

犖 个节点的场函数值向量，Φ
－１

犙 ＝Φ
－１（狓犙）。

将式 （１３）代入式 （１２）得

狌ｈ（狓）＝ΦＴ（狓）Φ
－１
犙犝ｓ ＝犖（狓）犝ｓ （１４）

其中，犖（狓）＝Φ
Ｔ（狓）Φ

－１

犙
为ＲＰＩＭ的形函数。由

于径向基函数满足插值条件，即形函数犖犐（狓犑）＝

δ犐犑，因此很容易施加本质边界条件。又由于ＲＰＩＭ

在每个节点的紧支域内构造形函数，因此 ＲＰＩＭ

形函数也具有紧支性，所以 ＲＰＩＭ 方法和其他无

网格方法 （如ＥＦＧ方法等）一样，形成的刚度矩

阵是带状、稀疏矩阵。

４　宏观微观方法

为了叙述说明的方便，作者以平面突然起动

Ｃｏｕｅｔｔｅ流
［２］ （如图２）为例来阐述本文ＣＶＦＭＦＳＳ

方法的基本思想和实现过程。在狋＜０，流场处

于静止状态；当狋＝０时，下平板开始以常速度

狌＝１ｍ·ｓ－１移动，且假设壁面边界满足无滑移

条件。

速度场假设为狌＝狌（狔，狋），狏＝０，狑＝０。显

然它们自动满足不可压缩流的连续性方程。在本问

题中，压力场可不必计算，因此动量守恒方程可

写为

ρ
狌

狋
＝ηｓ


２狌

狔
２ ＋
τ
狆
狔狓

狔
（狔，狋） （１５）

以Ｈｏｏｋｅ哑铃模型为例，对平面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ

流，随机微分方程 （９）可写为
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图２　平面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ流问题

Ｆｉｇ．２　ＳｔａｒｔｕｐｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗｐｒｏｂｌｅｍ

（ａｔｔｉｍｅ狋＝０，ｌｏｗｅｒｐｌａｔｅｂｅｇｉｎｓｔｏｍｏｖｅｗｉｔｈ

ａｃｏｎｓｔａｎｔｓｐｅｅｄ狌，ｕｐｐｅｒｐｌａｔｅｉｓｆｉｘｅｄ）

　

ｄ狆（狔，狋）＝
狌

狔
狇（狋）－

１

２λ
狆（狔，狋（ ））ｄ狋＋ １

槡λｄ犞（狋）（１６）

ｄ狇（狋）＝－
１

２λ
狇（狋）ｄ狋＋

１

槡λｄ犠（狋） （１７）

其中，狆（狔，狋）和狇（狋）分别表示哑铃在水平和垂

直方向上的拉伸，犞 和 犠 为两相互独立的标准

Ｗｉｅｎｅｒ过程。对Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，聚合物剪切应

力表达式为

τ
狆
狔狓 ＝狀犽犜〈狆（狔，狋）狇（狋）〉 （１８）

本文ＣＶＦＭＦＳＳ方法的基本思想是应用无网

格方法离散式 （１）和式 （４），用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方

法近似聚合物对应力的贡献犜Ｐ，即式 （１１）。对平

面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ流和 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，应用

本文提出的ＣＶＦＭＦＳＳ方法，其对应的离散形式

分别为

ρ
Δ狋∫狔（狌

狀＋１
－狌

狀）狑＝－ηｓ∫狔
狌

狀＋１

狔

狑

狔
－∫狔τ

狀

狔狓
狑

狔
（１９）

τ
狀＋１
犻 ＝

狀犽犜
犑 ∑

犑

犼＝１

狆
狀＋１
犻犼 狇

狀＋１

犼
（２０）

其中，犑为随机变量的样本数。

５　数值算例及结果分析

５１　平面突然起动犆狅狌犲狋狋犲流

在本节算例中，２１个节点均匀布置在区间

［０，１］上，整个区域被划分为２０个背景网格 （背

景网格和节点无任何关系，它仅用于数值积分，一

般均使用比较规则的背景网格。与有限元相比，背

景网格的生成比有限元网格的生成要容易得多），

每个背景网格内采用二阶高斯积分。

５．１．１　Ｈｏｏｋｅ哑铃模型　对Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，可

导出和其相对应的封闭的本构方程 （如ＯｌｄｒｏｙｄＢ

流体本构方程）。Ｌａｓｏ和 ?ｔｔｉｎｇｅｒ对 Ｈｏｏｋｅａｎ哑

铃，应用ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法模拟了突然起动的

平面Ｃｏｕｅｔｔｅ流。为了和其进行比较，本文采用了

同样的模型参数，即λ＝０．１ｓ，狀犽犜＝８．８，ρ＝

０．１１ｋｇ·ｍ
－３，ηｓ＝０．１１Ｐａ·ｓ，但在本算例中采

用了较大的时间步长Δ狋＝０．００５ｓ （文献 ［２］中

Δ狋＝０．０００１ｓ）和较少的哑铃数 （文献 ［２］中哑

铃数为７５００００）及节点数，每个节点上布置１００００

个哑铃分子。图３ （ａ）给出了在不同时刻的速度

分布情况，由图可见速度过冲现象。同时从图中可

看出在狋＝０．０１ｓ时，速度有微小振荡，这主要是

由于ＲＰＩＭ 离散带来的随机噪声造成的，但与文

献 ［２］ 相 比， 本 文 结 果 明 显 优 于 应 用

ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法求解的结果。图３ （ｂ）给出

了平板间不同位置 （狔＝０．２，０．４，０．６，０．８）随

时间的速度变化情况。从图中同样可见速度过冲现

象，且和文献 ［２］结果比较接近。

（ａ）ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｌｏｃａｔｉｏｎ狔ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓ

　

（ｂ）ｖｅｌｏｃｉｔｙａｔｆｏｕｒｌｏｃａｔｉｏｎｓｉｎｃｈａｎｎｅｌ

（狔＝０．２，０．４，０．６，０．８）ａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ

图３　对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，平面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ流

的速度变化情况

Ｆｉｇ．３　ＶｅｌｏｃｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＨｏｏｋｅａｎｍｏｄｅｌ
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５．１．２　ＦＥＮＥ哑铃模型　由于ＦＥＮＥ模型的非线

性，目前还没有与之对应的封闭的本构方程，通常

要通过适当的近似才能使其封闭。类似 Ｈｏｏｋｅ哑

铃模型，对 ＦＥＮＥ哑铃，随机微分方程 （９）可

写为

ｄ狆（狔，狋）＝
狌

狔
狇（狔，狋）－

１

２λ
狆（狔，狋）

１－（狆
２（狔，狋）＋狇

２（狔，狋））／（ ）犫 ｄ狋

＋
１

槡λｄ犞（狋） （２１）

ｄ狇（狔，狋）＝－
１

２λ
狇（狔，狋）

１－（狆
２（狔，狋）＋狇

２（狔，狋））／犫
ｄ狋＋

１

槡λｄ犠（狋）
（２２）

对应的聚合物剪切应力表达式为

τ
狆
狔狓 ＝狀犽犜

狆（狔，狋）狇（狔，狋）

１－（狆
２（狔，狋）＋狇

２（狔，狋））／犫
（２３）

　　同样为了和文献 ［２］的结果相比较，除了时

间步长选取更大 （文献 ［２］中Δ狋＝０．０００１ｓ）和

节点更稀外，其他模型参数均一样，即λ＝４９．６２

ｓ，ρ＝１．２７５７ｋｇ·ｍ
－３，ηｓ＝０．０５２１Ｐａ·ｓ，犫＝

（ａ）ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｌｏｃａｔｉｏｎ狔ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓ

　

（ｂ）ｖｅｌｏｃｉｔｙａｔｆｏｕｒｌｏｃａｔｉｏｎｓｉｎｃｈａｎｎｅｌ

（狔＝０．２，０．４，０．６，０．８）ａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ

图４　对ＦＥＮＥ哑铃模型，平面突然起动

Ｃｏｕｅｔｔｅ流的速度变化情况

Ｆｉｇ．４　ＶｅｌｏｃｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＦＥＮＥｍｏｄｅｌ
　

５０。在此算例中，每个节点上布置２５００个哑铃分

子。图４ （ａ）和 （ｂ）分别给出了在不同时刻速度

演化情况和速度在狔＝０．２，０．４，０．６，０．８位置

处随时间的变化情况。由图可见，与文献 ［２］的

结果吻合很好，溶液大约在狋＝４．３ｓ时达到稳定状

态。图５ （ａ）和 （ｂ）分别给出了上平板处 （狔＝

１．０）聚合物剪切应力和第一法向应力差随时间的

变化。由图可见，其分布情况和文献 ［２］的结果

基本一致。从而说明ＣＶＦＭＦＳＳ方法可以准确地

预测应力分布。

５．１．３　ＦＥＮＥＰ哑铃模型　ＦＥＮＥＰ哑铃模型是

对 ＦＥＮＥ 哑 铃 进 行 Ｐｅｔｅｒｌｉｎ 近 似 得 到 的。对

ＦＥＮＥＰ哑铃模型，其相应的随机微分方程为

ｄ狆（狔，狋）＝
狌

狔
狇（狔，狋）－

１

２λ
狆（狔，狋）

１－〈犙′
２〉／［ ］犫 ｄ狋＋ １

槡λｄ犞（狋）
（２４）

ｄ狇（狔，狋）＝－
１

２λ
狇（狔，狋）

１－〈犙′
２〉／犫
ｄ狋＋

１

槡λｄ犠（狋） （２５）

（ａ）ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓａｔｌｏｃａｔｉｏｎ狔＝１．０
　

（ｂ）ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｔｌｏｃａｔｉｏｎ狔＝０．１

图５　对ＦＥＮＥ哑铃模型，平面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ流

上平板的剪切应力及第一法向应力差的演化图

Ｆｉｇ．５　ＳｔｒｅｓｓｏｆｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＦＥＮＥｍｏｄｅｌ
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对应的聚合物剪切应力表达式为

τ
狆
狔狓 ＝ （狀犽犜

狆（狔，狋）狇（狔，狋）

１－〈犙′
２〉／ ）犫 （２６）

同样，本算例的模型参数和文献 ［２］一样，即

λ＝４９．６２ｓ，ρ＝１．２３２５ｋｇ·ｍ
－３，ηｓ＝０．０５０３３２

Ｐａ·ｓ，犫＝５０。其他与ＦＥＮＥ哑铃模型中的计算

参数一样。图６ （ａ）和 （ｂ）分别给出了在不同时

刻速度演化情况和速度在狔＝０．２，０．４，０．６，０．８

位置处随时间的变化情况。从图中可看出速度过冲

现象。由图６ （ｂ）还可看出速度振荡，这和文献

［２］是类似的，但没有文献 ［２］的速度振荡现象

突出。图７ （ａ）和 （ｂ）分别给出了上平板处

（狔＝１．０）聚合物剪切应力和第一法向应力差随时

间的变化。由图可见，聚合物剪切应力和第一法向

应力差均未出现振荡现象，这和文献 ［２］是有差

别的。主要原因是由于无网格方法通常可得到光滑

（ａ）ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ

ｌｏｃａｔｉｏｎ狔ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓ

　

（ｂ）ｖｅｌｏｃｉｔｙａｔｆｏｕｒｌｏｃａｔｉｏｎｓｉｎｃｈａｎｎｅｌ

（狔＝０．２，０．４，０．６，０．８）ａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ

图６　对ＦＥＮＥＰ哑铃模型，平面突然起动

Ｃｏｕｅｔｔｅ流的速度变化情况

Ｆｉｇ．６　ＶｅｌｏｃｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＦＥＮＥＰｍｏｄｅｌ
　

（ａ）ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓａｔｌｏｃａｔｉｏｎ狔＝１．０

　

（ｂ）ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｔｌｏｃａｔｉｏｎ狔＝１．０

图７　对ＦＥＮＥＰ哑铃模型，平面突然起动Ｃｏｕｅｔｔｅ流

上平板的剪切应力及第一法向应力差的演化图

Ｆｉｇ．７　ＳｔｒｅｓｓｏｆｐｌａｎａｒＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＦＥＮＥＰｍｏｄｅｌ
　

的应力分布，而有限元方法需要采用特殊处理。结

合图５ （ａ）和 （ｂ），从图７中还可看出ＦＥＮＥＰ

哑铃模型的聚合物剪切应力最大值和第一法向应力

差最大值分别对应ＦＥＮＥ哑铃模型的２倍左右，

这与文献 ［２］预测的结果一致。

５２　方腔驱动流

方腔驱动流是计算流体和传热学中的典型算

例，但很少关于聚合物流动的数值结果。Ｔｒａｎ

Ｃｏｎｇ等
［１８］应用神经网络耦合随机模拟方法模拟了

稳态的等温的方腔驱动聚合物蠕变流动问题。许多

工业应用中都会遇到聚合物的蠕变流动问题。本文

方腔长宽各为１个单位，方腔上边界以恒定速度

狌＝１ｍ·ｓ－１向右运动，其他边界上的速度值为

零，由于在大多数低 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ数聚合物流动中，

非线性的对流项可以忽略，因此控制方程为

·狌＝０ （２７）
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－犘＋·犜＝０ （２８）

为了减少未知量的个数，采用罚函数法来耦合

压力和速度，即犘＝－γ!

·狌，其中罚参数γ是

一个非常大的常数，一般取为１０６～１０
９，本文取为

１０７。于是式 （２８）对应的积分弱形式为

∫Ωγ（·犖犻）（·狌）ｄΩ＋∫Ωηｓ（犖犻）：（狌＋（狌）
Ｔ）ｄΩ＝

－∫Ω犜
Ｐ：犖犻ｄΩ＋∫Γ犖犻·σ·狀ｄΓ （２９）

其中，σ＝－犘犐＋犜。注意在对含有γ的项进行数

值积分时，要应用积分降阶技术。在本算例中，在

每个背景网格内对不包含γ的项采用５×５高斯积

分，而对含有γ的项采用１×１高斯积分。为了和

文献 ［１８］结果比较，本算例仅考虑 Ｈｏｏｋｅ哑铃

模型。

图８给出了２５×２５个节点和４１×４１个节点的

速度场，其中每个节点上布置１０００个哑铃分子，

哑铃分子的松弛时间λ＝１ｓ，Ｄｅｂｏｒａｈ数 犇犲＝

１．０。从图中可见原始涡位于方腔的上游，与文献

［１８］的结果相吻合。图９给出了不同节点数 （６２５

和１６８１），ＣＶＦＭＦＳＳ方法计算的方腔垂直中心线

上的狌曲线和水平中心线上的狏曲线。由图可见，

（ａ）２５×２５ｎｏｄｅｓ

　

（ｂ）４１×４１ｎｏｄｅｓ

图８　对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，方腔驱动流的速度场

Ｆｉｇ．８　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｏｆｌｉｄｄｒｉｖｅｎｓｑｕａｒｅｃａｖｉｔｙｆｌｏｗ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒＨｏｏｋｅａｎｄｕｍｂｂｅｌｌｍｏｄｅｌ
　

（ａ）ｐｒｏｆｉｌｅｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔ狌

ｏｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｅｎｔｒａｌｐｌａｎｅ

　

（ｂ）ｐｒｏｆｉｌｅｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔ狏

ｏｎｖｅｒｔｉｃａｌｃｅｎｔｒａｌｐｌａｎｅ

图９　对 Ｈｏｏｋｅ哑铃模型，中轴的速度曲线

Ｆｉｇ．９　ＦｏｒＨｏｏｋｅａｎｄｕｍｂｂｅｌｌｍｏｄｅｌ，ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆｍｉｄａｘｉａｌｐｌａｎｅｓｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｄｅｓ
　

不同节点数时，中心轴线上的速度几乎重合，同时

中心轴线上的速度也与文献 ［１８］的结果相一致，

从而说明了ＣＶＦＭＦＳＳ方法计算结果的可靠性。

６　结　论

基于ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法的基本思想，本文

提出了直接耦合无网格方法和Ｂｒｏｗｎ动力学模拟

聚合物流体的多尺度计算方法，即ＣＶＦＭＦＳＳ方

法。应用ＣＶＦＭＦＳＳ方法求解了平面突然起动的

Ｃｏｕｅｔｔｅ流和方腔驱动流，验证了该方法的有效性

和鲁棒性，结果表明该方法继承了 ＣＯＮＮＦＦＥＳ

ＳＩＴ方法的优点：

（１）不需要封闭的本构方程，从而可以处理更

加复杂的聚合物流体模型；

（２）可容易在不同聚合物模型中转换，程序编

制简单；

（３）从物理上看，在边界条件的处理上更加准
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确地刻画了实际流体的边界。

另外，由于宏观尺度采用无网格方法求解，

ＣＶＦＭＦＳＳ方法还具有无网格方法的一些优良特性，

如不需要前处理过程，避免了繁琐的网格生成，容

易添加和删除节点，得到的应力通常是光滑的等。

和传统数值方法相比，ＣＶＦＭＦＳＳ方法的最大

缺点是计算量大。在保障计算精度的情况下，目前

如何减少该方法的计算量仍然是一个亟待解决的

问题。

符　号　说　明

　　犫———量纲１构形向量犙′最大延伸长度的平方

犉———弹簧力，Ｎ

犎———弹簧常数，Ｎ·ｍ－１

犐———单位张量

犑———每个节点的样本个数

犽———Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数，Ｊ·Ｋ－１

狀———哑铃的数密度，ｍ－３

犘———压力，Ｐａ

狆，狇———构形向量分量

犙———哑铃构形向量

犜———绝对温度，Ｋ

犜———溶液的偏应力张量，Ｎ·ｍ－２

犜Ｐ———聚合物应力张量，Ｎ·ｍ－２

犜Ｓ———Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ溶剂应力张量，Ｎ·ｍ－２

Δ狋———时间步长，ｓ

狌———速度向量，ｍ·ｓ－１

狌，狏，狑———速度分量，ｍ·ｓ－１

犠———标准的 Ｗｉｅｎｅｒ’ｓ过程

犞，犠———标准正态分布随机数

δ犻犼———Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ符号

ζ———珠的阻力系数，Ｎ·ｓ·ｍ
－１

ηｓ———溶剂黏度，Ｐａ·ｓ

κ———速度梯度张量的转置

λ———松弛时间，ｓ

ρ———流体密度，ｋｇ·ｍ
－３

τ狔狓，τ
狆
狔狓
———剪切应力，Ｎ·ｍ－２

τ狓狓－τ狔狔———第一法向应力差，Ｎ·ｍ
－２

〈〉———系综平均
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