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第二章

导热基本定律及
稳态导热



2-10 二维稳态导热问题

工程上经常遇到二维和三维稳态导热问题：房间墙角
的传热、热网地下埋设管道的热损失、短肋片导热等

导热微分方程式：二维、常物性、无内热源

求解方法：

（1）分析解法（简单形状、线性边界条件）
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（2）数值计算（复杂形状、复杂边界条件）

（3）利用导热形状因子（工程计算、两个边界的
温度恒定、已知）



一、分析解-分离变量法简介

导热微分方程式：

二维、常物性、无内热源
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齐次：

线性微分方程：方程中未知函数y(x)及各

阶导数y(n)都是一次的
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(1) 微分方程是线性齐次的

 0)( =xR

分离变量法的应用条件：

(2) 边界条件是齐次的，或只有一个是非齐次的

不满足分离变量法的应用条件？适当变换



分析解思路----分离变量法

(1) 假定温度分布是所含自变量的函数的乘积，从而

将导热偏微分方程转换为以各自变量为变量的几个常
微分方程 分离变量

(2) 各空间坐标变量的常微分方程与相应的边界条件
构成原导热偏微分方程问题的特征值问题 特征值

(3) 由特征值问题求得特征函数与特征值，并由它们
构成偏微分方程的特解，称为基本解 基本解

(4) 根据线性方程的解迭加原理，将基本解进行迭
加，得到通解 通解

(5) 根据特征函数的正交性，确定通解中所含的待定
常数 待定常数



分离变量法步骤及主要问题

)()(),( yYxXyxT =

0
2

2

2

2

=
∂

+
y
YdX

dx
XdY

nr
y
Yd

Ydx
Xd

X
=

∂
−= 2

2

2

2 11

分离变量

代入微分方程，得到

特征值(分离常数)请思考原因？



确定特征值

利用边界条件

得到关系式

无意义
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讨论 的取值问题

(a) 

不符合边界条件

(b) 

无解

(c) 只能取
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确定特解

边界条件

确定通解
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的确定（第五步）(尚有一个边界条件未用)

利用三角函数的正交性
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终解的结果
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二、导热问题的数值解

分析解法的优点：求解过程中的数学分析较严

谨；求解结果以函数形式表示，能清楚地显示各种

因素对温度分布的影响

分析解法的缺陷：工程实际中所遇到的传热问题，

常常是十分复杂的，如非规则形状，非均匀的边界条

件，物性参数随温度变化等，很难用分析解法获得结

果。在有些情况下，经过一些必要的简化假设，虽然

精确分析解在原则上是可能的，但解题技巧要求很高

，且解的形式往往冗长繁琐。

问题的引出



随着计算机技术和计算数学的发展，利用计算机数

值分析已成为解决工程传热问题的一种基本手段。这

种方法所用的数学技巧较少，而物理图象却又十分清

晰。

Numerical Heat Transfer（A, B）
— 数值传热学期刊

数值计算方法 — 有效解决复杂问题的方法；是具有

一定精度的近似方法

数值解法：有限差分法、有限元法、边界元法、

分子动力学模拟



有限差分法的基本原理

把物体分割为有限个离散的单元体，用有限差商代

替导数，从而将微分方程转化为差分方程。通过数值
计算求取各网格单元节点的温度

网格划分 对求解域作离散化处理，以网格线的交点

作为需要确定的温度值的空间坐标，称为节点。



每一个节点都可以看成是以它为中心的一个小区域的
代表，这个小区域称为控制容积（或控制）体。以节
点P所示的控制容积为例，相邻节点用角注大写字母E、
W、S、N表示，相邻控制容积交界面用角注小写字母e、
w、s、n表示；控制容积尺寸用 、 表示，节点间距
用 ， 表示。
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建立关于内部节点温度的代数方程

对控制容积进行热平衡分析或直接应用差分代替微

分都可以得到关于节点温度的离散方程。在此我们采

用热平衡方法。

从w界面进入控制容积的热流量为
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同理可以得到从e、s、n界面进入控制容积的热流量。
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根据能量守恒定律，有
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记离散方程系数为
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离散方程的形式为
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式中，

SNWEP AAAAA +++=

交界面上的导热系数可用相邻两控制容积构成

的复合平壁导热公式计算。假设：

(a)相邻节点之间的温度分布是线性的；

(b)控制容积间的温度是阶跃变化的。



则对e 界面有

整理得到

2/)(
)(

2/)(
)(

)(
)(

e

EeE

e

ePP

e

EPe
e x

TT
x

TT
x

TT
q

δ
λ

δ
λ

δ
λ −

=
−

=
−

=

EP

EP
e λλ

λλ
λ

+
=

2

在很多场合中，交界面上的导热系数也可近似取相
邻节点导热系数的平均值。



源项线化处理
为了使求解的离散方程具有稳定性，要求离散方

程中所有的系数必须为正值。因为相邻节点温度的增
加，必须引起所设节点的温度增加。为此还需要对源
项进行线化处理，即

终的节点温度离散方程形式为

式中
对于无内热源，导热系数为常数的物体，如果取均匀

的网格划分(Δx=Δy=δx=δy)，则上式可以简化为
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建立边界节点的温度离散方程
边界节点的温度离散方程建立方法同内部节点的温

度离散方程建立一致。但要注意控制容积的形状发生
了变化。

对于第一类边界条件的导热问题，因为节点的温度

已知，就不需要再建立什么关系式了。下面我们仅讨
论几种典型的边界节点处理。

给定第二类边界条件的平直边界上节点

对边界节点B的控制容积用差分代替微分
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式中：

代入微分方程式，整理得

式中
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从n表面进入控制容积的热流量

从s表面进入控制容积的热流量

从B表面进入控制容积的热流量

利用热量平衡关系式，得到

给定第三类边界条件的平直边界上节点
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设外部角点一侧为第二类边界条件，另一侧为第三

类边界条件。可以得到
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式中：
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有关边界节点各种不同情况
的离散方程，读者可以自行推导。

内部角点

设内部角点的边界条件为第三类边界条件。可以

得到



节点方程组的求解

写出所有内节点和边界节点的温度差分方程

n个未知节点温度，n个代数方程式：

nnnnnnn

nn

nn

bTaTaTaT

bTaTaTaT
bTaTaTaT

++++=

++++=
++++=

......
............................................

......
......

2211

222221212

112121111

代数方程组的求解方法：直接解法、迭代解法



直接解法：通过有限次运算获得代数方程精确解; 
矩阵求逆、高斯消元法

在导热问题数值求解中，往往采用迭代法。这

是因为：
其一，直接解法不太适应过多数目的代数方程

求解；
其二，对于求解非线性问题（代数方程中各项

系数在求解过程中不变化的情形称为线性问题），
迭代法具有其独特的优势。

缺点：所需内存较大、方程数目多时不便、不适用

于非线性问题（若物性为温度的函数，节点温度差

分方程中的系数不再是常数，而是温度的函数。这

些系数在计算过程中要相应地不断更新）



迭代解法：先要对被求解的温度场预先假定一个试

探解，称为初场。以此试探解作为初始值（注意此

处的初始值与非稳态导热的初始条件不是一个概念）

代入内部节点和边界节点的代数方程中，得到一组

新的值；再将这组经第一次迭代得到的解作为新的

试探解，经计算得到第二次迭代结果。如此反复，

直到相邻两次计算结果之差小于预先设定的允许差

值（计算精确度）时为止

迭代解法有多种：简单迭代（Jacobi迭代）、高斯-
赛德尔迭代、块迭代、交替方向迭代等

高斯-赛德尔迭代的特点：每次迭代时总是使用节点

温度的 新值



在计算后面的节点温度时应按下式（采用 新值）

例如：根据第 k 次迭代的数值
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判断迭代是否收敛的准则：
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值一般相对偏差

允许的偏差；—

ε
ε

k及k+1表示迭代次数； —第k次迭代得到的 大值
(k)

maxT

当有接近于零的t时，第三个较好

有时还要同时考虑热流密度收敛



三、利用导热形状因子 S

二维甚至三维的稳态导热问题；工程计算；

已知两个边界的温度恒定

—— 形状因子 S
)( 21 TTSQ −= λ

一维无限大平壁的形状因子：

一维圆筒壁的形状因子：
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热流量计算：采用一种简便的计算公式：

将涉及物体几何形状和尺寸的因素归纳在一起





本讲要点

了解二维稳态导热分离变量解法的基本思想

了解二维稳态导热数值解法的基本思想
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