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摘 　要 : 基于三维正交机织复合材料 ,提出了一种特征单元均匀化分析方法。用“特征单元”来表示能够反映

单胞的几何构造细节和材料构造细节的单元。首先用一般有限元方法对三维正交机织复合材料单胞进行分

析得到总体刚度矩阵 ,利用该矩阵的特征向量建立了单胞的特征单元。通过比较特征单元的刚度矩阵元素和

利用传统均匀化方法得到的刚度矩阵元素 ,说明了特征单元能够反应单胞的几何构造和材料构造细节。为了

验证特征单元的有效性 ,分别用特征单元、传统均匀化方法和一般有限元方法计算了三维正交机织复合材料

梁的固有频率 ,结果表明特征单元精度比传统均匀化方法高 ,而计算量比一般有限元方法大幅度降低。
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Abstract : As for 32D orthogonal woven composite , a new homogenized eigen2element method is proposed in

this paper. The term‘eigen2element’means that the element can depict the characteristics of geometry and

material configurations. The global stiffness matrix of 32D orthogonal woven composite unit cell is obtained u2
sing the ordinary finite element method with the eigenvectors of the global stiffness matrix and the eigen2ele2
ment of the unit cell is const ructed. After comparing the stiffness matrix element s of the eigen2element with

those obtained by conventional homogenization method , it’s shown that the eigen2element can depict the details

of geometric and material configuration of the unit cell. In order to validate the eigen2element , the inherent f re2
quencies of 32D woven composite beam are computed by eigen2element method ,conventional homogenization

method and ordinary finite element method respectively , the result s demonst rate that the eigen2element is more

precise than the conventional homogenization method , and the amount of computational work reduce greatly

comparing with the ordinary finite element method.
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　　由于三维纺织复合材料的交织方式复杂 ,直

接对整个结构进行分析通常是不切实际的 ,也是

不必要的。为了有效地分析纺织复合材料的力学

性能 ,通常先用解析方法如经典叠层理论[122 ] 和均

匀化方法[324 ]或用有限元方法[527 ]等求出单胞的弹

性性能 ,并把它们作为材料的宏观弹性常数 ,再把

整个结构看做宏观均匀材料进行分析。由于对纺

织复合材料进行宏观分析时无法考虑单胞的几何

构造和材料构造细节 ,因此其刚度计算结果必然

存在误差 ,而强度结果误差会更大。

针对上述问题 ,本文以三维正交机织复合材

料为研究对象 ,用一般有限元方法对三维正交机

织复合材料单胞进行分析得到单胞总体刚度矩

阵。以能量原理为基础 ,利用该刚度矩阵的特征

向量构造了三维正交机织复合材料单胞的特征单

元。计算了特征单元的刚度矩阵和传统均匀化方

法的单胞刚度矩阵 ,通过比较这些刚度矩阵元素 ,

发现特征单元能够反应单胞的几何构造和材料构

造细节。为了验证特征单元的有效性 ,分别用特

征单元、传统均匀化方法和一般有限元方法计算

了三维正交机织复合材料梁的固有频率 ,数值结

果表明特征单元精度比传统均匀化方法高 ,而计

算量比一般有限元方法大幅度降低。

1 　特征单元

三维正交机织复合材料的典型单胞如图 1 所
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示 ,胞体的材料性能是不均匀的 ,按一般的有限元

方法可以将单胞看做由 8 个 20 结点六面体单元

构成 ,如图 2 (a) 所示。这样 ,每个单元内只包含

一种材料 ,即纤维或基体。每个单元有 20 ×3 个

结点位移自由度 ,整个单胞共有 81 ×3 个结点位

移自由度。

图 1 　三维正交机织复合材料单胞

Fig11 　32D ort hogonal woven composite unit cell

用一般有限元方法很容易得到单胞的 8 个单

元的总体刚度矩阵 K,用Λ表示其特征值对角矩

阵 ,用Φ表示其特征向量矩阵 ,并有如下关系成立

KΦ = ΦΛ (1)

ΦT KΦ = Λ (2)

ΦTΦ = I (3)

由于单胞总体刚阵 K的特征向量构成一个完备

的特征向量空间 ,因此单胞的任何一个结点位移

向量 d 都可以用刚阵 K的特征向量来表示 ,即

d = Φq , 　或 　q = ΦT d (4)

式中 : qT = [ q1 　q2 　⋯q243 ]为广义坐标列向量。

另一方面 ,可以把单胞看做一个具有 20 个结

点的“特征单元”,如图 2 (b) 所示 ,特征单元的含义

将在下面介绍。图 2 ( b) 中实心圆为特征单元结

点 ,空心圆表示在由一般有限单元合成特征单元的

过程中被缩聚掉的结点。根据式 (4)有如下关系

N = ΦQ , 　或 　Q = ΦT N (5)

式中 : N 为由 20 结点特征单元的位移形函数在各

结点的数值构成的矩阵 ,其元素 N ij 表示第 j 个位

移形函数在结点 i 上的值 ; Q 为特征单元的 20 个

形函数与矩阵 K的特征向量之间的系数矩阵 ; Qkl

为第 l 个形函数与第 k 个特征向量之间的系数。

把特征单元的位移场写成为

u

v

w

= ∑
20

i = 1
N i

ui

v i

w i

(6)

式中 : u , v和 w 分别为特征单元 x , y 和 z 坐标方

向的位移函数 ; ui , vi 和 w i 为特征单元的结点位

移参数 ; N i 为结点位移形函数。因此单胞一般有

限单元结点位移列向量 d 与特征单元的结点位移

列向量 dG 有如下关系

d = N d G (7)

式中 :

dT
G = [ u1 v1 w1 ⋯ u20 v20 w20 ]。

图 2 　单胞的有限元网格图与特征单元

Fig12 　The element s of FEM and eigen2element

根据矩阵 N 的性质 ,在特征单元的 20 个结点上

有

di = dGi

对其他的结点有

di = ∑
60

j = 1
N ij d Gj

这说明单胞一般有限单元其他结点的位移可以由

特征单元结点位移的加权平均得到。根据能量等

效原理 ,单胞一般有限单元的应变能与特征单元

的应变能应该相等 ,即

Π =
1
2

dT Kd =
1
2

dT
G NT KN d G =

1
2

dT
G KG dG

(8)

因此 ,20 结点特征单元的刚度矩阵可由下式计算

KG = NT KN = QTΛQ (9)

式中 :矩阵 KG 为单胞的特征单元的刚度矩阵。

由于 KG 不但反映了单胞的宏观弹性性能 ,而且

反映了单胞的几何构造和材料构造特征 ,因此把

与 KG 对应的单胞单元称之为单胞特征单元。值

得指出的是 , KG 是直接由矩阵 K或根据其特征

向量和特征值得到的 ,而不是直接通过数值积分

得到的。在传统的均匀化方法中 ,如刚度平均化

方法 ,其刚度矩阵是根据等效弹性张量 �C 和形函

数计算得到的。

可以验证 ,特征单元是满足收敛性要求的 ,

即 : ①若 dG 代表刚体位移 ,则Π= 0 ; ②当 dG 表示

的是等应变状态时 ,Π等于应变能 ; ③在特征单元

之间和单胞内部 ,位移都是连续的。
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在实际计算中 ,所选择的特征向量个数依赖

于求解问题的性质 ,一般来说 ,特征向量选择的愈

多 ,其精度就愈高。如果选择全部特征向量 ,对于

小规模问题 ,采用 KG = NT KN 式和 KG = QTΛQ

式的计算量差别不大 ;但对于大规模问题 ,采用

KG = NT KN 式的计算量可以大幅度减小。若选

择部分特征向量 ,则只能用 KG = QTΛQ 式计算。

2 　数值计算

(1) 单胞的刚度矩阵

对于图 1 所示的单胞 ,令 L , B 和 H 分别为

单胞的长、宽和高。设基体为各向同性材料 ,纤维

为横观各向同性材料 ,材料性能列于表 1 中。在

计算中取单胞长、宽和高均为 1 mm。

表 1 　基体及纤维束的弹性性能

Table 1 　Elastic properties of f iber and matrix

树脂 ( Epoxy) 纤维 (AS24 碳纤维)

E/ GPa μ E1/ GPa E2/ GPa G12/ GPa G23/ GPa μ12

2197 0134 2341 6 1318 1318 51 47 01 22

把单胞看做是一个 20 结点特征单元 ,根据在

x (结点 122 方向) , y (结点 223 方向) 和 z 3 个坐

标方向的位移 u , v和 w ,可以把刚度矩阵 KG 分成

9 个子阵 ,分别是 Kuu , Kvv , Kw w , Kuv 等。限于篇

幅 ,这里只给出了 b2 = l1 = 0150B 的子阵 Kvv对应

8 个顶点的元素 ,同时给出了用传统均匀化方法

得到的刚度矩阵子阵 KUNI
vv ,参见表 2。

表 2 　刚度矩阵比较

Table 2 　Comparison of stiffness matrices of two methods

Kvv128
　

81 97 91 92 8154 5100 41 72 4191 0194 11 72

3416 2411 8181 41 53 1010 8155 21 31

3416 101 0 21 31 8181 9192 41 53

101 8 11 98 1135 4190 51 26

71 29 5126 1172 21 82

1018 5100 11 98

8197 41 72

71 29

K
UNI
vv128

　

15141 71 48 51 27 9124 7149 41 72 1173 5127

151 4 91 24 5127 4172 71 49 5127 1173

1514 7149 1173 51 27 7149 4172

1514 5127 11 73 4172 7149

151 4 71 49 5127 9124

151 4 9124 5127

1514 7149

151 4

表中 :数字 1～8 表示对应 8 个顶点 ,这里的传统

均匀化方法指刚度平均化方法 ,其材料弹性矩阵

�C =
1
V∫V

Cdv = ∑v ( k) C( k)

显然 , K
UNI

vv 的对角线元素是相同的 ,而 Kvv 的对角

线元素是不同的。在特征单元中 ,结点 2 和结点

3 均位于纤维处 ,且纤维的主方向沿 y 方向 ,而其

余结点位于基体处或虽然位于纤维处但纤维的主

方向沿 x 或 z 方向 ,所以这两个结点的对角线元

素大于其余结点的对角线元素。分析 KG 的其他

子阵的元素也可以发现类似的现象 ,因此特征单

元刚度矩阵可以反映出单胞的几何构造和材料构

造细节。

表 3 给出了 b2 和 l1 变化时 4 种单胞 3 个方

向的刚度矩阵对角线元素 ,其中 UN I 是由传统均

匀化方法得到的刚度矩阵对角线元素 , AV E 是由

特征单元中各结点对角线元素平均得到。由表 3

中数据可以看出二者的值接近。对于 b2 = l1 =

0150B 的单胞 ,二者的值完全相同。这就说明传

统均匀化方法的刚度矩阵对角线元素近似等于特

征单元刚度矩阵对角线元素的平均值 ,这不但说

明特征单元不但可以反映单胞的宏观特性 ,还可

以说明特征单元方法也是一种均匀化方法。

表 3 　两种方法刚度矩阵对角线元素值比较( kN/ mm)

Table 3 　Comparison of diagonal elements of the two stiff2
ness matrices

单　胞 方　法 Kuu128 Kvv128 Kw w128

b2 = l1 = 01 25B

b2 = l1 = 01 50B

b2 = 2 l1 = 0150B

b2 = l1 = 01 75B

UNI 101 519 101 519 281 724

AV E 111 344 111 344 261 029

UNI 151 406 151 406 151 406

AV E 151 406 151 406 151 406

UNI 101 205 151 406 201 608

AV E 111 174 151 406 191 639

UNI 201 922 201 922 71919

AV E 191 808 191 808 91100

(2) 梁的固有振动频率

为了进一步验证特征单元的有效性 ,考虑由

单胞组成长高比为 10 的自由梁 ,长度方向 ( x 方

向) 取 20 个单胞长度 ,另外两个方向分别取 2 个

单胞长度。先根据一般有限元方法对每个单胞按

材料不同划分为 8 个 20 结点六面体单元 ,共得到

80 ×8 = 640 个单元 ,再将每个单胞合成为一个特

征单元 ,共得到 80 个特征单元。下面用 80 个特

征单元和 80 个均匀化单元分别计算了梁的固有

频率。为了便于比较 ,还用 NASTRAN 有限元程

序对 640 个单元模型进行了计算。单胞尺寸和材

388
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料属性如上文 ,基体密度为 1124 g/ cm3 , 纤维密

度为 1174 g/ cm3 。

计算中质量矩阵采用集中质量矩阵和一致质

量矩阵两种处理方法。用一致质量矩阵时 ,特征

单元的质量矩阵按照刚度矩阵的合成方法得到 ,

传统均匀化方法的质量密度为纤维和基体的平均

密度。用两种质量矩阵计算的两种不同单胞的频

率结果分别如图 3 和图 4 所示。图中 PRESEN T

表示特征单元方法 ,UN I 表示传统均匀化方法 ,

FEM 表示作者编写的一般有限元方法 ,方法名称

后的数字表示所划分的单元个数。

图 3 中 �ω=ω M , M 为梁的质量 , 单位为

kg ;图 4 中 �ω= 10 - 3ω,ω为实际频率。由图 3 可

知 ,特征单元方法与一般有限元方法的结果非常

　　

图 4 　梁的前 20 阶固有频率 (一致质量矩阵)

Fig1 4 　The first 20 f requencies (consistent mass)

一致 ,图 4 中特征单元模型的结果位于一般有限

元方法和传统均匀化方法之间 ,但更接近一般有

限元方法的结果。而特征单元模型的单元规模只

有一般有限元方法的 1/ 8 ,这说明特征单元在能

够反映单胞几何和材料构造细节的前提下 ,大幅

度减小了计算量。传统均匀化方法虽然减少了单

元规模 ,结果的准确性却有所降低 ,尤其是较高阶

的频率。

3 　结束语

把一个单胞看成为一个特征单元 ,根据能量

等效原理 ,用单胞一般有限单元总体刚度矩阵的

特征向量和特征值构造了三维正交机织复合材料

单胞的特征单元的刚度矩阵。从特征单元刚度矩

阵元素的分析可以看出 ,特征单元能够反映单胞

的几何构造和材料构造细节。

以三维正交机织复合材料单胞组成的梁为

例 ,采用两种质量矩阵计算了其固有频率 ,结果表

明特征单元的精度比传统均匀化方法高 ,计算量

比一般有限元方法小。

值得指出的是 ,虽然本文借助三维正交机织

复合材料构造了特性单元 ,事实上同样可以构造

交织方式复杂的其他类型纺织复合材料的特征单

元 ,如三维四步编织复合材料 ,还可以构造一维和

二维特征单元。特征单元来自于一般有限单元 ,

它与普通单元具有相同的适用性。况且特征单元

大幅度减小了计算量并且能够保证计算精度 ,因

此用特征单元可以更有效地分析结构的强度等其

他力学性能 ,有关结果将在另外论文中给出。
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