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    摘 要: 在非局域克尔介质中，光束的演化规律服从非局域非线性薛定ii方程。用变分法对此问题进行

了重新表述。在强非局域的情况下，通过对介质响应函数进行泰勒展开，可以解析地表示变分问题.束宽的演

化规律也可以定性地从光束束宽变分势得出.运用瑞利一里兹方法求解其变分方程，分别求出光束在自散焦和

自聚焦介质中的变分解。对于自聚焦介质，当输人功率为某一特定值时，可以得到空间孤子，其束宽在传输过

程中保持不变。通过与其他方法得到的解比较表明，变分法是解析讨论光束在非局域非线性介质中演化规律

的方法之一。
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    光束在非线性介质中传输时，当其衍射作用和非线性作用相互平衡，光束的束宽将在传输过程中保持不

变，这就是我们所说的空间孤子。空间孤子理论和性质在全光器件上有着广泛的应用前景，因此对光束在非线

性介质中演化规律的研究很有必要。

    对空间光孤子的研究可以追溯到20世纪70年代中期。而研究真正获得发展动力则在20世纪80年代

末，且在20世纪90年代走向成熟。到了现在，空间光孤子已经成为非线性光学研究的热点领域，空间光孤子

的研究取得了很多发展。例如在光折变孤子(Photorefractive Solitons)['1，二次孤子(Quadratic Solitons)[21 ,
多分量向量孤子(Multicomponent Vector Solitons)[33，非相干孤子(Incoherent Solitons)[4}，离散孤子(Dis-

crete Solitons)[61，时空孤子(Spatio-Temporal Solitons)[63，谐振腔孤子(Cavity Solitons)[7〕等方面，无论在理

论还是实验上都有相当的进展。

    近年来空间光孤子研究的一个聚焦点是非局域介质中传输的空间孤子。1997年，Snyder和Mitchell革命

性地提出了强非局域非线性介质中光束传输的线性模型[s1，并且发现了称为“线性”孤子的空间光孤子解。这

个模型大大降低了孤子这个问题的复杂度，从而引发了新一轮研究空间光孤子的热潮。随后Mitchell和Sny-

der提出了具有高斯型响应的对数非局域非线性介质的简化模型[91 ; Granot等人对亚波长(sub-wavelength)非

局域空间孤子进行了研究[[10] ; Krolikowski和Bang得出了在弱非局域极限情况下的空间孤子精确解[[11] ;Bang

等人讨论了调制不稳定性[[12〕和对孤子在不同非局域程度下稳定性质[[131。而我们发现了非局域空间孤子的非

线性大相位改变[[141，给出了截止2003年底前非局域空间孤子研究进展的综述报告[[167，对非局域孤子的相互作

用问题提出了新的见解[[16]，并讨论了初始非光腰人射光束对非局域光束传输的影响[[171。这些成果扩大了我们

对非局域空间孤子的认识，并为日后的研究工作打下了良好基础。

    本文将从另一个角度研究光束在非局域非线性介质中传输这一问题，采用变分法对该问题重新表述。通

过求解变分问题，讨论变分势，从而得出光束束宽的演化规律。并运用瑞利一里兹方法求解其变分方程，得出光

束的演化方程。

1 非局域非线性薛定愕方程的变分表述

    光束在非局域非线性介质中传输，因此光束的演化满足非局域非线性薛定愕方程。二维非局域非线性薛

定愕方程形式为[8,9,13]

1LO1 ---。黔+;O f+-R(二一二，)}O(x/，二)I z dx，一。
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式中:Ax, z)是傍轴光束;,u=1/2k; p=k}是介质常数(}>0, rj<0，分别表示自聚焦或自散焦介质),k是介质
中的波数;z为径向坐标(光束的传输轴);x是一维横向空间坐标;R是介质的对称实响应函数，满足归一化条

件仕:: R(x')dx'=1。

    根据变分法，方程(1)可由最小作用量原理从下述 Lagrange密度导出

、一W (Sb" }一，do')一。1aO-{’+1wp}，}z(+一:(二一二/)}OW，二)}'dx'
        ‘ 口不 口不 i"--i 乙 J --

(2)

式中:，表示复共扼，这意味着方程(1)等价于下述变分方程

8 f +--仁“，‘一lpz，‘，(P_，“) dxdz一0 (3)

我们假设方程(3)的尝试解为(4)式，光束中心位于径向坐标z轴上。

，(二，二)一，(二)exp[ia(二)]exp〔一二x一瑞十;。(二)二，〕
                                                                乙akzj-

(4)

式中:A, a分别是尝试解复振幅的幅值和相位;a是光束的束宽;。是波前曲率。它们是以传输距离z为变量的

任意实函数，由变分方程(3)决定，并且我们假设尝试解参数的初始值分别是Ao,ao,ao,co。将(4)式代人方程

(3)并对x积分，变分问题简化成

《-Tzd‘一。 (5)

式中:̀e==1士器Ydx。一般情况下，Y不能由任意的响应函

数R (x)解析地表示。

    根据非局域响应函数宽度(材料的相关长度)和光束束

宽的相对大小，即比值w/a的大小(w表示介质的响应宽

度)，可以将非局域程度分为四类[[21,221:局域、弱非局域、一

般非局域和强非局域。当w/a-。时，R(x')-S(x')，这时

程度为局域;当二/a+1时，为弱非局域;当w和a两者可

以比拟时，即为一般非局域;当w/a;1时，就是本文所讨

论的强非局域。不同程度的非局域如图1所示。在强非局

域的情况下，从图1(d)可以看出，由于w/a;1，方程(2)的

积分项只有在光束束宽范围内才不趋于零，而且在这范围

内响应函数的变化不大，所以可以对响应函数进行泰勒展

开。这样对于任何形式的响应函数，我们都可以近似解析

地表示黑。具体展开过程如下:首先我们将R(x-x')在

x'=0处展开(光束中心位于x‘坐标系原点)，保留到二阶。

将展开式和尝试解(4)代人方程(2)的最后一项，对 rx求积分得
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Fig. I  Degrees of nonlocality

图1 非局域程度的示意图

1
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乙 仁R(x一‘，‘,P(x',z)‘'dx1 pA 2 C!，12R(x) /7-r-a+粤a3 !，!ZIC'(x)]乙 任

(6)

因为w/a;1，只有x在零点附近时，(6)式中}例'R(x)和!例2R"(x)才不趋于零，所以我们将R (x)和R"(x)再

一次在x=0展开，保留到二阶。将它们的展开式代人方程(6)，并对x求积分，这样就得到了翼中积分项的部

分。

    完成以上对积分项的处理后，我们将尝试解((4)代人方程(2)的余下部分，将其对x积分，最后得到翼为

,,/私 2I -La+一(4pc z+窦)+2a宪}+ 7rp a2A4 (8Ro - 4Ya2 )16 (7)

式中:Ra =R石o> . Y二一R丢Z> >o(R丢Z' GO，因为R。是R(x)的最大值)。

2 尝试解各参数的变分方程和变分势的分析

    运用瑞利一里兹方法，由(7)式和(5)式可得到尝试解参数所服从的拉格朗p-欧拉方程，经整理可得到尝试

解(4)式参数的演化方程
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1 d' a

产dz2一多一2pP, Ya (8a)
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dz
一共十李所。(4R。一Ya 2)

        a0 任 -
(8b)

A2“一A 20-。一P,1/-7r
(80

da
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az
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方程(8a)中P。表示输人功率，Po=P=f1到例2 dx=}/-n A2 a。从方程组可以看出只要求出束宽a，其它的尝试

解参数都可以由束宽导出。对于束宽方程(8a)，我们进行归一化，令a (z) /ao = y (z)，并对整理后的方程进行

一次积分。从而我们可将方程(8a)化为类似粒子在势阱中运动的形式[[181

令 (d y)2+。(，)一。
U Z

这里，我们假设“粒子的初始状态为静止”，即对应光束人射处为光束光腰。因此我们可以得到初始条件，y

=1,dy/d刻二一。=0，从而方程(9)中的势函数为

(9)

之吕0

M Y)二
v(y2一Pd pa)(y2一1)

          y2
(10)

式中:v=,apYPo = jPo Y12; P} = 2p/ao pY=1 /Yao k2 r/。这样我们就可以根据变分势对光束的演化进行定性的讨

论。

    当光束在自散焦介质中传播时 77G0。其势函数的一般演化规律如图2(a)所示。由(9)式可知，势函数恒
为负。正如上面提到的，我们可以从粒子运动的角度等价地对束宽势函数进行分析。如图2(a)所示，一静止

粒子在y=1点释放，它将沿着势函数不断加速，同时归一化束宽y不断增大。相应地，当光束在自散焦介质

中传输，由于衍射和自散焦作用，光束将不断增大，而且随着束宽的增大，其展宽的速度将越来越快。在这种介

质中不可能存在光孤子。

n的 R(y)

yF1

            (a) t1<0                    (b) 7J>0,PdPo>1             (c) r>O,P,/Po=1             (d) 7>0,PdPo<1

                                            Fig. 2  Qualitative plot of the potential function

                                                    图2 势函数的定性曲线

    对于自聚介质 r/> O。由(10)式可知，势函数有两个零点，并且两个点对应的y值都为正，分别是yt=1,

y" =万于兀。由于y* = P-/Po }随着光束的输人功率的改变而改变，因此分以下三种情况讨论:

    (1) PdP0>1，从图2(b)可以看出，势函数在yt和y* =  Pc/Po之间形成了一个势阱，此时粒子在一保守

力下运动。在y=1静止释放的粒子将陷在势阱内。由于能量守恒，其动能和势能相互转化。相应地，当光束

在这种情况下传输时，初始状态的衍射作用要强于非线性作用，光束首先展宽;当y=y’二丫兀丽丁时，光束停

止展宽，在非线性作用下压缩，回到初始状态。归一化束宽将在Y, =1和y * = P}/Po泛间来回振荡。

    (2) P,/Po=1，从图2(c)可以看出，在这种情况下，势函数的取值只能为零，y和y‘重合。势阱退化为一

个点，粒子将保持静止。在这种情况下，归一化束宽将为1，即光束束宽不变。其原因是因为光束的衍射作用

和非线性作用达到平衡状态。这也是我们所说的孤子。

    (3) Pc/Po<1，从图2(d)可以发现，势函数在y* =丫产 PC/Po和y,=1之间形成了一个势阱。其实，这种情

况与情况(1)类似，只是P}/Po<1。初始状态时非线性作用要强于衍射作用，非线性作用在光束演化过程中占

主导，因此光束首先压缩;当y=y* =丫 P}/Po时，光束停止压缩，在衍射作用下展宽，回到初始状态。光束束宽

就是这样在传输过程中来回振荡。
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3 光束在非局域非线性介质中传输的变分解

    在自散焦介质中 r1< 0，所以，<0。解方程(9)得

a2一2ao[(1-
            乙

r)cosh(2风)+(1+r)7 (11)

式中:几-护万丽，P}/Po =r。尝试解的其他参数都可以由束宽代入((8b)一(8d)式确定。由束宽解(11)式可以

看出，束宽的演化规律由双曲余弦函数决定。我们知道双曲余弦函数在z>0为增函数，所以束宽将会在传输

过程中不断展宽，这与讨论变分势所得的结果一致。

在自聚焦介质中,-q> o，所以r>,v>0。解方程(9)得

a2=a若[cost(风z)+rsin2(风z)] (12)

式中:风=丫2石。(12)式对于r>1和r<1都成立。得到了束宽解后，尝试解的所有参数都可以由它来确定，

将(12)式代人(8b)̂-(8d)式得

A二一PO
    (沂己)，/:在盗

(13a)

风(r一1)a若sin(2风z) (13b)

        1            r二 ，。 、， 。 。 .1 ‘二。 ，二 。，。 .，、
a=一 耳犷arctanLN/L 'tankA z)」十 1Co pYo z十 万下prroao L- Z以 -r I) z -t-

              乙 一 10-

(P- 1) sin(2丝 l
        风

(13c)

将方程(12)和(13)代人尝试解(4)，我们可得到光束在强非局域自聚焦介质中传输的变分解。从束宽解(12)可

以看出，当Po<P。时，归一化束宽a/a。以了瓦刀可为最大值，1为最小值周期振荡;相反的，当P,>P。时，归一

化束宽a/a。以1为最大值，以万刁可为最小值作周期振荡;当Po - P。时，束宽将不会随着传播距离z而改

变。这与上述我们对自聚焦介质势函数的讨论的结果一致。束宽解(12)与文献[幻所得的束宽解等价，与文献

[14〕的结果一致。这说明用变分法处理光束在非局域非线性介质中的传输问题所得结果是正确的，变分法是

解析讨论光束在非局域非线性介质中演化规律的有效方法之一。

    最近，我们用变分法处理了响应函数展开到含更高阶项的问题，这样的问题不能精确求解。当响应函数展

开到四阶时，光束束宽的演化不再由三角函数描述，而是由椭圆函数描述。与数值计算的结果比较表明，椭圆

函数给出了比三角函数更精确的结果，当不能求出问题的精确解析解时，变分法是近似解析分析光束演化规律

的有效方法。

4 结 论

    本文运用变分法讨论了光束在非局域非线性介质中的传输间题，给出了变分问题的Lagrange密度，重新

表述了非局域非线性薛定鄂方程。在强非局域条件下，可对响应函数进行泰勒展开，这是解析求解变分问题的

关键之一。通过展开，无论响应函数的具体形式如何，都可以解析地处理变分问题。我们设尝试解为高斯型函

数，运用瑞利一里兹方法，得出了所有待定参数所满足的变分方程。通过求解这些方程，得到了光束在非局域非

线性介质中演化过程的变分解。比较表明，本文得到的变分解析解与通过其他方法得到的解是一致的或等价

的。因此，变分法是解析讨论光束在非局域非线性介质中演化规律的一种有效方法。
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Variational approach to beam propagation in nonlocal Kerr media

                                          HUANG Yi,  GUO Qi

(Laboratory of Light Transmission Optics，South China Normal University，Guangzhou 510631，China)

    Abstract;  The beam propagation in nonlocal Kerr media is modeled by the nonlocal nonlinear Schr6dinger equation. This

problem can be re-interpreted with the variational approach. In the case of strong nonlocality, the response function can be ex-

panded in Taylor's series, so that the variational problem can be found in a closed form. The evolution of the beam width can be

obtained qualitatively by analysing the potential function. By means of a Reyleigh-Ritz optimization procedure, the closed form so-

lutions for the evolution of beams in both defocusing and self-focusing cases can be obtained. When the beam propagates in a self-

focusing material and its input power reaches a critical value, its width becomes fixed. The comparison with analytical solutions

obtained by other approaches shows that the variational approach is one of the efficient methods in analysing the beam evolution in

nonlocal nonlinear media.
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