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求解三种导体构形中相对论电子
形成的空间电荷限制流
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　　摘 　要 :　从 Poisson 方程及空间电荷限制流假设出发 ,推导了三种导体构形中相对论电子形成的空间电

荷流密度的一般方程 ,给出了求解方法及解的基本特征、平板形阳极空间电荷限制流的具体表达式 ,研究了同

轴圆筒形及共顶点同轴圆锥形导体空间电荷限制流关系表达式的极性效应、空间电荷密度及电场分布。

　　关键词 : 　空间电荷限制流 ; 　平板形 ; 　同轴圆筒 ; 　共顶点同轴圆锥 ; 　极性效应

　　中图分类号 : 　TL503 　　　　文献标识码 : 　A

　　研究真空二极管负载或真空磁绝缘传输线中空间电荷限制流的目的 ,主要是基于对二极管负载阳极表面
吸收的电子剂量与轫致辐射产额关系的定量考察 ,以及真空磁绝缘传输线中磁场强度与空间电荷流定量关系
的研究。尤其是在 MA 级大电流机器驱动 Z 箍缩的实验中 ,真空磁绝缘线的应用相当普遍 ,磁绝缘线的设计
必须考察空间电荷限制流与磁绝缘的定量关系 ,为磁绝缘线的结构设计及参数优化提供依据。在磁绝缘线中
由于外加或自身传输电流产生的磁场 ,使沿电场方向运动的空间电荷限制流发生偏转 ,从而使到达阳极的空间
电荷流逐渐减小、直至变为零形成磁绝缘 ,因此用到达阳极的空间电荷电流与磁场之间的定量关系可以描述磁
绝缘的程度[1 ] 。因此研究一定构形和电压下的空间电荷限制流十分关键[2 ] 。
　　1911 年 Child 及 1913 年Langmuir 分别研究了关于低压条件下的阴极表面发射电流 ;1969 年 J . E. Boers 和

Dermod Kelleher 发表了求解平板构形中相对论电子的 Poisson 方程 ,给出了空间电荷限制电流密度的关系表达
式[3 ] 。在后来对二极管负载及磁绝缘的研究中大多采用了二者的研究结果。他们的推导结果似乎过于复杂、
精度不高、应用不方便 ;另外 ,有关同轴圆筒和共顶点同轴圆锥筒的空间电荷限制电流研究的文献较少。而绝
大多数真空磁绝缘线却采用这两种构形 ,如果采用平板构形的结果作近似 ,在某些时候是不合适的。文献 [4 ]

推导了共顶点同轴圆锥形及圆盘形传输线的电参数计算公式 ,本文将推导平板、同轴圆筒和共顶点同轴圆锥筒
三种几何构形的空间电荷限制电流的表达式 ,并将平板构形的推导结果与文献[3 ]的结果、以及三种构形计算
结果进行比较。

1 　基本方程
　　相对论电子速度与电势的关系为

γ = (1 - v2/ c2) - 1/ 2 = 1 + eV/ mc2 , 　v = c 1 - 1/γ2 (1)

式中 :γ为电子的相对论因子 ; V 是电势 ; v 为电子速度 ; c 为光速 ; e , m 分别为电子的电量和静止质量。
　　空间电荷遵循 Poisson 方程 ,如果电子全部沿电场方向运动 ,则ρ= - J / v , 因此

¨2 V = - ρ/ε0 = J/ε0 v (2)

式中 :ρ为空间电荷密度 ; J 为空间电流密度 ;ε0 为真空介电常数。
　　空间电荷限制流假设是指 ,电子爆发后阴极表面场强为零 ,并设阴极电势为零 ,即

¨V | c = 0 , 　V | c = 0 (3)

2 　三种构形的 Poisson 方程
　　在图 1 所示的三种导体构形中 ,分别采用直角坐标系、柱坐标系以及球坐标系 ,并结合 (1) , (2) , (3) 式 ,将

Poisson方程改写为无量纲形式。同轴圆筒和共顶点同轴圆锥筒还有极性问题 ,当外筒为正极、内筒为负极时
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称为负极性问题 ;相反称为正极性问题。

Fig. 1 　Three geometrical configurations

图 1 　三种导体构形

2. 1 　无量纲方程

　　将关于平板形、同轴圆筒及共顶点同轴圆锥的 (2)式分别在对应的坐标系中展开 ,无量纲化后得

d2γ
d u2 =

2πηχγ

γ2 - 1

χ = 1 ,平板形

χ ≠1 ,圆筒形或共顶点同轴圆锥形
(4)

式中 :0 ≤u ≤1 ;χ定义为极性因子 ,用于描述会聚带来的极性对平面构形的偏离 ;参变量η= J0 d2
0/ Iα , Iα =

2πmc3ε0/ e = 8. 523kA 是α电流 , d0 为阴阳极间距 , J 0 为到达阳极的空间电荷限制流密度。

　　注意到 (2) 式中的 J 为任意空间位置的电流密度 ,但在稳态条件下沿径向流过阴阳极内任意闭合面的总

电流守恒 ,因此可以将 J 变换成到达阳极的空间电荷限制流密度 J0。在直角坐标系、柱坐标系及球坐标系下 ,

分别将平板形、同轴圆筒、共顶点同轴圆锥筒的 J 变换为 J 0 , J 0 = Jr/ ra , J 0 = J sinθ/ sinθa。

　　平板形的 (4) 式是由直角坐标系得到的 ,其中 0 ≤u = x/ d0 ≤1 ,χ= 1 表示无极性。同轴圆筒的 (4) 式是由

柱坐标系得到的 ,其中 0 ≤u = gln ( r/ rc) ≤1 , g = ln - 1 ( ra/ rc) ,η= J 0 d2
0/ Iα = J0 ( ra - rc) 2/ Iα ,χ( u , g) = e ( u + 1) / g

( ge1/ g - g) - 2。负极性时 , rc < r < ra , g > 0 ;正极性时 ( ra 为内筒半径 , rc 为外筒半径) , ra < r < rc , g < 0。定义

Fig. 2 　Common2vertex2coaxial2circular2cones dependence

of polarity on latitudes and geometrical factors

图 2 　共顶点同轴圆锥的极性与几何因子、夹角的关系

几何因子 G = | g | 只与构形有关而与极性无关 ,用来

表征构形的几何特征。共顶点同轴圆锥筒的 (4) 式是由

球坐标系得到的 ,其中 0 ≤u = gln [ tan (θ/ 2) / tan (θc/

2) ] ≤1 , g = ln - 1 [ tan (θa/ 2) / tan (θc/ 2) ] ,η= J 0 d2
0/ Iα

= J 0 r2 (θa - θc) 2/ Iα ,χ= sinθsinθa/ [ g (θa - θc) ]2。这

里的χ是以 u ,θc (或θa) , g 为独立变量的函数。如图

2 所示 ,如果设θc <θa 则函数 g 的性质决定了 0 <θc

<θa <π,每个几何因子 G = g 对应正负两种极性、无

穷多组θc ,θa 组合。负极性时 0 <θc +θa <π;正极性

时π<θc +θa < 2π ;θc +θa 表示无极性即中性。

　　方程 (4) 在三个坐标系下的边界条件均为

γ| uc =0 = 1 , dγ/ d u | uc = 0 = 0 (5)

2. 2 　求解的基本方法

　　方程 (4) 的解决定于无量纲参变量η(即到达阳极的空间电荷流密度 J 0) 、几何因子 G(平板形除外) 以及阴

极表面的几何尺寸 (如 rc ,θc 及 r) 。对于特定的几何构形及一定的空间电荷密度 ,可以求解随 u 变化的γ。由

于不能得到γ=γ( u) 的解析表达式 ,因此只能求解二阶常微分方程的数值解。对于每一个η和 g 都可以通过

求解微分方程得到一个γ=γ( u) ;对于所有的η和 g ,则可以得到η=η(γ, g , u) 。由于单值性反过来可以得

到η=η(γ, g , u) 。当 u = ua 时通过η=η(γ, g , ua) 就可以给出到达阳极的空间电荷限制流密度的表达式。

3 　空间电荷限制流的基本性质
3. 1 　平板形
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　　当η=η1 ,η2 , ⋯,ηn ,通过方程 (4) 求出一系列的γ1 =γ1 ( u) , γ2 =γ2 ( u) , ⋯,γn =γn ( u) ,如果从中取出 u

= 1 (对应于阳极) 对应的γ1 (1) ,γ2 (1) , ⋯,γn (1) 可以组合为η随γ变化的数值函数 ,通过多项式拟合可以得

到η=η(γ) 的数学表达式 ,变换后可得到 J0 d2
0 = f ( V) 的表达式 ,即

J0 d2
0 = AYT (6)

式中 : A = ( a0 , a1 , a2 , ⋯, ak) ; Y = ( V0 , V1 , V2 , ⋯, Vk) ; YT 是 Y的转置矩阵 , k 是拟合多项式的阶数。

　　如果 J0 d2
0 单位采用 kA、电压 V 单位为 MV ,用 8 次多项式可以拟合适用于电压 V 在 0. 07～19. 8MV 范围

内的 J 0 d2
0。图 3 所示是平板型的空间限制流的数值解与 8 阶拟合解。如果要求更高的精度 ,可将电压范围缩

小进行分段拟合 ,得到分段中不同阶数的 A。

　　J . E. Boers 和 Dermod Kelleher 推导平板形空间电荷限制流公式为两个分区级数[3 ] ,当 0 ≤U ≤2 时

J0 d2
0 =

Iα
π( U2 + 2 U) 1/ 2 ∑

∞

n = 0

anU
n 2

(7)

式中 : a0 = 0 , a1 = 2/ 3 , a2 = 1/ 21 , ⋯, ak = - ak - 1 (2 k - 3) / (4 k - 1) , k ≥3。当 2 ≤U ≤∞时

J0 d2
0 =

Iα
π

1
( U2 + 2 U) 1/ 4 ∑

∞

m = 0
bmU - m +1 - 0. 847 213

2

(8)

式中 : b0 = 1 , b1 = 1 , ⋯, bk = - bk - 1 (4 k - 7) / (2 k - 1) , k ≥2。

　　(7) , (8) 两式中的 U 定义为 U = eV/ mc2 =γ- 1。U = 2 对应于γ= 3 , V = 1. 022MV。当 U →0 时从 (8) 式就

得到 Child2Langmuir 流 J0 d2
0≈2. 34 ×10 - 6 V3/ 2。其中 J 0 d2

0 单位为 A ,电势 V 单位取 V。

Fig. 3 　Dependence of space2charge2limited flow density

on voltage in the planar configuration

图 3 　平板形空间电荷限制流与电压的关系 (数值解及拟合解)

Fig. 4 　Absolute error of polynomial fitting and

power series relative to numerical solution

图 4 　共顶点同轴圆锥的极性与几何因子、夹角的关系

　　这个级数解及 (6) 式的 8 阶多项式拟合解 ,与精确数值解的误差绝对值示于图 4。高阶多项式拟合可以得

到比级数拟合更高的精度 ,在低压 ( V ≤1. 022MV) 阶段 ,可以用另外一个多项式进行拟合 ,得到更高的精度 ,这

是级数拟合所不能的 ;但 J . E. Boers 和 Dermod Kelleher 的级数拟合是针对的全程电压 ,而多项式拟合必须限定

电压区域 ,不同区域要用不同的多项式。从应用出发 ,多项式拟合显然比级数拟合更简洁、方便。

3. 2 　同轴圆筒

　　当同轴圆筒的几何因子 G确定以后 ,用处理平板形同样的方法 ,通过多次求解方程 (4) 同样可以得到数值

函数 J 0 d2
0 = F( V) 以及多项式拟合函数 J 0 d2

0 = f ( V) 。

　　当内外筒半径比值保持不变时 , J0 d2
0 与电压 V 的关系是不变的 ;当内外筒半径比值变化时 , J0 d2

0 与 V 又

是另一个函数关系。也就是说 ,每一个几何因子 g 唯一确定一个函数 J 0 d2
0 = F ( V) ,它描述了到达阳极的空间

限制流密度与间隙及电压的关系。图 5 是系列 G 的 J0 d2
0 = F( V) 图像。

　　值得注意的是 ,随着 G的增大、即 G 越大、即 ra/ rc 越接近 1 时 , J 0 d2
0 = F( V) 无限接近平板形的值。G 增

大意味着内外筒的间隙 d0 = | ra - rc| 变小、曲率半径接近 ,内外筒局部趋向于平板结构。事实上 ,同轴圆筒的

方程 (4) 中极性因子γ在 G趋于无穷大时等于 1 ,与平板形等价。

　　从图 5 中可以看出 ,对于相同的 G值关系式 J0 d2
0 = F ( V) 有极性 ,正极性比负极性大 ,并以平板形的关系

式为分界 ; G越小极性越明显。这是由极性因子χ的性质决定的。负极性时 ,0 < G < ∞对应阳极极性因子的
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Fig. 5 　Dependence of space2charge2limited flow on

voltage in the coaxial cylindrical configuration

图 5 　同轴圆锥的空间电荷限制流与电压的关系

变化范围是 ∞>χ> 1 ;而正极性时 ,0 < G < ∞对应阳

极极性因子的变化范围是 0 <χ< 1。结合 (4) 式可以

认为 ,负极性的 J0 d2
0 随 G 趋于零而趋于零、正极性的

J0 d2
0 随 G 趋于零而趋于无穷大。

　　因此 ,在束流加速器、二极管负载等高阻抗 ( Z0 G

= 60 ,其中 Z0 是构形的几何阻抗[6 ] ,小的 G 对应高阻

抗 Z0) 运行模式的实际应用中 ,为抑制空间电荷流以

更好地满足磁绝缘的要求 ,大多采用负极性结构。

3. 3 　共顶点同轴圆锥筒

　　用同样的方法求解关于共顶点同轴圆锥方程 (4) 。

求解得到的 J 0 d2
0 = F ( V) ,表示在 r 处到达阳极的空

间电荷流密度 J0 与间距 d0、电压 V 的关系。对于每

个 G 存在一个无极性的中性组合θc +θa =π,但这个无极性与平板形无极性是有区别的。如图 6 所示 ,当 G →

∞时中性组合的 J 0 d2
0 = F ( V) 与平板形无限接近 ;而当 G →0 时比平板形大并趋于无限大。每个 G 有无穷多

个θc , θa 组合 ,以中性为分界分为负极性和正极性。负极性时 0 <θc +θa <π, J0 d2
0 = F( V) 比中性小、正极性时

π<θc +θa < 2π比中性大 ,即每个 G对应的 J0 d2
0 = F( V) 是一个一定宽度的散布面。图 7 表示 G = 0. 5 时所有

θc , θa 组合对应的 J 0 d2
0 = F( V) 散布面。

Fig. 6 　J 0 d2
0 = F( V) of the neutral cases for various G in the

common2vertex2coaxial2circular2cones configuration

图 6 　共顶点同轴圆锥中性分界的 J 0 d2
0 = F( V)

Fig. 7 　J 0 d2
0 = F( V) of G = 0. 5 in the

common2vertex2coaxial2circular2cones configuration

图 7 　共顶点同轴圆锥 G = 0. 5 的 J 0 d2
0 = F( V)

Fig. 8 　Polarity factor of common2vertex2

coaxial2circular2cones configuration

图 8 　共顶点同轴圆锥的极性因子

　　如图 8 所示阳极极性因子χ= sin2θa/ [ g (θa - θc) ]2 ,

决定了共顶点同轴圆锥 J0 d2
0 = F ( V) 的基本特性。同一

个 G 由负极性向正极性变化时 ,阳极极性因子χ由最大

值经平板中性线 (χ= 1) 、圆锥中性线 (θc +θa =π) 变化到

最小值 ; G 越大越接近平板形关系 , G 越小与平板形差

异越大、相对于圆锥中性线的散布面越大。值得注意的

是 ,负极性 0 <θc +θa <π时的阳极极性因子χ并不是总

大于 1 ,因为在平板中性线与圆锥中性线之间χ< 1。

　　结合 (4) 式可以认为 ,负极性的 J 0 d2
0 随 G 趋于零而

趋于零、正极性的 J0 d2
0 随 G 趋于零而趋于无穷大 ;由于

负极性区存在χ< 1 的区域 ,因此共顶点同轴圆锥的负

极性效应比同轴圆筒差一些 ,但随着 G 的增大这种差异

可以忽略。大 G 值的构形在大电流装置经常采用 ,一般用平板形关系来处理不会带来大的误差。

4 　空间电荷密度与电场强度
　　一定的电压及间距条件下平板构形的空间电荷限制流分布是确定的 ,但对于同轴圆筒及共顶点同轴圆锥
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问题要复杂得多 ,除了电压和间距外还决定于几何因子和极性。在空间电荷限制流分布确定以后 ,空间电荷密

度分布及电场强度分布也是确定的。

　　为定量描述空间电荷密度分布及电场强度分布 ,不失一般性取三种构形具有相同的间距 d0 = 21. 5cm、阳

极电压 V0 = 4. 35MV、同轴圆筒及共顶点同轴圆锥几何因子均为 G = 0. 5。共顶点同轴圆锥取 G = 0. 5 的负极

性组合θc = 5°,θa = 35. 8°,及正极性组合θc = 144. 2°,θa = 175°, r = 40cm。计算三种构形的电荷密度分布见图

9 ,空间电荷密度在阴极附近非常大 ,表明空间电荷限制流条件下 ,电子电荷绝大部分集中于阴极附近 ;非平板

的两种构形在负极性时阳极电荷密度低于平板形的电荷密度 ,而正极性时正好相反。如图 10 所示 ,平板形的

电场强度从阴极的零值单调上升至阳极的最大值 ;而非平板的两种构形电场强度强烈地依赖于极性 :负极性时

场强在阴极附近很快上升到最大值、一直到阳极保持不变 (甚至略有降低) ;而正极性时阳极电场比负极性大 3

倍左右。

Fig. 9 　Space charge distribution for the three configurations

图 9 　三种构形的空间电荷密度分布

Fig. 10 　Electrical stress for the three configurations

图 10 　三种构形的电场强度分布

　　空间电荷密度分布及电场强度分布表明 ,负极性对空间电荷流及阳极表面场强有抑止作用 , 因此在实际

装置中负极性导体比正极性应用广泛得多。
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Solution to space2charge2limited flow in three relativistic configurations

SONG Sheng2yi1 , 　SUN Cheng2wei1 , 　FENG Xiao2hui2

(1. Institute of Fluid Pysics , CAEP , P. O. Box 9192108 , Mianyang 621900 , China

2. Information Center of Science and Technology , CAEP , Mianyang 621900 , China)

　　Abstract :　A generalized equation , which governs space charge current flow in three relativistic configurations , was derived from Poisson’

s equation with assumption of space2charge2limited flow. A method for solution to the equation was introduced and the characteristic of solution for

the three configurations was discussed as well. It was found that the expressions of space2charge2limited flow for both the common2vertex2coaxial2
circular2cones and coaxial cylindrical conductors have polarity effect , which results in different distribution of space charge and electrical stress

from that of planar case.

　　Key words : 　 Space2charge2limited flow ; 　Planar conductor ; 　Coaxial cylindrical conductor ; 　Common2vertex2coaxial2circular2cones

conductor ; 　Polarity effect
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