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摘　要　 详细讨论了全息干涉数据的物理意义, 并对用A bel 变换反演等离子体密度进行了数值

研究。采用了将等离子体折射率作有限的 Fourier2Bessel 展开, 在最小均方差的意义下求得展开系

数, 即进行A bel 变换反演。数值计算结果表明, 只要电子密度足够低 (约 0. 1 倍对应于探针光波长

的临界密度) , 即使成象系统的物平面与对称轴有所偏离, 所采用的方法仍有相当高的精度。
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ABSTRACT　 Ho lograph ic in terferom etric data are in terp reted in detail, and A bel inversion of

m easu rem en ts of op tical path length th rough refract ing cylindrical symm etric p lasm as is discussed

and num erically studied. By expanding refract ive index of p lasm a as truncated Fourier2Bessel series

and determ in ing the expanded coefficien ts in the least2m ean2square sense, A bel inversion is real2
ized. N um erical resu lts show that, if electron density of p lasm a is low , i. e. , abou t one2ten th of the

crit ical density of p robe ligh t, the p recision of the m ethod used in the paper is sat isfying, even if the

ob ject p lane of im age system deviates a lit t le from the symm etrical ax ial of p lasm as.

KEY WORD S　 ho lograph ic in terferom etry,A bel inversion

0 　引　 言

在惯性约束聚变研究中, 等离子体电子密度的分布及其演化对研究激光与等离子体相互

作用有着重要的意义。作为诊断激光产生等离子体的电子密度的一个有力方法, 双曝光全息干

涉有着自身的独特优点: 高空间分辨, 高时间分辨[ 1 ]。只要产生的等离子体是柱对称的, 则由干

涉条纹的分布, 能够得到光程差的分布, 再经A bel 变换就可以得到电子密度的分布。为了配合

将要在“星光Ê ”装置上进行的四分幅全息干涉实验, 我们对全息干涉以及A bel 变换作了较为

详细的讨论和数值研究。

1 　双曝光全息干涉数据的物理意义

在采用全息干涉仪进行等离子体电子密度诊断的实验中, 探针光两次通过被测量的物体:

一次还没有等离子体产生 (参考光束) , 一次等离子体已经形成 (物光束)。由于等离子体中存在

着横向密度梯度, 导致物光束通过等离子体时会发生折射, 从而与参考光束所走过的路径不

同。经过一个高分辨的成像系统, 这两支光波在成像系统的像平面发生干涉。采用胶片将之记

录下来, 从而得到干涉条纹的分布信息。其原理如图 1 所示。

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



F ig. 1　Tw o op tical rays that in terfere in the im age

of the symm etrical p lane of p lasm a.

图 1　在等离子体对称面的像面上

发生干涉的两条光线

F ig. 2　Ray segm ents contribu tion to the apparen t

op tical path length change m easured in terferom etrically.

图 2　干涉度量中,

对光程差有贡献的光线部分

　　下面我们将可以看到, 对于同一电子密度分布, 干涉条纹的分布是依赖于成象系统物平面

的位置的。为简单起见, 我们首先考察物平面处于等离子体对称轴上的情况。见图 2, 假定等离

子体仅存在于 r≤r0 的区域里, 且在边界处等离子体的折射率与环境 (真空)的折射率一样。将

出射的物光光线反向延长, 与物平面交于点O。由于成象系统的作用, 物光线仿佛就是从O 点

发出的。在象平面上, 它与经过O 点的参考光束发生干涉。图中OC = O F , F 点以后的参考光束

和 C 点以后的物光束虽然在空间所走过的路径不同, 但经过成象系统之后, 它们到达象平面

同一点时的光程是相同的。因此, 物光束与参考光束的光程差为

5 (x ) =∫
B

A

n (s) ds + (B C - D E - E F )

= 2∫
r0

r (p )

n2 (r) rd r

r2n2 (r) - p 2
- { (r2

0 - p 2) 1ö2 - x co s (Η(p ) + i0) ö( p
r0

) } (1)

这里 p 为物光光线的投射距离; n ( r) 为等离子体的折射率分布函数; Η(p ) 为物光光线入射点

与出射点之间的夹角; x 为入射光线的表观入射距离, 即O 点与对称轴的距离; r (p ) 是瞄准距

离为 p 时物光束的最小矢径。其中, Η(p )和 x 的表达式分别为

Η(p ) = 2∫
r0

r (p )　

p d r

r r2n2 (r) - p 2
(2)

x = -
p

co s (Η(p ) + 2i0)
(3)

　　当成象系统的物平面不在对称轴上时, 由图 2 所示的几何关系, 容易推得这时物光束与参

考光束的光程差为

5 (X ) = 5 (x ) - ∆x (1 +
1

co s (Η(p ) + 2i0)
) (4)

其中 X = x - ∆x tan (Η(p ) + 2i0) (5)

这里 ∆x 是物平面与对称轴的距离。从方程 (4) 就可以清楚地看到, 光程差的确与成象系统的

物平面的位置有关。

2　计算和讨论
　　实验上得到干涉条纹的分布之后也就可以得到光程差的分布。如果直接从方程 (1)出发,
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我们很难从 5 (x )得到等离子体折射率的分布。V est 经过数值研究发现[ 2 ] , 当成象系统的物平

面在对称轴上时, 即使在等离子体的折射相当显著的时候, 光程差 5 (x ) 可以足够精确地用无

折射效应的光程差公式近似表示

5 (x )≈ 5 s (x ) = 2∫
r0

x

(n (r) - 1) rd r

r2 - x 2
(6)

从方程 (6)出发, 当光程差分布已知, 由著名的A bel 变换就可得到等离子体折射率的分布

n (r) = 1 -
1
Π∫

r0

r

(d5 södx ) dx

x 2 - r2
≈ 1 -

1
Π∫

r0

r

(d5 ödx ) dx

x 2 - r2
(7)

由于实验数据存在着涨落, 如果直接利用方程 (7)进行反演, 首先必须将实验点{5 (x i) }进行最

小二乘拟合。假设得到的拟合函数为 g (x ) , 将 g (x )代入 (7)式, 就可以得到折射率 n (r)。需要

指出的是 dg (x ) ödx 未必是 d5 ödx 的最小二乘拟合函数。因此, 利用公式 (7)进行反演时, 会引

入较大误差。为避免这个问题, 我们采用下面的方法。首先, 将折射率用正交函数系{f n (x ) }作

有限展开

n (r) - 1 = ∑
N

i= 1
a if i (x ) (8)

将此式代入方程 (6) , 在最小均方差的意义下, 可以得到关于系数{a i}的线性方程组

∑
N

i= 1
∑

M

n= 1
F i (x n) F j (x n) = ∑

M

n= 1
5 (x n) F j (x n) (9)

其中 F i (x ) = 2∫
r0

x

f i (r) rd r

r2 - x 2
(10)

{x n}为空间取样点。为保证方程组 (9)有唯一解, 要求取样点数M 大于展开的项数N 。从方程

(9) 可以看到, 在进行反演时, 直接利用的数据点是实验点{5 (x i) }, 从而避免了前面所述的问

题。

　　考虑到激光产生等离子体这一特殊情况, 将正交函数系{f i (x ) }选取为零阶Bessel 函数

{J 0 (Λix ) } (这里 Λi ( i= 1, 2, ⋯,N )是Bessel 函数 J 0 (ΛR )的前N 个根。数值计算中, R 取得比

r0 稍微大一些)是比较方便的[ 3 ]。因为在实际的实验中, 零阶Bessel 函数系的第一项就常常与

等离子体的折射率比较接近, 所以展开时, 只要取为数不多的头几项就可以得到比较满意的结

果。但此时积分表达式 (10)为

2∫
r0

x

J 0 (Λi r) rd r

r2 - x 2

不能用初等函数表示, 只能采用数值积分。在得到折射率之后, 由等离子体折射率与电子密度

的关系式

n = (1 -
N e

N c
) 1ö2 (11)

就可以得到电子密度N e, 这里,N c 为对应于探针光波长 Κp r的临界密度

N cöcm - 3 = 1. 113 × 1021 (Κp röΛm ) - 2 (12)

　　方程 (8)～ (12)是本文对A bel 反演进行数值计算的理论基础。我们对等离子体电子密度

分布为高斯型的情形, 即电子密度分布为如下形式
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N e (r) ö1. 113 × 1021cm - 3 = exp [ - 4 (rör0) 2 ]

的情况作了比较详细的数值研究, 着重研究了采用不同波长的探针光以及成象系统的物面位

置对反演结果的影响。首先考虑物平面在对称轴上的情况。在 (0, 1)区间内等间距地取 99 个

p 值对方程 (1)～ (3)进行计算, 得到一组空间取样点{x i}和取样点处的光程差{5 (x i) }。在对

方程 (1) 和 (2) 中的积分进行计算时, 为了提高计算精度, 先做变量代换 t= r- r (p ) , 然后用

高斯积分法得到积分值。有了这些模拟数据之后, 采用前面所述的方法进行反演。我们对取零

阶Bessel 函数的前二项, 前四项和前六项这三种情况分别进行了计算。当 Κp r= 0. 33Λm 时, 方

差 (∑
N

i= 1
(5 (x i) - 5A bel

i ) öN ) 1ö2分别为 1. 3×10- 3, 3. 7×10- 5, 和 2. 6×10- 6, 这里 5A bel
i 是光程差

的拟合值。由此可见, 只要取六项Bessel 函数, 就能很好地拟合光程差的分布。取六项Bessel

函数反演得到的密度分布如图 3 所示。从图中可以看到, 当 Κp r= 0. 33Λm 时, 反演的结果很接

近于原值, 与原值的最大误差仅为m axûN e- N
A bel
e û= 2. 7×10- 2; 即使当 Κp r= 0. 50Λm , 反演的

结果仍相当不错 (m axûN e- N
A bel
e û= 5. 9×10- 2)。这样的结果一方面说明了反演程序的可靠,

另一方面也间接地再次证明了V est 的结论。

　　实验中, 成象系统的物平面不可能准确地处于对称轴上, 会或多或少地偏离对称轴。为了

研究其影响, 我们对此情况也进行了数值模拟。这时我们利用方程 (4) 和 (5) 产生模拟数据

{X i}和{5 (X i) }。模拟的条件是等离子体密度的最大值为 1. 113×1021cm - 3, 探针光波长为 Κp r

= 0133Λm , 物平面离对称轴的距离 ∆x 分别为 0105r0, 0. 10r0, 0. 20r0。我们假定这时方程 (6)仍

然近似成立, 这一假定的合理性由最终得到的结果的合理性来体现。采用前述方法, 所得结果

如图 4 所示。从图 4 可以看到, 尽管成象系统的物平面不在对称轴上, 反演的结果仍然令人满

意。而且从图中可以看到, 物平面在对称轴之前某一特定距离时的效果更好。这说明, 在我们

的模拟条件下, 对成象系统的物平面和对称轴的偏离的要求是相当宽的; 在实验安排中, 使成

象系统的物平面从对称轴的前方接近对称轴来调节光学成象系统, 会有助于降低因物平面不

在对称轴上而带来的误差。这一点对实际的实验有很重要的现实意义, 因为这样大大降低了成

象系统调整的精度要求, 降低了实验的难度。

　　由图 3 和图 4 所示结果使我们有理由认为, 在实际的实验当中, 为了确保反演精度, 所探

测的等离子体密度不要超过对应于探针光的临界密度的 1ö10。实验所采用的探针光的波长约

为 Κp r= 0. 3Λm , 这样其 0. 1 倍的临界密度约为 1×1021cm - 3, 此即为能保证探测精度的电子密

度的大致上限。

3　结　论
　　本文对双曝光全息干涉数据的物理意义以及A bel 变换做了较为详细的讨论和数值研究。

研究发现, 成象系统的物平面处于对称轴上时, 采用将等离子体折射率做有限Bessel2Fou rier

展开的方法能得到令人满意的反演结果。物平面偏离对称轴的情况也进行了研究。研究结果

表明, 只要等离子体电子密度远小于对应于探针光波长的临界密度 (前者约为后者的十分之

一) , 就既能保证反演精度, 又能大大降低对成象系统调整精度的要求。
致射　作者感谢在工作中与江少恩同志的有益讨论。
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F ig. 3　 Influence of the p robe beam w avelength

on A bel inversion,w here the so lid cu rve stands

fo r the true electron density p rofile u sed to

p roduce the op tical path length data w ith

w h ich A bel inversion is realized.

图 3　探针光的波长对A bel 反演的影响.

图中, 实线代表真实电子密度分布

F ig. 4　 Influence of the deviat ion of the ob ject

p lane of im age system from the symm etric ax ial

of p lasm a on A bel inversion,w here the so lid

cu rve stands fo r the true electron density p rofile,

and the cu rve w ith ∆x = 0. 20r0 is nearly

covered by the so lid cu rve.

图 4　成像系统的物平面偏离等离子体对称轴时对

A bel 反演的影响。实线代表真实电子密度分布,

而 ∆x = 0. 20r0 时的反演曲线几乎与实线重合。
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　　Ho lograph ic in terferom etric data are physically in terp reted in detail, and A bel inversion of m easu rem en ts

of op tical path length th rough refract ing, cylindrical symm etric p lasm as is discussed. By expanding refract ive

index of p lasm as as truncated Fourier2Bessel series and determ in ing the expanded coefficien ts in the least2
m ean2square sense,A bel inversion is realized. Since the first Bessel funct ion of the series is often clo se to the

refract ive index of laser2p roduced p lasm as, it is num erically p roved that on ly several Bessel funct ions are

needed in calcu lat ion. N um erical resu lts also show that, if electron density of p lasm a is rather low , i. e. , abou t

one2ten th of the crit ical density of p robe ligh t, the p recision of the m ethod used in the paper is sat isfying, and

the restrict ion of the deviat ion of ob ject p lane of im age system from the symm etrical ax ial of p lasm as is re2
laxed,w h ich w ill degrade the difficu lt ies of experim en ts.
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