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　　摘　要　导出了热力联合作用下弹性薄圆板的弯曲动力响应控制方程,讨论了其弯曲变

形特点及影响失效的因素。分析表明在短时热能沉积作用下,热屈曲是弹性薄板失效的主要方

式之一;反鼓包或反冲塞是热屈曲的后继行为;增加外载和热能沉积功率水平都将加速热屈曲

的发生;材料的温度相关性与热能沉积的时空分布对薄板的力学行为都有重要影响,同为产生

和影响热剪切失效 (反冲塞)的重要因素。

　　关键词　热力联合作用　薄圆板　热屈曲　材料温度相关性　激光

　　中图分类号　TO 348. 11

　　预载结构在激光或热脉冲载荷作用下的效应研究最近引起较多的注意,热力联合作用薄

圆板是其中较典型的问题之一[ 1, 2 ]。由于功率水平、激光分布和辐照时间的不同,结构在激光作

用下的失效方式是多样的。功率小于104W öcm 2的激光辐照,因热应力破坏、热软化、热熔融等

导致结构失效或破坏[ 3 ]; 对于105～ 106W öcm 2的特殊时空分布激光作用, 发现了“反冲塞”现

象[ 4 ] ,在几何线性和材料温度无关时作弹性热弯曲分析; 激光作用还引起结构的材料性能变

化,丰树平等进行了材料的热软化实验。

　　激光或热脉冲作用薄圆板,除热弯曲外,还因热胀对膜应变能的显著贡献而可能导致热屈

曲,材料性能改变也将显著地影响应变能分配。热力联合作用下的新力学现象正是热弯曲应变

能及膜应变能的共同变化造成的;分析时应同时考虑热弯曲应变能和膜应变能,以及板的几何

非线性和材料的温度相关性。

　　薄圆板弹性弯曲控制方程因相互耦合而呈非线性, Berger忽略膜应变第二不变量而使之

解耦[ 5 ]。针对功能梯度材料 (FGM ) ,用该方法讨论刚度随径向变化的非均匀加热圆板的弹性

大挠度问题[ 1 ] ,并用 Galerk in 方法求解; 并据此讨论低功率均匀分布连续激光和均匀分布横

向力联合作用圆板的准静态问题[ 2 ]。本文利用Berger近似和幂级数法分析材料温度相关的弹

性薄圆板在热力联合作用下的非线性弯曲、屈曲及失效。

1　控制方程
　　讨论半径 b、厚度 h 的弹性薄圆板 (hν b)在轴对称任意横向分布外载 q (r, t)和短时热能沉

积 qT (r, z , t) (有效半径 a≤b)作用下的非线性弯曲动力响应 (图1) ,其位移应变和应力应变关

系分别是
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F ig. 1　A n ax isym etric th in circu lar p late

under com bined therm al2fo rce loading

图1　热 (激光)力轴对称联合加载薄圆板

　　在热载作用时间内,材料参数沿径向随温度变化

呈强烈的梯度性, E、Λ、Α是板厚平均温升 T
δ的函数, T

δ

(r, t) = (1öh ) ( ∫
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qT ( r, z , t) dz )。膜应变的第一与第二

不变量 e1和 e2分别为
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定义弯曲刚度D = E h
3ö[ 12 (1- Λ2) ], 热弯矩M T =

Α%m T , 热剪力 Q T = - ¨ 2 [M T ö( 1 - Λ) ], m T =
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Berger近似[ 6 ] ,在板变形总势能中忽略膜 e2,根据虚功

原理,则动力方程为
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对于边界径向位移约束 (u (b) = 0)的轴对称薄圆板,可导出
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由式 (3)、(5)相等,积分可得自动满足边界条件和轴对称条件的径向位移
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　　对于边界径向约束 (u (b) = 0)的热力联合作用的轴对称薄圆板,导得解耦的弹性非线性弯

曲动力响应方程 (4～ 6)式,分别考虑固支或简支边界,即可求解。

2　准静态分析和屈曲讨论
　　热力联合作用下,若计及材料温度相关性、几何非线性及温度场时空变化,可通过数值积

分求解其动力响应。这里暂不计惯性项,按时间步作出准静态分析,定性讨论热力联合作用下

薄板的变形特点。

　　时空相关的轴对称温度场可用分离变量法沿径向 r幂级数展开,薄板材料参数随平均温

升 Tδ变化可用幂级数展开,进而也可表示为 r的幂级数; 同样任意变化的横向外载和挠曲线

也用幂级数表示
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　　温度场及材料参数通常截取有限项,若挠度幂级数比材料参数级数项高两阶,则可给出足

够精确的挠曲线级数表达式。将式 (7)代入式 (4) ,由固支边界条件及轴对称条件易得挠度级数
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的系数完全求解方程组

∑
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因 f 包含 (5w ö5r) 2的定积分,方程组内有C i ( t)C j ( t)C k ( t)三次项,式 (8)是非线性的。沿时间路

径迭代求解:以外载作用初时薄板挠度作为初条件,由前一时刻位移可得 t时刻的 f 初值 f
(0) ,

求解式 (8)可得 t 时刻位移迭代初始值w ( r, t)
(0) = ∑

N

l= 0
C l ( t)

(0) ( röb) l, 再求 t 时刻的 f 迭代值

f
(1) , 循环求解,最后可得任意时刻 t的准静态挠度解w ( r, t)

( i) = ∑
N

l= 0
C l ( t)

( i) (röb) l。较小功率短

时热能沉积,可较快地得到收敛解;但当功率较大时,板内升温迅速,热胀可能相当严重而出现

热屈曲,这时得不到收敛解,对此讨论如下:

　　式 (8)可视为AϖõX{ = Bϖ的 (N + 1)阶弱线化方程组。在某一时刻 t, ∃ t→0,若 ∃X{ →0,则迭

代唯一收敛;若 ∃X{ →0,亦即ûAϖû→0,迭代出现多值收敛解或发散,物理上表现为热屈曲,故利

用ûAϖû→0作为热屈曲发生的判据。由式 (8)可知,热屈曲与材料温度相关性、表现变形非线性

和热膨胀的 f 等密切相关,而 f 须由式 (5)求得,仅在不计几何非线性时由温度场直接决定,

故热屈曲同时也与横向外载及热弯矩剪切项等密切相关。

　　当不考虑材料温度相关时,可给出一个特例分析。这时ûAϖû→0可化简为

M f M - 1 + ∑
M - 1

m = 1

(M - m ) M .
(M - m - 1) .

2 4D 0

b2

m

f M - m - 1 = 0,

M ≥ 2,M = in t (N ö2) (9)

由此可知,板屈曲必须要求 f < 0;而式 (5)则表明,虽然式 (9)有多个解,而热能沉积从无到有,

仅û f û的最小值才有实际意义。进一步忽略几何非线性,式 (5)、(9)分别变为
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这时 f p 仅表示薄板的热胀,薄板选定时,温度场的径向分布将决定 f p; 有可能存在这样的温

度场,令 f p 积分在局部才有实际意义,这时局部发生热屈曲,而与薄板径向大小及边界无关。

　　在不计材料温度相关和几何非线性时,热屈曲判据将仅由激光功率水平、温度场的径向分

布及板材热胀系数 Α和泊松比 Λ决定,初始扰动将决定屈曲后的运动方向。

3　数值计算
　　算例选用与文献[4 ]相近的激光分布,但在阶跃处变化较缓和,见图2。höa= 0. 04, böa= 1.

4。计算无量纲化与文献[4 ]一致。为简化计算,横向力为均匀分布外载;仅设材料的杨氏模量 E

随平均温升线性变化 E = E 0 (1- sT
δ) :若 s= 0,材料与温度无关; 若 s> 0,材料软化; 若 s< 0,材

料硬化。

　　均布外载单独作用薄板时,计算结果与理论解一致: 相同外载作用下非线性解小于线性

解,仅当变形挠度ûw û≤0. 5h 时,两者吻合,线性变形为w =
q0b4

64D 0
1-

r2

b2

2

。
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F ig. 2　D istribu tion of laser along radial direct ion

of the th in p late at a special t im e

图2　某时刻的激光分布

　　短时热能沉积导致薄板弯曲变形,如图3、4

(图中 qT、p e 分别代表热能沉积和均布外载, Χ
= 1表示计及热胀和几何非线性, Χ= 0表示不考

虑热胀和几何非线性,下同)。若不计热膨胀和

材料温度相关,线性解给出与文献[4 ]相似的结

果; 与力载作用不同的是,若计及热膨胀,几何

非线性变形较线性解随温度变化升高更快,很

快出现多值解或发散而发生热屈曲。热屈曲时

临界挠度不大, w öh≤0. 75。辐照初期升温有

限,材料温度相关性对挠度影响甚微;随温度升

高,材料温度相关将引起板变形大大增加,尤以

热软化为甚。增加激光辐照功率和材料温度相

关都将加速热屈曲发生。

F ig. 3　V ariat ion of deflect ion of p late cen ter

vs t im e under therm al energy depo sit

图3　热能沉积时板心挠度随时间的变化

F ig. 4　V ariat ion of deflect ion of p late cen ter vs t im e

befo re buck ling under therm al energy depo sit

图4　热能沉积薄板热屈曲前板心挠度随时间的变化

　　当热力联合作用时,如图5、6,增加作用外载与增大辐照功率或考虑材料温度相关一样,都

将加速热屈曲发生;对于预载结构,可用较少能量沉积,导致结构失效破坏。

　　须指出的是,温度沿板的径向分布对热剪力Q T 起决定性作用。若不计温度相关,虽然Q T

最大值仍分布在温度陡变处,但因该处温度变化较缓和而小于文献[ 4 ]对应值。若温度径向分

布阶跃处Q T 大于断裂极限,则反冲塞发生。这种情形要求该处温度径向分布梯度非常大,近

似完全平台温度分布[ 4 ]; 若温度径向分布无明显突变, Q T 将小于断裂极限,反冲塞不发生。但

若考虑材料温度相关性,薄板加速屈曲同时也引起Q T 迅速增大,较短时间内即可升至断裂极

限值 (事实上断裂极限也因材料软化而降低)。对于高斯型激光作用,板屈曲时Q T 小于断裂极

限,故不发生反冲塞,但因大于弹性极限而进入塑性,最后有反鼓包产生; 若平台型激光作用,

屈曲时Q T 将大于断裂极限,反冲塞将发生。考虑材料的温度相关性,令反冲塞现象的分析更

合理。

　　可以认为,温度沿板的径向梯度分布及材料温度相关性对最大横向热作用力起决定作用;

薄板的反鼓包或反冲塞是薄板热屈曲的后继行为; 热屈曲时最大横向热作用力达到断裂极限
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F ig. 5　V ariat ion of deflect ion of p late cen ter vs

t im e under com bined therm al2fo rce loading

图5　热力联合作用薄板,板心挠度随时间的变化

F ig. 6　V ariat ion of deflect ion of p late cen ter vs t im e

befo re buck ling under com bined therm al 2fo rce loading

图6　热力联合作用薄板,热屈曲前板心挠度随时间的变化

是反冲塞形成的必要条件。

4　讨论
　　热能沉积将通过热弯曲、热膨胀、材料温度相关变化等与横向外载共同作用引起板的力学

行为发生;若不计热能沉积,式 (4)则成为横向外载单独作用薄板的动力方程。因边界约束或相

对于无限大板的局部热能沉积,热膨胀将引起热屈曲; 较大功率脉冲热载作用时,质量惯性效

应是不能忽略的[ 4 ] , 须考察其动力行为; 小于103W öcm 2的连续激光加热薄板需1. 0s 以上时

间[ 2 ] ,惯性效应不明显,板厚方向温度已均匀,失效以热屈曲和材料温度相关变化 (如热软化)

为主,初始扰动 (预载或初始温度效应)将决定板屈曲后的鼓包方向。

　　控制方程中热弯矩项类似于作用一横向热作用力。热弯曲原因在于温度沿板厚的梯度分

布,但决定横向热作用力分布的是薄板中温度沿径向的梯度; 不同时空分布的短时热能沉积,

将形成不同分布的横向热作用力。“反冲塞”现象[ 4 ]正是阶跃处横向热作用力的突变造成的。

　　材料温度相关性如热软化,不仅直接引起弹性模量、屈服应力、断裂强度等材料系数的改

变,因破坏阈值降低而导致材料及结构破坏或失效; 同时还通过材料参数沿板径向的梯度变

化,间接改变热弯曲和热膨胀项,而令结构受力状态显著改变。热剪力由此变得复杂,即

Q T = - ¨ 2 M T

1 - Λ = -
ΑE

1 - Λ ¨ 2m T - m T ¨ 2 ΑE
1 - Λ - 2

5
5r

ΑE
1 - Λ

5m T

5r
(12)

　　短时热能沉积引起热弯曲、热胀和材料性能改变,即在增加弯曲应变能同时,还引起板内

拉伸应变能的改变。当拉伸应变能的释放小于板的弯曲应变能时,板变形是稳定的; 较高功率

热能沉积下,热膨胀将强于热弯曲,拉伸应变能的释放是强烈而迅速的,一旦这种释放达到或

超过板的弯曲应变能,则发生热失稳,即热屈曲。对于热力联合作用薄板,外载在热能沉积过程

中因变形而继续作功,同时贡献于弯曲应变能和拉伸应变能,引起两者比例的改变。材料温度

相关性对此也有显著影响。不同热力外载导致板内应变能分配的不定性,产生不同的失效机

制。利用应变能的成分分析可预报出具体的失效模式。

5　结论
　　首先,导出材料温度相关的弹性薄圆板在热力联合作用下非线性弯曲动力响应方程,给出

相应的准静态分析,并进行热屈曲讨论。其二,在短时热能沉积作用下,热屈曲与热软化一样,
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也是弹性薄板的主要失效方式之一;反鼓包或反冲塞是热屈曲的后继行为;增加作用外载与辐

照功率都将加速热屈曲发生。其三,材料温度相关性与热能沉积时空分布对薄板的力学行为都

有重要影响,同为产生和影响热剪切失效的重要因素; 热屈曲时热剪切力达到断裂极限是“反

冲塞”发生的必要条件。最后,利用应变能的成分分析可对热力联合作用薄板的失效判据进行

细致分析。不同的力载与热载耦合作用,造成应变能分配的变化,从而导致不同的失效机制。
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NON-L INEAR BEND ING, BUCKL ING AND FA IL URE

OF ELAST IC TH IN C IRCULAR PLATES

UND ER COM B INED THERM AL AND FORCE LOAD ING

Chen X iaow ei1, 2,　Chen Yuze2,　Yu Tongx i1, and Y in Y ihu i2

1. D ep t. of M echan ica l E ng ineering , H KU S T , H ong K ong

2. Institu te of S tructu ra l M echan ics, CA E P , Cheng d u , 610003, Ch ina

　　ABSTRACT　T he govern ing equations of non2linear dynam ic response of an ax isymm etric elast ic th in

circu lar p late sub jected to an arb itrarily transverse fo rce and a therm al energy depo sit are fo rm u lated. D efo r2
m ation featu res of th in circu lar p lates and the facto rs that affect fa ilu re are discussed by a quasi2sta t ic analy2
sis. It is show n that therm al buck ling is one of the m ajo r failu re modes of th in circu lar p lates in the case of

sho rt2durat ion therm al energy depo sit. T herm al buck ling alw ays occu rs befo re reverse bu lging o r reverse

p lugging. Sim ilar to the increase of the transverse load, the increase of the pow er level of therm al energy de2
po sit w ill accelerate the therm al buck ling. T he temperatu re2dependence of m ateria l p ropert ies and the t im e2

space distribu t ion of therm al energy depo sit bo th sign ifican tly influence the m echan ical response and failu re of

the th in circu lar p lates.

　　KEY WORD S　com bined therm al2fo rce loading, th in circu lar p late, thermo l buck ling, temperatu re2de2
penden t m ateria l p ropert ies, laser
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