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束流输运理论的新表述 (Ê )
——线性力的检验

施义晋
(中国原子能科学研究院,北京 275信箱 18分箱　102413)

摘　要　用数值方法在恒定和周期线性力情况下对纯粹和混合系综检验了我们在文献[1 ]中所

提出的输运理论框架的可靠性和优越性。结果表明,该理论的数值计算和常用的粒子跟踪模拟完全

一致,但计算时间少,误差涨落小。
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ABSTRACT　 In th is paper, the theo ret ical fram e fo r beam transpo rt p rovided in reference [1 ]

w as checked by num erical calcu lat ion in the cases of pu re and m ix ing assem blages w ith constan t and

periodical linear fo rce. It show s that the resu lts of num erical m ethod are comp letely agree w ith the

part icle tracing sim u lat ion used commonly, bu t the fo rm er is mo re t im esaving w ith less erro r fluctu2
at ion.

KEY WORD S　 beam transpo rt

0　 引 　言

在上一篇文章[1 ]中,我们通过引进量子力学相空间表象,将粒子束密度分布函数看作为

相空间表象中的态矢量平方和 (文章[ 1 ] (20a) , (20b) ) ,从而提出了求解V lasov 方程的新途

径。一般来讲,求解V lasov方程是通过粒子跟踪模拟计算实现的。这种方法有许多优点,但是

至少有两个缺点:一是必须有足够多的粒子样本,否则涨落噪声将掩盖真实的物理信息,因此,

意味着该方法是一个耗时的方法; 其次,该方法通过求解常微分方程来跟踪抽样粒子的轨迹,

因此,它本质上是一种单体理论,即不直接包含粒子间的两体相互作用,而用一种平均场近似

来部分地计及两体相互作用 (例如,用泊松方程的耦合来计及粒子间的静电库仑力)。此外,近

年来由于对非线性力下的束流输运的关心,粒子跟踪模拟计算中的粒子轨迹方程的稳定性和

可积性将决定计算结果的可靠性 (有时,计算方法本身并不能解决不稳定性问题,例如,常用的

四阶R unge2Ku tta 方法,而不可积性则不能通过改进任何计算方法来解决)。因此,我们需要

寻求新的方法,特别在非线性力情况下尤为必要。

我们提出的相空间表象理论[ 1 ]不同于粒子跟踪模拟, 它是通过数值方法求解相应的

“Sch roOβ dinger”方程来获得粒子密度分布函数的。由于 Sch roOβ dinger方程是一个线性方程,

只要势函数不包含波函数,它的可积性是肯定的。因此不管输运系统中非线性力存在与否,合

适的数值方法一定能得到有意义的结果。此外,由于 Sch ro Oβdinger方程的维数只是V lasov方

程的一半,因此对脉冲束之类的非稳态系统的六维相空间分布函数提供了在小型机上也能运

行的数值计算方法。
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　　在下一篇文章中我们将指出,由于相空间表象密度分布函数在非线性力情况下并不是

V lasov方程的严格解 ( [ 1 ] (31)式) ,存在高阶导数项。而这些高阶项可以看作为关联,也就是

说,单体的非线性力可以部分地等效于两体相互作用。如果我们找到了这个等价关系,我们就

找到了一种新的处理两体相互作用的方法。

　　由于篇幅的限制,在文章[1 ]中只给出了证明的要点,因此在阅读时造成了一定的困难,妨

碍了理解。为了使人们对我们的方法有更深的印象,我们在本文中对线性力用本方法作了计

算,与粒子模拟作了比较,作为文章[1 ]的进一步注解。

　　为了使计算结果有更大的普遍性,在第 1部分,我们首先将本理论的表式无量纲化,第 2

部分给出了计算结果。

1　无量纲方程
　　在文[ 1 ]中,我们以 Ρ0 为量子化常数,按正则量子化法则将动量和动能对应成相应的算

符,建立了 Sch ro
　　　¨

dinger方程

iΡ0
57 (x , t)

5t
= -

Ρ2
0

2m
52

5x 2 + V (x , t) 7 (x , t) (1)

其中 Ρ0 为一理论参数,它的量纲为 P lanck 常数 hö2Π的量纲,即[M L 2T - 1 ],因而 2Ρ0ö(m Βc)的

量纲与束流发射度 Ε量纲一致,我们取 Ε为横向与纵向位移 x , l的单位,这样 x , l成为无量纲

量。如果同时以m c
2 (m 为粒子质量, c为光速)为能量单位,则势能V 也成为无量纲量。因此

(1)式可改写为

i
1
2

57 (x , l)
5l

= -
(1ö2) 2

2
52

5x 2 + V (x , l) 7 (x , l) (2)

当V (x , l) = V 2 ( l) x
2ö2时,相应于文[1 ]的 (14)式,我们有形式解:

5 n (x , l) =〈x ûn〉l =
2

2nn! Π

1ö2 H n
x

w ( l)

w ( l)
Ν( l) n+ 2exp -

1 + iΑ0 ( l)
Β0 ( l)

x 2 - iΗ0 ,

n = 0, 1, 2,⋯ (3)

其中 Ν( l) = exp -
i
4∫

l

0

d Σ
Β0 (Σ) ,w ( l) = b0 ( l) , H n (y )为 n 阶H erm it多项式, Η0 为常相位, (3)

式中所包含的 Tw iss参数 Α0 ( l) , Β0 ( l)和 Χ0 ( l)满足下列微分方程组:

dΒ0 ( l)
d l

= - 2Α0 ( l)

dΑ0 ( l)
d l

= V 2 ( l) Β0 ( l) - Χ0 ( l)

dΧ0 ( l)
d l

= 2V 2 ( l) Α0 ( l)

(4)

和 Β0 ( l) Χ0 ( l) = Α2
0 ( l) + 1

　　所谓相空间表象实质上也是以某种相干态为基的表象。不同于通常的Glauber相干态[ 2 ] ,

我们定义复变量:

z ( l) =
1

Β0 ( l)
[q + i(Β0 ( l) p + Α0 ( l) q) ] (5)
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为相干态的基底空间矢量。q, p 为二个实变量,分别对应横向坐标和相应动量 p≡dqöd l, (在相

对论情况下, p≡ΒΧdqöd l, Β、Χ分别为相对速度与相对论因子)。在这样的定义下, Sch ro
　　　¨

dinger

方程 (2)的一般解 7 (x , l)可以通过下列Bargm ann 变换变换为相空间表象波函数 7 (p , q; l)

7 (p , q; l) =∫dx 5 3
p q (x , l) 7 (x , l) (6)

其中变换核函数

5 3
p q (x , l) =

2

Π Πw ( l)

1ö2

Ν3 ( l) 2 õ

exp -
1

Β0 ( l)
[ (q - x ) 2 - i(Β0 ( l) p + Α0 ( l) q) (q - 2x ) - iΑ0 ( l) x 2 ] + iΗ0

　　由此,我们定义束流横向相空间密度分布函数 Θs (p , q; l)为

Θs (p , q; l) ≡ û7 (p , q; l) û 2　　　　对纯态系综 (7a)

Θs (p , q; l) ≡∑
m = 0

am û7 m (p , q; l) û 2　　　　对混合系综 (7b)

　　我们在文[1 ]中已经证明,当势函数V (x , l) = V 2 ( l) x
2ö2时, (7)式给出的 Θs (p , q; l)的演

化严格地遵从势函数为V (x , l) = V 2 ( l) q
2ö2时的V lasov方程,因此它是完全严格的束流粒子

相空间分布密度函数,文[1 ]的证明是完全严格的数学证明,为了给予人们一个更深的印象,下

一节我们给予数值计算来检验这一证明。

2　数值检验
　　方程 (2)是自由边界的时间 ( l)演化方程,我们在研究自由电子激光理论时已发展了一种

被称之为直接求逆法的数值方法[ 3 ]来求解这类方程。因此,只要补充Bargm ann 变换积分 (6)

和相应的 Tw iss参数 Α0 ( l) , Β0 ( l) , Χ0 ( l)的常微分方程 (4)求解程序就可实现密度分布函数 Θs

(p , q; l)的计算。

　　作为对比,我们在同样的初始条件 Θs (p , q; 0)下也作了粒子跟踪模拟计算。粒子样本数为

十万。我们计算了下面四种情况:

　　i)恒定线性力

V (x , l) =
1
2

V 20x
2 (8)

　　取V 20=
1+ ∃
1- ∃

1
Β2

0 (0) , ∃= 0. 4, Β0 (0) = 10. 0, ∃ 的含义为束半径振荡幅度与其平均值之

比。计算的输运距离L = lm ax=
Π

2 V 20

,这个长度的选取是按腰2腰传输的要求定的,初始密度

分布取为:

Θs (p , q; 0) = û5 0 (p , q; 0) û 2 =
1
Πexp (Β0 (0) p 2 + 2Α0 (0) p q + Χ0 (0) q2) (9)

式中 Α0 (0) = 0。图 1给出两种计算的结果,列出了纵向位置 l= 0. 5L , 1. 0L 两处的粒子密度分

布等高图,上排为粒子跟踪模拟,下排为数值计算,等高线上所标的数值为相对于分布函数的

极大值的比值。从图上可以看到,除了模拟方法粒子数涨落所引起的非物理不光滑外,两者是

完全一致的。
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F ig. 1　T he evo lu t ion of the phase density distribu t ion (con tou r m ap )w ith constan t linear fo rce.

T he param eters used here are show n in the tex t.

T he upper row is fo r the part icle sim u lat ion and low ers fo r“Sch rodinger”equation num erical calcu lat ion

图 1　常数线性力体系相空间密度分布函数 (等高线)演化图。参数见正文。

上排为粒子模拟计算,下排为“Sch rodinger”方程数值计算结果。

　　大家都知道对恒定线性力体系,输运方程存在解析解。束半径演化规律为:

w 2 ( l) =
w 2 (0)

2
1 -

1
V 20w

4 (0) co s (2 V 20 l) + 1 +
1

V 20w
4 (0)

(10)

而等高线方程为:

Β0 ( l) p 2 + 2Α0 ( l) p q + Χ0 ( l) q2 = con (11)

其中 con 为一常数。这是一个椭圆方程。可以证明在恒定线性力情况下,这个椭圆不仅保持面

积不变,而且保持形状也不变。椭圆轴以恒定角速率 V 20绕相平面原点旋转。图 1结果完全再

现了这些结论。

　　ii)周期线性力

V (x , l) =
1
2

V 2 ( l) x 2,其中V 2 ( l) = V 21 sin (k l) (12)

计算中取V 21= V 20, k =
2Π
L

,L = lm ax=
Π

2 V 21

。初始分布与上一样,结果见图 2。两种方法结果完

全一样。

　　iii)力与 ii)一样,但初始分布为一较复杂的纯态,为三个基的线性叠加:

Θs (p , q; 0) = û7 (p , q; 0) û 2 = û∑
2

n= 0
cn5 n (p , q; 0) û 2 (13)

其中 5 n (p , q; l) =∫dx 5 3
p q (x , l) 5 n (x , l) ,而波函数振幅 c

2
0= 0. 3, c

2
1= 0. 3, c

2
2= 0. 4,且 cn 均为实
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F ig. 2　T he evo lu t ion of the phase density distribu t ion (con tou r m ap ) w ith period linear fo rce.

T he param eters are sim ilar to tho se in F ig. 1. Seeing the tex t fo r detail.
图 2　周期线性力体系相空间密度分布函数 (等高线)演化图。参数与图 1类似,见正文

F ig. 3　T he evo lu t ion of phase density distribu t ion w ith period linear fo rce, param eters sam e as in F ig. 2,

bu t w ith differen t in it ia l distribu t ion,w h ich is a pu re sta te consist ing of th ree base vecto rs of the system
图 3　周期线性力体系相空间密度分布函数 (等高线)演化图。参数同图 2,但初始分布不同,为一较复杂的纯态
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数,其他参数同 ii)。图 3为计算结果,可以看到两种方法仍然完全一致。

　　iv)体系所受的力仍然与 ii)一样,但初始分布为一混合系综,由三个纯粹系综混合而成:

Θs (p , q; 0) = ∑
2

m = 0
am û5m (p , q; 0) û 2 = ∑

2

m = 0
am

ûz (0) û 2m

Πm . exp (- ûz (0) û 2) (14)

其中几率振幅 am 为实数,取为 a0= 0. 3, a1= 0. 3, a2= 0. 4,其他参数不变。在这里,由于体系状

态不能用单一的波函数来表达,而用了三个,因此需要三次求解 Sch ro
　　　 ¨

dinger方程 (2) ,分别作

三次变换 (6)。从这一点来讲,粒子模拟要比它有利。在这里粒子模拟用不着分三次计算。有

意思的是即使在这样的情况下,两者仍然给出完全一致的结果,见图 4。

F ig. 4　T he evo lu t ion of the phase density distribu t ion (con tou r m ap ) w ith period linear fo rce.

T he param eters are the sam e as in F ig. 2, bu t w ith differen t in it ia l distribu t ion,w h ich is a m ix ing assem blage

图 4　周期线性力体系相空间密度分布函数 (等高线)演化图。参数同图 2,但初始分布不同,为一混合系综

3　结　语
　　本文将束流输运新表述[ 1 ]无量纲化了。无量纲方程 (2)相当于粒子质量m = 1,量子化常数

hö2Π= 1ö2的单粒子体系,相空间与传输距离也均按初始发射度无量纲化,因此使计算结果具

有较大的普适性。

　　通过恒定的和周期的线性力,单模和多模纯粹系综,以及混合系综的具体例子计算,从数

值上说明了,在线性力情况下方程 (2)的解确实也是相应体系的V lasov方程的解 (粒子跟踪模

拟) ,而求方程 (2)的数值解的工作量一般来讲要较粒子模拟少,更不用说V lasov 方程的数值

求解了。

　　现在留下的问题是在非线性力情况下事情将会怎样。下一篇文章将讨论非线性力以及包

含两体相互作用束流体系的输运问题。
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NEW REPRESENTATION OF THE BEAM TRANSPORT THEORY (Ê )

CHECK ON THE CASES OF L INEAR FORCES

Sh i Y ijin

Ch ina Institu te of A tom ic E nergy , P. O. B ox 275 (18) ,B eij ing　102413

　　Beam transpo rt is imp ro tan t in the design of accelerato rs and o ther beam instrum en ts. A new rep resen ta2
t ion of it w as p rovided in reference [1 ]. By lim itat ion of the allow ed page space, on ly unom issib le keypo in ts of

the theo ry is given in paper[1 ]. It m akes obstacle to understanding the con ten ts of theo ry. It is the reason fo r

th is paper that is to m ake deeper imp ression by a set of num erical examp les. In the paper, the theo ry w as

checked in the cases of pu re and m ix ing assem blage w ith constan t and periodical linear fo rces. It show s that

the resu lts of num ericalm ethod are comp letely agree w ith the part icle tracing sim u lat ion used usually, bu t the

fo rm er is mo re t im e2saving w ith less num erical fluctuat ion. A s w ell know n, the part icle tracing is equ ivalen t

to the reso lu t ion of the V lasov’s equation, w h ich m eans the phase space density distribu t ion defined in the

new theo ry is a real one in the linear fo rce cases at least.
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