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摘要：研究余弦函数的加法扰动定理，在两个不同的条件下，得到了α次积分余弦函数的扰动定理。

关键词：α次积分余弦函数；扰动；线性算子

中图分类号：Ｏ１７７２ 文献标志码：Ａ

Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｓｆｏｒαｔｉｍｅｓｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ＣＡＮＧＤｉｎｇｂａｎｇ１，ＳＯＮＧＸｉａｏｑｉｕ２，ＣＨＥＮＣａｎｇ１

（１．ＮｏｒｔｈＣｈｉｎａＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０１６０１；
２．ＣｏｌｌａｇｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＣｈｉｎａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｎｉｎｇａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｘｕｚｈｏｕ２２１００８，Ｊｉａｎｇｓｕ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｓｏｆαｔｉｍｅｓｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｓ
ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｕｎｄｅｒｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：αｔｉｍｅｓｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ；ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ；ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｏｐｅｒａｔｅｒ

伴随着经典算子半群理论的发展，余弦算子函数的理论也获得了极大的充实。近年来，人们在关注正

则算子半群研究的同时，也密切注视着余弦算子函数理论的拓展［１７］。算子的扰动理论是研究微分方程的一

个重要的工具，文献［８］研究了积分半群的扰动，知若 Ａ生成ｎ次积分半群，算子 Ｂ∈Ｂ（Ｘ）满足ＢＲ（λ，Ａ）＝
Ｒ（λ，Ａ）Ｂ（λ充分大），则 Ａ＋Ｂ也生成一个ｎ次积分半群；余弦函数有所谓的 ＰｈｉｌｌｉｐｓＭｉｙａｄｅｒａ型加法扰动
定理，文献［９］还将该定理推广到了 Ｃ余弦函数的加法扰动；文献［１０］讨论了 ｋ正则算子族的扰动问题，对
积分半群和积分余弦函数的加法扰动也略有涉及。本文主要在以下两个条件探讨α次积分余弦函数的加

法扰动问题：

（Ｃ１）Ｄ（Ａ）Ｄ（Ｂ），存在λ０＞ω，Ｍ＜１使得‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖≤Ｍ对所有的满足Ｒｅλ＝λ０的λ都成立；
（Ｃ２）Ｂ为稠定算子，存在λ０＞ω，Ｍ＜１使得‖Ｒ（λ２，Ａ）Ｂｘ‖≤Ｍ‖ｘ‖对所有的满足Ｒｅλ＝λ０的λ都

成立，其中 ｘ∈Ｄ（Ｂ）。

１ 定义及引理

定义 １１ 设 Ａ是Ｘ中的线性算子，α∈Ｒ＋，Ａ称为α次积分余弦函数的生成元当且仅当存在常数 Ｍ，

ω≥０和强连续算子族 Ｔ（ｔ）：［０，∞）→Ｂ（Ｘ），满足：‖Ｔ（ｔ）‖≤Ｍｅωｔ（ｔ≥０），（ω２，∞）ρ（Ａ）并且：

Ｒ（λ２，Ａ）＝λα－１∫
∞

０
ｅ－λｔＴ（ｔ）ｄｔ，λ ＞ω。

此时｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０称为由 Ａ生成的指数有界的α次积分余弦函数。
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引理 １１［６］ 设 Ａ是Ｂａｎａｃｈ空间 Ｘ中的线性算子和存在Ｍ，ω ＞０，α ＞－２使得（ω２，∞）ρ（Ａ），则
当Ｒｅλ ＞ω和‖Ｒ（λ２，Ａ）‖≤ Ｍ｜λα ｜时，Ａ生成β次积分余弦函数，β ＞α＋２。

引理 １２ 令 Ａ，Ｂ是Ｘ中的线性算子，Ｄ（Ａ） Ｄ（Ｂ），如果λ２∈ρ（Ａ），‖ＢＲ（λ
２，Ａ）‖≤１，则λ２∈

ρ（Ａ＋Ｂ），并且 Ｒ（λ
２，Ａ＋Ｂ）＝Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１ ＝Ｒ（λ２，Ａ）∑

∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋ。

证明 因为‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖≤１，则 Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）可逆，即有［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１＝∑
∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋ，

经简单计算知：Ｒ（λ２，Ａ＋Ｂ）＝Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１成立，所以λ２∈ρ（Ａ＋Ｂ），并且

Ｒ（λ２，Ａ＋Ｂ）＝Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１ ＝Ｒ（λ２，Ａ）∑
∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋ。

引理 １３ 令Ａ，Ｂ是Ｘ中的线性算子，Ｄ（Ｂ）＝Ｘ，若存在常数Ｍ＜１，使得‖Ｒ（λ２，Ａ）Ｂｘ‖≤Ｍ‖ｘ‖
对所有的 ｘ∈ Ｄ（Ｂ）和λ２∈ρ（Ａ）成立，则有以下结论：

（１）存在 Ａ＋Ｂ的闭延拓 Ｃ使得ρ（Ａ）ρ（Ｃ）和 Ｒ（λ２，Ｃ）＝［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１Ｒ（λ２，Ａ）＝

∑
∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋＲ（λ２，Ａ）对所有的λ２∈ρ（Ａ）都成立；

（２）若 Ａ，Ｂ是稠定算子，则Ｄ（Ａ）Ｄ（Ｂ）和‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖≤Ｍ对所有的λ２∈ρ（Ａ）都成立；
（３）如果进而有Ｄ（Ａ）＝Ｘ，则（１）中的算子 Ｃ满足：Ｃｘ＝（Ａ ＋Ｂ）ｘ，ｘ∈ Ｄ（Ｃ）。
证明 （１）对于λ２∈ρ（Ａ），由题意知 Ｒ（λ

２，Ａ）Ｂ可以延拓到Ｘ上的一个有界线性算子，并且‖·‖≤
Ｍ，仍记这种延拓为 Ｒ（λ２，Ａ）Ｂ，则 Ｉ－Ｒ（λ２，Ａ）Ｂ在Ｂ（Ｘ）中可逆，记 Ｒλ２ ＝［Ｉ－Ｒ（λ

２，Ａ）Ｂ］－１Ｒ（λ２，Ａ）＝

∑
∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋＲ（λ２，Ａ），定义 Ｄ（Ｃ）＝Ｒａｎ（Ｒλ２），Ｃ＝λ

２Ｉ－Ｒ－１λ２，则有 Ｒｕ２ ＝Ｒ（ｕ
２，Ｃ），Ｒｕ２ －Ｒλ２ ＝

（ｕ２－λ２）Ｒｕ２Ｒλ２，由此得 Ｃ不依赖λ，并且 Ｃ是Ａ＋Ｂ的闭延拓。
（２）因为Ａ，Ｂ是稠定算子，则其共扼算子Ａ，Ｂ有定义，令ｙ ∈Ｄ（Ａ），λ２∈ρ（Ａ），则存在ｘ

 ∈Ｘ，
ｙ ＝Ｒ（λ２，Ａ）ｘ，并且对于所有的ｘ∈Ｄ（Ｂ）有〈ｙ，Ｂｘ〉＝〈Ｒ（λ２，Ａ）ｘ，Ｂｘ〉＝〈Ｒ（λ２，Ａ）ｘ，Ｂｘ〉＝
〈ｘ，Ｒ（λ２，Ａ）Ｂｘ〉，因此ｙ∈Ｄ（Ｂ），并且‖Ｂｙ‖ ＝‖ＢＲ（λ２，Ａ）ｘ‖≤‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖‖ｘ‖ ＝
‖Ｒ（λ２，Ａ）Ｂ‖‖ｘ‖≤ Ｍ‖ｘ‖。

（３）由（２）知 Ａ ＋Ｂ 是闭算子，‖ＢＲ（λ２，Ａ）ｘ‖≤ Ｍ‖ｘ‖，由引理１３知λ２∈ρ（Ａ
 ＋Ｂ），

并有 Ｒ（λ２，Ａ ＋Ｂ）＝ Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１ 对每个λ２ ∈ρ（Ａ）都成立，显然又有
Ｒ（λ２，Ａ ＋Ｂ）＝Ｒ（λ２，Ｃ）。若Ｄ（Ａ）＝Ｘ，则（Ａ ＋Ｂ） 存在，并有 Ｃｘ＝（Ａ ＋Ｂ）ｘ，ｘ∈
Ｄ（Ｃ）。

２ 扰动定理

定理 ２１ 设 Ａ生成一个指数有界的α次积分余弦函数，Ｂ是Ｘ中的线性算子，取β ＞α＋２，
（１）若（Ｃ１）成立，则 Ａ＋Ｂ生成一个β次积分余弦函数；
（２）若（Ｃ２）成立，则 Ａ＋Ｂ的闭延拓Ｃ生成一个β次积分余弦函数，并且当 Ａ和Ａ

 为稠定算子时有

Ｃｘ＝（Ａ ＋Ｂ）ｘ，ｘ∈ Ｄ（Ｃ）。
证明 （１）因为 Ａ生成一个指数有界的α次积分余弦函数Ｓ（ｔ）有：

‖Ｒ（λ２，Ａ）‖≤ λ
α－１∫

∞

０
ｅ－λｔＳ（ｔ）ｄ

 


ｔ≤｜λ｜α－１∫
∞

０
ｅ－λｔ‖Ｓ（ｔ）‖ｄｔ≤

Ｋ｜λ｜α－１（Ｒｅλ－ω）－１，Ｒｅλ≥λ０，
令Ｒｅｕ＞λ０，λ ＝λ０＋ｉＩｍｕ，

Ｒ（ｕ２，Ａ）＝Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ＋（λ２－ｕ２）Ｒ（ｕ２，Ａ）］‖ＢＲ（ｕ２，Ａ）‖ ＝
‖ＢＲ（λ２，Ａ）［Ｉ＋（λ２－ｕ２）Ｒ（ｕ２，Ａ）］‖≤
‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖‖［Ｉ＋（λ２－ｕ２）Ｒ（ｕ２，Ａ）］‖≤
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Ｍ‖［Ｉ＋（λ２－ｕ２）Ｒ（ｕ２，Ａ）］‖≤ Ｍ［１＋｜λ２－ｕ２｜Ｋ｜ｕ｜α－１（Ｒｅλ－ω）－１］＝

Ｍ １＋｜λ＋ｕ｜｜ｕ｜
｜λ－ｕ｜
Ｒｅλ－ω

Ｋ｜ｕ｜[ ]α ≤ Ｍ［１＋２Ｋ｜ｕ｜α］≤ Ｍ［１＋Ｋ′｜ｕ｜α］。
由此知ＢＲ（λ２，Ａ）满足弗拉格曼－林德勒夫定理，即‖ＢＲ（λ２，Ａ）‖≤Ｍ对所的Ｒｅλ≥λ０都成立，Ｒｅλ２∈

ρ（Ａ＋Ｂ），此时 Ｒ（λ
２，Ａ＋Ｂ）＝Ｒ（λ２，Ａ）［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１ ＝Ｒ（λ２，Ａ）∑

∞

ｋ＝０
［ＢＲ（λ２，Ａ）］ｋ，对所有的

Ｒｅλ≥λ０都成立。又由引理１３有

‖Ｒ（λ２，Ｃ）‖ ＝‖［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１Ｒ（λ２，Ａ）‖≤‖［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１‖‖Ｒ（λ２，Ａ）‖≤
Ｍ｜λ｜α［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１］≤ Ｍ′｜λ｜α。

再由引理１１知 Ａ＋Ｂ也生成一个β次积分余弦函数，其中β ＞α＋２。

注 若由 Ａ生成的α次积分余弦函数Ｓ（ｔ）是指数无界的，但是有∫
ｔ

０
Ｓ（ｓ）ｄ

 


ｓ≤ Ｋｅωｔ，此时 Ａ＋Ｂ也生

成一个β次积分余弦函数，其中β ＞α＋３。事实上，Ｒ（λ
２，Ａ）＝λα－１∫

∞

０
ｅ－λｔＳ（ｔ）ｄｔ＝λα∫

∞

０
ｅ－λｔ∫

ｔ

０
Ｓ（ｓ）ｄｓｄｔ，

‖Ｒ（λ２，Ａ）‖ ＝ λα∫
∞

０
ｅ－λｔ∫

ｔ

０
Ｓ（ｓ）ｄｓｄ

 


ｔ≤ Ｋ｜λ｜α∫
∞

０
ｅ－λｔｅωｔｄ

 


ｔ≤ Ｋ｜λ｜α＋１（Ｒｅλ－ω）－１，

再采用类似指数有界的证明方法即可。

（２）因为 Ｄ（Ｂ）在 Ｘ中稠密，Ｒ（λ２，Ａ）Ｂ可以延拓到Ｘ上的一个有界线性算子，并且‖·‖≤ Ｍ，仍然
记这种延拓为 Ｒ（λ２，Ａ）Ｂ，用引理１３代替引理１２，证明方法与（１）类似。

３ 对β界的改进

定义 ３１ 设 Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，若傅里叶变换可以延拓成从 Ｌｐ（Ｒ，Ｘ）到 Ｌｑ（Ｒ，Ｘ）上的有界线性算子，

则称 Ｘ具有傅里叶数ｐ，其中１ｐ＋
１
ｑ＝１，ｐ∈［１，２］。

定理 ３１ 设 Ｘ是具有傅立叶级数ｐ的Ｂａｎａｃｈ空间，令 Ａ是指数有界的α次积分余弦函数的生成元，Ｂ

是 Ｘ中的线性算子，取β ＞α＋１＋
１
ｐ，则

（１）若 Ａ稠定，（Ｃ１）成立，则 Ａ＋Ｂ生成一个β次积分余弦函数；
（２）若（Ｃ２）成立，则存在 Ａ＋Ｂ的闭延拓Ｃ生成一个β次积分余弦函数，并且当 Ａ和Ａ

 为稠定算子时，

有Ｃｘ＝（Ａ ＋Ｂ）ｘ，ｘ∈ Ｄ（Ｃ）。

证明 令 ｐ∈［１，２］，
１
ｐ＋

１
ｑ＝１，对 ｘ∈ Ｘ，ｒ≥λ０，ｓ∈Ｒ有不等式：

∫
∞

０
（ｅ－ｒｔ‖Ｓ（ｔ）ｘ‖）ｐｄｔ≤ ｃ１‖ｘ‖ｐ， （１）

（ｒ－ｉｓ）１－αＲ（（ｒ－ｉｓ）２，Ａ）ｘ＝∫
∞

０
ｅｉｓｔ（ｅ－ｒｔＳ（ｔ）ｘ）ｄｔ。 （２）

先证明（１）。因为 Ｘ具有傅里叶数ｐ，则有∫
＋∞

－∞
‖（ｒ＋ｉｓ）１－αＲ（（ｒ＋ｉｓ）２，Ａ）ｘ‖ｑｄｓ≤ ｃ２‖ｘ‖ｑ，类似定理

２１的证明过程，用弗拉格曼 －林德勒夫定理和引理１３得存在 Ａ＋Ｂ的闭延拓Ｃ对于所有的 Ｒｅλ≥λ０，

Ｒ（λ２，Ｃ）＝［Ｉ－ＢＲ（λ２，Ａ）］－１Ｒ（λ２，Ａ），即有∫
＋∞

－∞
‖（ｒ＋ｉｓ）１－αＲ（（ｒ＋ｉｓ）２，Ｃ）ｘ‖ｑｄｓ≤ ｃ３‖ｘ‖ｑ，并且该

不等式对所有的λ
１－αＲ（λ２，Ｃ）都成立。令γ ＞

１
ｐ，对 ｔ≥０，ｘ∈ Ｘ定义Ｕ（ｔ）＝

１
２πｉ∫Ｒｅλ＝λ０

ｅλｔλ－γ－１［λ１－αＲ（λ２，

Ｃ）］ｄλ，则由Ｈｏｌｄｅｒ′ｓ不等式，Ｕ（ｔ）∈ Ｂ（Ｘ）。再根据ＲｉｅｍａｎｎＬｅｂｅｓｇｕｅＬｅｍｍａ，｛Ｕ（ｔ）｝ｔ≥０是强连续的，并且

λ
１－αＲ（λ２，Ｃ）＝λ１＋γ∫

∞

０
ｅ－λｔＵ（ｔ）ｄｔ，Ｒｅλ ＞λ０，证毕。

再证明（２）。在（１），（２）中用Ｓ（ｔ）和ｘ分别代替Ｓ（ｔ）和ｘ，等式仍然成立。因为Ｘ具有傅里叶数ｐ，Ｘ
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也具有傅立叶数 ｐ，同样有∫
＋∞

－∞
‖（ｒ＋ｉｓ）１－αＲ（（ｒ＋ｉｓ）２，Ａ＋Ｂ）ｘ‖ｑｄｓ≤ ｃ‖ｘ‖ｑ，ｒ≥λ０，ｘ ∈ Ｘ。

令γ ＞ １ｐ，对 ｔ≥ ０，ｘ ∈ Ｘ 定义 Ｕ（ｔ）ｘ ＝ １
２πｉ∫Ｒｅλ＝λ０

ｅλｔλ－γ－１［λ１－αＲ（λ２，Ａ＋Ｂ）ｘ］ｄλ，则

｛Ｕ（ｔ）｝ｔ≥０∈ Ｂ（Ｘ）强连续，并且λ
１－αＲ（λ２，Ａ＋Ｂ） ＝λγ＋１∫

∞

０
ｅ－λｔＵ（ｔ）ｄｔ，Ｒｅλ ＞λ０。对 ｘ∈ Ｄ（Ａ），

ｔ∈［０，∞），Ｕ（ｔ）＝
１
２πｉ∫Ｒｅλ＝λ０

ｅλｔλ－γ－１［λ１－αＲ（λ２，Ｃ）］ｄλ。其中的积分是一致收敛的，因此 ｔ→ Ｕ（ｔ）是连续

的，并且 Ｒ（λ２，Ａ＋Ｂ）ｘ＝λα＋１＋γ∫
∞

０
ｅ－λｔＵ（ｔ）ｘｄｔ。
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