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（ⅲ）Ｉｆ（Ｐ，ｄ）ｉｓａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｎａｌｌＩｍｄｉａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ；ａｎｄ →… Ｐ →ｉ

Ｉｍｄ →ｉ ０， →０ Ｉｍｄ →ｉ Ｐｉ →＋１ … ａｎｄ →０ Ｉｍｄ →ｉ Ｐｉ →＋１ →… Ｐ →ｊ Ｉｍｄ →ｊ ０，ｉ＜ｊａｒｅＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）
ｅｘａｃｔ．
（ⅳ）ＩｆＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｌ）＝０，ｉ＞０，ｆｏｒａｌｌｍｏｄｕｌｅｓＬｏｆｆｉｎｉｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．
（ⅴ）ＡｍｏｄｕｌｅＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）ａｎｄＭｈａｓａｒｉｇｈｔＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ

（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ；ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ →Ｍ Ｔ０
ｄ
→
０

Ｔ１
ｄ
→
１

…，ｗｉｔｈＴｉ∈Ｐｒｏｊ，Ｋｅｒｄｉ∈⊥（Ｐｒｏｊ），ｉ≥０．

（ⅵ）ＦｏｒａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＭ，ｔｈｅｒｅｉｓａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ →… Ｆ－１
ｄ
→
－１

Ｆ０
ｄ
→
０

Ｆ →１ …

ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｆｒｅｅｍｏｄｕｌｅｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔＭＩｍｄ－１．
（ⅶ）ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｉｓｅｉｔｈｅｒｚｅｒｏｏｒｉｎｆｉｎｉｔｅ．Ｓｏ，ｉｆｇｌ．ｄｉｍＲ＜∞，ｔｈｅｎ

ＲＧＰｒｏｊ＝ＲＰｒｏｊ．
Ｔｈｕｓ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｍａｋｅｓｅｎｓｅｏｎｌｙｔｏｒｉｎｇｓｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｇｌｏｂａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．

（ⅷ）ＬｅｔＡｂｅａｎａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍＡ（－，Ａ）ｉｎｄｕｃｅｓａｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅＡＧｐｒｏｊＡｏｐＧｐｒｏｊｗｉｔｈａ
ｑｕａｓｉｉｎｖｅｒｓｅＨｏｍＡ（－，Ａ）．
Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（ⅵ）ａｎｄ（ⅶ）．
（ⅵ）ＴｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ） →ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ Ｐ →０ Ｐ →１ … ｗｉｔｈｅａｃｈＰｉｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｃｈｏｏｓｅｐｒｏｊｅｃ
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ｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓＱ０，Ｑ１，…，ｓｕｃｈｔｈａｔＦ０ ＝Ｐ０ Ｑ０，Ｆｎ＝Ｐｎ Ｑｎ－１ Ｑｎ，ｎ＞０，ａｒｅｆｒｅｅ．Ｂｙａｄｄｉｎｇ

→０ Ｑｉ →
＝
Ｑ →ｉ ０ｔｏｔｈｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｉｎｄｅｇｒｅｅｓｉａｎｄｉ＋１，ｗｅｏｂｔａｉｎａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｆｒｅｅ

ｍｏｄｕｌｅｓ．ＢｙｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇａｄｅｌｅｔｅｄｆｒｅｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｄｅｌｅｔｅｄｖｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｉｓｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｅｇｅｔｔｈｅｄｅ
ｓｉｒｅｄｓｅｑｕｅｎｃｅ．
（ⅶ） →Ｌｅｔ０ Ｐ →ｎ Ｐｎ →－１ →… Ｐ →０ →Ｇ ０ｂｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅ
Ｍ，ｗｉｔｈｎｍｉｎｉｍａｌ．Ｉｆｎ≥１，ｔｈｅｎｂｙＥｘｔｎＲ（Ｇ，Ｐｎ）＝０ｗｅｋｎｏｗＨｏｍ（Ｐｎ－１，Ｐｎ →） Ｈｏｍ（Ｐｎ，Ｐｎ）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，

→ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ０ Ｐ →ｎ Ｐｎ－１ｓｐｌｉｔｓ．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｔｙｏｆｎ．

１２ ＡｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙＸｏｆＲＭｏｄｉｓｒｅｓｏｌｖｉｎｇ，ｉｆＰｒｏｊＸ，Ｘｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ，ｔｈｅｋｅｒｎｅｌｓｏｆｅｐｉｍｏｒ
ｐｈｉｓｍｓ，ａｎｄｔｈｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１．３ ＦｏｒａｎｙｒｉｎｇＲ，ＧＰｒｏｊｉｓｒｅｓｏｌｖｉｎｇ，ａｎｄｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓ．
Ｐｒｏｏｆ Ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｉｓｉｓａｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｏｆ［ＡＲ１］，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ５１．ＷｅｉｎｃｌｕｄｅａｄｉｒｅｃｔｐｒｏｏｆｇｉｖｅｎｂｙＨ．Ｈｏｌｍｉｎ
［Ｈｏｌ１］．
ＥａｓｙｔｏｓｅｅＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓ；ａｎｄｉｔｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

→ＨｏｒｓｅｓｈｏｅＬｅｍｍａ．Ｌｅｔ０ Ｍ →１ →Ｍ Ｍ →２ ０ｂｅａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈＭ，Ｍ２Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｅｎ
Ｍ１∈⊥（Ｐｒｏｊ）．ＣｏｎｓｔｒｕｃｔａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ，ｒｉｇｈｔＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ１ａｓｆｏｌｌｏｗｓ．ＬｅｔＭ →＝０ →Ｍ Ｐ →０

Ｐ →１ … ａｎｄＭ２ →＝０ Ｍ →２ Ｑ →０ Ｑ →１ … ｂｅｓｕｃｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＭａｎｄＭ２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＢｙＨｏｍ（－，

Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｎｅｓｓｏｆＭ， →Ｍ Ｍ２ｉｎｄｕｃｅｓａｃｈａｉｎｍａｐ →Ｍ Ｍ２，ｗｉｔｈｍａｐｐｉｎｇｃｏｎｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙＣ．ＴｈｅｎＣｉｓｅｘａｃｔ，

ａｎｄＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｃｏｍｐｌｅｘｅｓ

ＳｉｎｃｅＣ，Ｄａｒｅｅｘａｃｔ，ｓｏｉｓＭ１．Ｂｙａｄｉｒｅｃｔａｎａｌｙｓｉｓｏｎｅａｃｈｒｏｗ， →ｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｃｏｍｐｌｅｘｅｓ０ Ｈｏｍ
（Ｄ，Ｐ →） Ｈｏｍ（Ｃ，Ｐ →） Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｐ →） ０ｆｏｒｅｖｅｒｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＰ．ＳｉｎｃｅＨｏｍ（Ｄ，Ｐ）ａｎｄＨｏｍ（Ｃ，Ｐ）ａｒｅｅｘ

ａｃｔ，ｓｏｉｓＨｏｍ（Ｍ１，Ｐ）．ＴｈｉｓｐｒｏｖｅｓｔｈａｔＭ１ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．

ＩｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｐｒｏｖｅＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ．ＵｓｉｎｇＥｉｌｅｎｂｅｒｇ’ｓｓｗｉｎｄｌｅ．ＬｅｔＸ＝ＹＺ∈
ＧＰｒｏｊ．ＰｕｔＷ＝ＹＺＹＺＹＺ… ＴｈｅｎＷ∈ＧＰｒｏｊ，ａｎｄＹＷＷ∈ＧＰｒｏｊ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｓｐｌｉｔｅｘａｃｔｓｅ

→ｑｕｅｎｃｅ０ →Ｙ Ｙ → →Ｗ Ｗ ０．ＴｈｅｎＹ∈ＧＰｒｏｊｓｉｎｃｅｗｅｈａｖｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆ
ｅｐｉｍｏｒｐｈｉｓｍｓ．
１３ ＦｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ
Ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｉｓＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．Ｄｅｎｏｔｅｂｙｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌ
ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓ；ａｎｄｂｙＧｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄｕｌｅｓＭ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏ

Ｉｍｄ－１，ｗｈｅｒｅ →… Ｐ－１
ｄ
→
－１

Ｐ０
ｄ
→
０

Ｐ１
ｄ
→
１

Ｐ →２ … ｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈｅａｃｈＰｉ∈ｐｒｏｊ．

第２期 ＺＨＡＮＧＰｕ：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ ３



Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１．４ ＬｅｔＲｂｅａｎｙｒｉｎｇ．ＴｈｅｎＧｐｒｏｊＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．
ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｔｈｅｎＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ＝Ｇｐｒｏｊ．

Ｐｒｏｏｆ ＬｅｔＭ∈Ｇｐｒｏｊ．ＴｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

Ｐ ＝ →… Ｐ－１
ｄ
→
－１

Ｐ０
ｄ
→
０

Ｐ１
ｄ
→
１

Ｐ →２ …

ｗｉｔｈｅａｃｈＰｉ∈ｐｒｏｊ，ｓｕｃｈｔｈａｔＭＩｍｄ－１．ＳｏＭｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．ＳｉｎｃｅｅａｃｈＰｉｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ｉｔｉｓｃｌｅａｒ
ｔｈａｔＰｉｓａｌｓｏＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ，ｉ．ｅ．，Ｍ∈ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．
ＬｅｔＲｂｅａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ａｎｄＭ∈ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．ＢｙＦａｃｔｓ１２（ⅵ） →ｏｎｅｃａｎｔａｋｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０

Ｍ →
ｆ

→ →Ｆ Ｘ ０ｗｉｔｈＦｆｒｅｅａｎｄＸＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＳｉｎｃｅＭｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ｏｎｅｃａｎｗｒｉｔｅＦ＝Ｐ０

Ｑ０ｗｉｔｈＩｍｆＰ０，ａｎｄＰ０ｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕ →ｅｎｃｅ０ Ｍ →
ｆ
Ｐ →０ Ｍ →′ ０ｗｉｔｈＸ

Ｍ′Ｑ０，ａｎｄｈｅｎｃｅＭ′∈ＧＰｒｏｊ∩ＲｍｏｄｂｙＴｈｅｏｒｅｍ１３．ＲｅｐｅａｔｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｉｔｈＭ′ｒｅｐｌａｃｉｎｇＭ，ｗｅｇｅｔａｎ
→ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ Ｐ →０ Ｐ →１ … ｗｉｔｈａｌｌｉｍａｇｅｓｉｎＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．ＨｅｎｃｅｉｔｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅ

ｑｕｅｎｃｅ．Ｏｍｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｓｉｎｃｅＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，Ｍｈａｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ
（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｉｎｃｅＭ∈⊥（ｐｒｏｊ）．ＳｏＭ∈Ｇｐｒｏｊ．
１４ ＳｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ

Ａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ… →
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
… ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｓｔｒｏｎｇ，ａｎｄＭＫｅｒｆｉｓｃａｌｌｅｄ

ａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ（［ＢＭ］）．ＤｅｎｏｔｅｂｙＳＧＰｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

ｍｏｄｕｌｅｓ．Ｔｈｅｎｉｔｉｓｋｎｏｗｎｉｎ［ＢＭ］ｔｈａｔＰｒｏｊＳＧＰｒｏｊＧＰｒｏｊ；ａｎｄｔｈａｔａｍｏｄｕｌｅｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ
ｉｔｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ．Ｓｏ，ａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｉｓａｎａｎａ
ｌｏｇｕｅｏｆａｆｒｅｅｍｏｄｕｌｅ．

ＤｅｎｏｔｅｂｙＳＧｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆａｌｌｔｈｅｍｏｄｕｌｅｓＭｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＫｅｒｆ，ｗｈｅｒｅ… →
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
… ｉｓ

ａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈＰｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．ＴｈｅｎｆｏｒａｎｙｒｉｎｇＲｗｅｈａｖｅ（ＳＧＰｒｏｊ）∩Ｒｍｏｄ＝ＳＧｐｒｏｊ．

２ ＰｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ＡｂａｓｉｃｐｒｏｂｌｅｍｉｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａｉｓ，ｇｉｖｅｎａｒｉｎｇＲ，ｗｈｅｎＲＧＰｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＲ
Ｍｏｄ；ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｗｈｅｎｅｖｅｒｙｍｏｄｕｌｅａｄｍｉｔｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｉｔｉｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｏ
ｋｎｏｗｗｈｅｎＲＧｐｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＲｍｏｄ；ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｗｈｅｎｅｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅａｄｍｉｔｓａ
ｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｉｔｈｅａｃｈｔｅｒｍｉｎＲＧｐｒｏｊ．
２１ Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｒｅｃａｌｌａｇｅｎｅｒａｌｒｅｓｕｌｔｄｕｅｔｏＡｕｓｌａｎｄｅｒａｎｄＢｕｃｈｗｅｉｔｚ［ＡＢｕ］．
ＬｅｔＡ ｂｅａｎａｂｅｌｉａｎｃａｔｅｇｏｒｙ，Ｘ ｂｅａｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＡ ｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ，ｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ，ａｎｄｉｓｏｍｏｒ

ｐｈｉｓｍｓ．ＬｅｔωｂｅａｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｏｆＸ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓωｉｓａｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＸｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｆｉｎｉｔｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓａｎｄｉｓｏ

ｍｏｒｐｈｉｓｍｓ，ａｎｄｆｏｒａｎｙＸ∈Ｘ， →ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ → →Ｘ Ｂ Ｘ →′ ０ｉｎＸ ｗｉｔｈＢ∈ω．ＤｅｎｏｔｅｂｙＸ^
ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＡ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌｏｂｊｅｃｔｓＸｏｆｆｉｎｉｔｅＸｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ，ｉ．ｅ．， →ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０
Ｘ →ｎ Ｘｎ →－１ →… Ｘ →０ →Ｘ ０ｗｉｔｈＸｉ∈Ｘ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２．１（［ＡＢｕ］，Ｔｈｅｏｒｅｍｓ１１，２３，２５） （ⅰ）ＥｖｅｒｙｏｂｊｅｃｔＣ∈Ｘ^ ｈａｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｇｈｔＸａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．

Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｆｏｒａｎｙＣ∈Ｘ^ ｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（Ｘ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ Ｙ →Ｃ Ｘ →Ｃ →Ｃ ０ｗｉｔｈＸＣ∈Ｘ，ＹＣ∈
ω^；ａｎｄＹＣ∈Ｘ⊥．

（ⅱ）ＥｖｅｒｙｏｂｊｅｃｔＣ∈Ｘ^ ｈａｓａｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔ^ωａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｆｏｒａｎｙＣ∈Ｘ^ ｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，

ω^）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ →Ｃ Ｙ →Ｃ Ｘ →Ｃ ０ｗｉｔｈＸＣ∈Ｘ，ＹＣ∈ω^；ａｎｄＸＣ∈⊥
ω^．

２２ ＡｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｎＲｍｏｄｕｌｅＭ ｉｓａＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅＧ →：…

Ｇ →１ Ｇ →０ →Ｍ ０ｗｉｔｈｅａｃｈＧｉＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＮｏｔｅｔｈａｔＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｎｅｓｓｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｕｎｉｑｕｅ
ｎｅｓｓｏｆｓｕｃｈａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙｃａｔｅｇｏｒｙ．
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２３ ＴｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ＧｐｄＭ，ｏｆＲｍｏｄｕｌｅＭｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｉｎｔｅｇｅｒｎ≥０ｓｕｃｈｔｈａｔＭ
ｈａｓａＧＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｌｅｎｇｔｈｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２．２ ＬｅｔＭｂｅａｎＲｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ．ＴｈｅｎＭａｄｍｉｔｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｇｈｔＧＰｒｏｊ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： →Ｇ Ｍ，ｗｉｔｈｐｄＫｅｒ＝ｎ－１（ｉｆｎ＝０，ｔｈｅｎＫ＝０）．
Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ａｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎａｄｍｉｔｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｌｅｎｇｔｈａｔｍｏｓｔｎ．
Ｐｒｏｏｆ ＴｈｉｓｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＴｈｅｏｒｅｍ２１（ⅰ）ｂｙｌｅｔｔｉｎｇＸ＝ＧＰｒｏｊ，ω＝Ｐｒｏｊ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｗｅｉｎｃｌｕｄｅａｄｉｒｅｃｔｐｒｏｏｆｇｉｖｅｎ
ｂｙＨ．Ｈｏｌｍｉｎ［Ｈｏｌ１］．
ＲｅｃａｌｌｔｈｅＡｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ（［ＡＢＲ］，Ｌｅｍｍａ３１２），ｗｈｉｃｈｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｈｏｗｉｎｇｔｈａｔａｎｙｔｗｏ“ｍｉｎｉｍａｌ”
ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅｏｆｔｈｅｓａｍｅｌｅｎｇｔｈ．
Ａｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ ＬｅｔＸ ｂｅａｒｅｓｏｌｖｉｎｇｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆａｎａｂｅｌｉａｎｃａｔｅｇｏｒｙＡ ｈａｖｉｎｇｅｎｏｕｇｈｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

→ｏｂｊｅｃｔｓ．Ｉｆ０ Ｘ →ｎ Ｘｎ →－１ →… Ｘ →０ →Ａ →０ａｎｄ０ Ｙ →ｎ Ｙｎ →－１ →… Ｙ →０ →Ａ ０ａｒｅｅｘａｃｔｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈＸｉ，Ｙｉ∈Ｘ，０≤ｉ≤ｎ－１，ｔｈｅｎＸｎ∈Ｘ ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＹｎ∈Ｘ．
ＣｏｍｉｎｇｂａｃｋｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２２．Ｔａｋｅａｎ →ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ Ｋ →′ Ｐｎ →－１ →… Ｐ →０ →Ｍ ０ｗｉｔｈ
Ｐｉｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＢｙｔｈｅＡｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ，Ｋ′ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＨｅｎｃｅｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅ

→ｑｕｅｎｃｅ０ Ｋ →′ Ｑ →０ Ｑ →１ …Ｑｎ →－１ →Ｇ ０，ｗｈｅｒｅＱｉａｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ＧｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｕｓｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓＱ →ｉ Ｐｎ－１－ｉｆｏｒｉ＝０，…，ｎ－１，ａｎｄ →Ｇ Ｍ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｉａｇｒａｍｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ

ＬｅｔＣ１ ａｎｄＣ２ ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｕｐｐｅｒａｎｄｔｈｅｌｏｗｅｒｒｏｗ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｉｎｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙ

ｃａｔｅｇｏｒｙＣ１
ｆ
→


Ｃ →２ Ｃｏｎ（ｆ →） Ｃ１［１］．ＳｉｎｃｅＨ０ｉｓａｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｆｕｎｃｔｏｒ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＣｏｎ（ｆ）ｉｓａｌｓｏｅｘ
ａｃｔ，ｉ．ｅ．，ｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｋ′→
α Ｑ０Ｋ →′ Ｑ１Ｐｎ →－１ →… Ｑｎ－１Ｐ →１ Ｇ′Ｐ →０ →Ｍ ０

ｗｉｔｈαｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｏｎｏ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｑ →０ Ｑ１Ｑｎ →－１ →… Ｑｎ－１Ｑ →１ Ｇ′Ｐ０ →


→Ｍ ０

ｗｉｔｈＧ′Ｐ０Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｐｄＫｅｒ≤ｎ－１（ｔｈｅｎｎｅｃｅｓｓａｒｉｌｙｐｄＫｅｒ＝ｎ－１）．ＳｉｎｃｅＥｘｔｉ（Ｈ，Ｐｒｏｊ）＝０ｆｏｒ
ｉ≥１ａｎｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＨ，ｓｏｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒＥｘｔ１（Ｈ，Ｋｅｒ）＝０，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｓａｌｅｆｔＧＰｒｏｊａｐｐｒｏｘｉｍａ
ｔｉｏｎ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２．３ Ｉｆ →０ Ｇ →′ → →Ｇ Ｍ ０ｉｓａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈＧ′，ＧＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄＥｘｔ１（Ｍ，
Ｐｒｏｊ）＝０，ｔｈｅｎＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．
Ｐｒｏｏｆ ＳｉｎｃｅＧｐｄＭ≤１，ｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍａｂｏｖｅｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ → → →Ｑ Ｅ Ｍ ０ｗｉｔｈＥＧｏｒｅｎ
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ａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｓ．ＦｏｒｔｈｅｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＴ２（Ａ）ｍｏｄｗｅｒｅｆｅｒｔｏ［ＡＲＳ］ａｎｄ［Ｒ］．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３．１（［ＧＺ］） ＬｅｔＡｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＴ２（Ａ）ｍｏｄｕｌｅ
Ｘ( )Ｙ

ｉｓＧｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＸ，ＹａｎｄＣｏｋｅｒａｒｅｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＡｍｏｄｕｌｅｓａｎｄ： →Ｙ Ｘｉｓｉｎ
ｊｅｃｔｉｖｅ．
ＩｆＡｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎｅｖｅｒｙＡｍｏｄｕｌｅｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｓｏｗｅｈａｖｅ

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３．２（［ＧＺ］） ＬｅｔＡｂｅａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎ
Ｘ( )Ｙ

ｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

Ｔ２（Ａ）ｍｏｄｕｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．
３２ ＯｎｅｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｂａｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３（Ｉｗａｎａｇａ，１９８０） ＬｅｔＲｂｅａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ａｎｄＭａｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ．Ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｒｅｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｔ．
（ⅰ）ｉｄＭ＜∞．
（ⅱ）ｉｄＭ≤ｎ．
（ⅲ）ｐｄＭ＜∞．
（ⅳ）ｐｄＭ≤ｎ．
（ⅴ）ｆｄＭ＜∞．
（ⅵ）ｆｄＭ≤ｎ．
Ｐｒｏｏｆ Ｂｅｆｏｒｅｐｒｏｖｉｎｇｗｅｒｅｃａｌｌｓｏｍｅｕｓｅｆｕｌｆａｃｔｓ．
（Ａ）ＩｆＲｉｓａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ｉｄＲＲ≤ｎ，ｔｈｅｎｉｄＲＰ≤ｎｆｏｒａｎｙｌｅｆｔｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰ．
Ｉｎｆａｃｔ，ＰｍａｙｂｅａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍＲ（Ｉ）．ＩｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｅｅｉｄＲ（Ｉ）≤ｎ．Ｔｈｉｓｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ：ａｒｉｎｇＲｉｓａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｅｖｅｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｏｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ

第２期 ＺＨＡＮＧＰｕ：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ ７



（ｓｅｅｅ．ｇ．Ｔｈｅｏｒｅｍ３１１７ｉｎ［ＥＪ２］）．
（Ｂ）Ａｍｏｄｕｌｅｉｓｆｌａｔｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｔｉｓａｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ．
ＴｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＴｏｒｉ（Ｘ，→

ｌｉｍＮｊ）
→

＝ｌｉｍＴｏｒｉ（Ｘ，Ｎｊ），ｉ≥１，ＸＲ．Ｔｈｅｆｉｒｓｔｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙ

ｗａｓｇｉｖｅｎｂｙＶ．Ｅ．Ｇｏｖｏｒｏｖｉｎ［Ｇ］；ａｎｄｔｈｅｎａｌｓｏｂｙＤ．Ｌａｚａｒｄｉｎ［Ｌ］．Ｓｅｅａｌｓｏ［Ｏ］，Ｔｈｅｏｒｅｍ８１６．
（Ｃ）ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ａｎｄｉｄＲＲ≤ｎ，ｔｈｅｎｉｄＲＦ≤ｎ，ｆｏｒａｎｙｌｅｆｔｆｌａｔｍｏｄｕｌｅＦ．
Ｉｎｆａｃｔ，ｂｙ（Ｂ）ｗｅｈａｖｅｉｄＦ

→
＝ｉｄｌｉｍＰｉ．ＳｉｎｃｅＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｗｅｈａｖｅ

ＥｘｔｉＲ（Ｍ，→
ｌｉｍＮｉ） →

＝ｌｉｍＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎｉ）

ｆｏｒａｎｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅＭ
→

．ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｉｄｌｉｍＮｉ≤ｓｕｐ｛ｉｄＮｉ｝．Ｎｏｗｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（Ａ）．

（ⅲ）（ⅱ）：ＳｉｎｃｅｐｄＭ＜∞，ａｎｄｉｄＰ≤ｎｆｏｒａｎｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰｂｙ（Ａ），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｉｄＭ≤ｎ．
（ⅴ）（ⅳ）：Ｌｅｔｍ＝ｆｄＭ＜∞．ＴａｋｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ

→… Ｐ →ｔ Ｐｔ →－１ →… Ｐ →０ →Ｍ ０．
Ｉｆｍ＞ｎ，ｔｈｅｎｂｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｈｉｆｔｗｅｓｅｅＦ＝Ｉｍ（Ｐ →ｍ Ｐｍ－１）ｉｓｆｌａｔ，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｄＦ≤ｎｂｙ（Ｃ）．ＴｈｅｎＥｘｔｍ（Ｍ，

Ｆ）＝０，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓＨｏｍ（Ｐｍ－１，Ｆ →） Ｈｏｍ（Ｆ，Ｆ）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｈｅｎｃｅＦ Ｐｎ－１ｓｐｌｉｔｓ，ｓａｙＰｎ－１＝ＦＧ．
Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ →Ｇ Ｐｍ →－２ →… Ｐ →０ →Ｍ ０
ｗｉｔｈＧｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｉｆｍ－１＝ｎｔｈｅｎｗｅａｒｅｄｏｎｅ．Ｉｆｍ－１＞ｎｔｈｅｎｗｅｒｅｐｅａｔｔｈｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｉｔｈＧｒｅｐｌａｃｉｎｇＦ．Ｓｏ
ｗｅｓｅｅｐｄＭ≤ｎ．
Ｉｆｍ≤ｎ，ｔｈｅｎｗｅａｌｓｏｈａｖｅｐｄＭ≤ｎ．Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｄ＝ｐｄＭ＞ｎ，ｔｈｅｎｏｎｅｃａｎｃｈｏｏｓｅｄ′＜∞，ｎ＜ｄ′≤ｄ．Ｎｏｔｅ

ｔｈａｔＦ′＝Ｉｍ（Ｐｄ →′ Ｐｄ′－１）ｉｓａｇａｉｎｆｌａｔｂｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｈｉｆｔ，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｄＦ′≤ｎｂｙ（Ｃ）．ＴｈｅｎＥｘｔｄ′（Ｍ，Ｆ′）＝０，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓＨｏｍ（Ｐｄ′－１，Ｆ′ →） Ｈｏｍ（Ｆ′，Ｆ′）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｈｅｎｃｅＦ′ Ｐｄ′－１ｓｐｌｉｔｓ，ｓａｙＰｄ′－１＝Ｆ′Ｇ′．
Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｇ →′ Ｐｄ′ →－２ →… Ｐ →０ →Ｍ ０
ｗｉｔｈＧ′ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｄ＝ｐｄＭ．
（ⅰ）（ⅵ）：ＩｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｆｄＩ≤ｎｆｏｒａｎｙｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ．
ＮｏｔｅｔｈａｔＩ＋＝ＨｏｍＺＺ（Ｉ，ＱＱ／／ＺＺ）ｉｓｆｌａｔｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅ．Ｔｈｅｎｂｙｔｈｅｒｉｇｈｔｖｅｒｓｉｏｎｏｆ（Ｃ）ｏｎｅｈａｓｉｄＩ＋≤ｎ，ａｎｄ
ｈｅｎｃｅｆｄＩ＋＋≤ｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ＩｉｓａｐｕｒｅｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＩ＋＋，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ（ｆｏｒｄｅｔａｉｌｓｓｅｅＡｐｐｅｎｄｉｘ）ｆｄＩ≤ｆｄＩ＋＋≤
ｎ．

Ｎｏｗｗｅｈａｖｅ（ⅰ）（ⅵ）（ⅴ）（ⅳ）（ⅲ）（ⅱ）（ⅰ）．
３３ Ａｓｗｅｗｉｌｌｓｅｅ，ｆｏｒａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｉｓｅｘａｃｔｌｙｔｈｅｌｅｆｔ
ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｏｆｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ．
Ｌｅｍｍａ３．４（［ＥＪ２］，Ｌｅｍｍａ１０２１３） ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎｅｖｅｒｙｍｏｄｕｌｅＭｈａｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐ
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆ： →Ｍ Ｌ，ｗｈｅｒｅＬ ｉｓｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＲｍｏｄｕｌｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３．５（［ＥＪ２］，Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１１５３） ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎＧＰｒｏｊ＝⊥（Ｐｒｏｊ）；ａｎｄＧｐｒｏｊ＝｛Ｘ∈Ｒ
ｍｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．

Ｐｒｏｏｆ ＮｏｔｅｔｈａｔＧＰｒｏｊ⊥（Ｐｒｏｊ）．ＡｓｓｕｍｅＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）．ＢｙＬｅｍｍａ３４ＭｈａｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆ：

→Ｍ Ｌ →．Ｔａｋｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｋ Ｐ０ →
θ

→Ｌ ０ｗｉｔｈＰ０ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ３３Ｋｈａｓｆｉｎｉｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）ｔｈａｔＥｘｔｉ（Ｍ，Ｋ）＝０ｆｏｒｉ≥１．ＩｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒＥｘｔ１（Ｍ，
Ｋ）＝０．Ｔｈｕｓ，θｉｎｄｕｃｅｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｍａｐＨｏｍＲ（Ｍ，Ｐ０ →） ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｌ）．Ｈｅｎｃｅｗｅｇｅｔｇ： →Ｍ Ｐ０ｓｕｃｈｔｈａｔｆ＝

θｇ．ＳｉｎｃｅｆｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄＰ０∈Ｌ，ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔｇｉｓａｌｓｏａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａ
ｔｉｏｎ，ａｎｄｈｅｎｃｅＥｘｔｉ（Ｐ０／Ｍ，Ｐｒｏｊ）＝０ｆｏｒｉ≥１．
ＡｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔｔｏＰ０／Ｍａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓ， →ｗｅｏｂｔａｉｎａｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ

Ｐ →０ Ｐ →１ …，ｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ．Ｐｕｔｔｉｎｇａ（ｄｅｌｅｔｅｄ）ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（ｔｈｅｄｅ
ｌｅｔｅｄｖｅｒｓｉｏｎｏｆ）ｔｈｉｓｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｅｓｅｅＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＴｈｉｓｐｒｏｖｅｓＧＰｒｏｊ＝⊥（Ｐｒｏｊ）．
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ＩｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｐｒｏｖｅＧｐｒｏｊ＝｛Ｘ∈Ｒｍｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．ＳｉｎｃｅＧｐｒｏｊ＝ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ＝⊥（Ｐｒｏｊ）∩Ｒ
ｍｏｄ，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｉｆＸ∈ＲｍｏｄｗｉｔｈＥｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１，ｔｈｅｎＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｐ）＝０ｆｏｒｉ≥１ａｎｄａｎｙｐｒｏ
ｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰ．ＳｉｎｃｅＰｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｄｉｒｅｃｔｓｕｍＲ（Ｉ）（ｍａｙｂｅｉｎｆｉｎｉｔｅ），ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅＥｘｔｉＲ（Ｘ，

Ｒ（Ｉ））＝０ｆｏｒｉ≥１，ｗｈｉｌｅｔｈｉｓｔｒｕｅｓｉｎｃｅＸｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄａｎｄＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｒ
（Ｉ））＝ＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｒ）

（Ｉ）＝０ｆｏｒｉ≥１．
Ｒｅｍａｒｋ ＩｆＲｉｓｉｎａｄｄｉｔｉｏｎａｒｔｉｎ，ｔｈｅｎＧＰｒｏｊ＝｛Ｘ∈ＲＭｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．Ｓｅｅ［Ｂ］，ｏｒ［ＨＨＴ］．
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３４ Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｈｏｗｓ，ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈａｔｆｏｒａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ
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（ⅰ）ＥｖｅｒｙＲｍｏｄｕｌｅＭｈａｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＧＰｒｏｊａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： → →Ｇ Ｍ ０，ｗｉｔｈｐｄＫｅｒ≤ｎ－１（ｉｆｎ＝０
ｔｈｅｎＫｅｒ＝０）．
（ⅱ）ＥｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＲｍｏｄｕｌｅＭｈａｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＧｐｒｏｊａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： → →Ｇ Ｍ ０，ｗｉｔｈｐｄＫｅｒ≤
ｎ－１．
Ｔｈｕｓ，ｅｖｅｒｙＲｍｏｄｕｌｅｈａｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｔｍｏｓｔｎ．

Ｐｒｏｏｆ Ｂｙｔｈｅｃｏｒｏｌｌａｒｙａｂｏｖｅｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ
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ｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｅｘａｃｔｒｏｗｓ

ＷｉｔｈｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔａｓｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２２ｗｅｇｅｔａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＧＰｒｏｊａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： → →Ｇ Ｍ ０，
ｗｉｔｈｐｄＫｅｒ≤ｎ－１．
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Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３．８ ＬｅｔＲｂｅａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎｅｖｅｒｙｍｏｄｕｌｅｈａｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｉｔｏｎｏｆｌｅｎｇｔｈ
ａｔｍｏｓｔｎ；ａｎｄｅｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅｈａｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｉｔｏｎｏｆｌｅｎｇｔｈａｔｍｏｓｔｎ，ｂｙｆｉｎｉｔｅｌｙ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ．

４ Ｓｏｍｅｒｅｃｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ

Ｗｅｓｔａｔｅｍｏｒｅｒｅｃｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ．
４１ ＬｅｔＡ，Ｂｂｅｋａｌｇｅｂｒａ．Ａｄｕａｌｉｚｉｎｇｄｕａｌｉｚｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘ（ｓｅｅ［Ｈａｒ］，［ＹＺ］ａｎｄ［ＷＺ］）ＢＤＡ ｉｓａｂｏｕｎｄｅｄｃｏｍ
ｐｌｅｘｏｆＢＡｂｉｍｏｄｕｌｅｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔ
（ⅰ）ＡｌｌｔｈｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｍｏｄｕｌｅｓｏｆＤ ａｒｅｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｏｖｅｒＢａｎｄＡｏｐ；
（ⅱ）ＤＩ∈Ｄｂ（ＢｋＡｏｐ），ｗｈｅｒｅｅａｃｈｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆＩ ｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅｂｏｔｈｏｖｅｒＢａｎｄＡｏｐ；ａｎｄ
（ⅲ）ｔｈｅｃａｎｏｎｉｃａｌｍａｐｓ →Ａ ＲＨｏｍＢ（Ｄ，Ｄ）， →Ｂ ＲＨｏｍＡｏｐ（Ｄ，Ｄ）ａｒｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓｉｎｔｈｅｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅ
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ｇｏｒｉｅｓＤ（Ａｅ）ａｎｄｉｎＤ（Ｂｅ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｗｈｅｒｅＡｅ＝ＡｋＡｏｐ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４．１（［Ｊ１，Ｔｈｅｏｒｅｍｓ１１０ａｎｄ２１１］） ＩｆａｒｉｎｇＡｓａｔｉｓｆｉｅｓｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎＡＧＰｒｏｊ
ｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＡＭｏｄ．
（ⅰ）Ａｉｓａｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｒｉｎｇｗｉｔｈａｄｕａｌｉｚｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘ．
（ⅱ）ＡｉｓａｌｅｆｔｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄｒｉｇｈｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｋａｌｇｅｂｒａｆｏｒｗｈｉｃｈｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｋａｌｇｅｂｒａＢａｎｄａｄｕａｌ

ｉｚｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘＢＤＡ．

ＩｆＡｉｓａｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｋａｌｇｅｂｒａ，ｔｈｅｎＡｈａｓａｄｕａｌｉｚｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘＡ ＝Ｈｏｍｋ（Ａ，ｋ）．ＳｏＡＧＰｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉ

ａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＡＭｏｄ，ｉｎｏｔｈｅｒｗｏｒｄｓ，ｅａｃｈＡｍｏｄｕｌｅ（ｎｏｔｎｅｃｅｓｓａｒｉｌｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ）ａｄｍｉｔｓａｌｅｆｔｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．ＩｔｓｈｏｕｌｄｂｅｓｔｒｅｓｓｔｈａｔｉｔｉｓｏｐｅｎｗｈｅｔｈｅｒｏｒｎｏｔＡＧｐｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＡｍｏｄ．Ａｕｓ
ｌａｎｄｅｒａｎｄＲｅｉｔｅｎｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔ（Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ６１２ｉｎ［ＡＲ１］）ｔｈａｔａｐｏｓｉｔｉｖｅａｎｓｗｅｒｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＳｙｍ
ｍｅｔｒｉｃＣｏｎｊｅｃｔｕｒｅ．Ｆｏｒｍｏｒｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｅｅ［Ｂ］ａｎｄ［ＢＲ］．ＮｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｒｉｎｇＲｓｕｃｈｔｈａｔＲＧｐｒｏｊｉｓｎｏｔ
ｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＲｍｏｄ（［Ｔ］）．
４２ Ｒｅｃａｌｌｆｒｏｍ［Ｂ］ｔｈａｔａｒｉｎｇＲｉｓｃａｌｌｅｄＣｏｈｅｎＭａｃａｕｌａｙｆｉｎｉｔｅ（ｏｒ，ＣＭｆｉｎｉｔｅｆｏｒｓｈｏｒｔ）ｉｆｔｈｅｒｅａｒｅｏｎｌｙｆｉｎｉｔｅｌｙ
ｍａｎｙｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｃｌａｓｓｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓａｂｌｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓ．
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ｍｏｄｕｌｅｓｂｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｄｏｅｓｎｏｔｐｒｏｄｕｃｅｎｅｗｋｉｎｄｏｆｍｏｄｕｌｅｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４．５（［Ｗ］） ＬｅｔＲｂｅａｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｒｉｎｇ．ＧｉｖｅｎａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓＧ ＝
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ｅａｃｈＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅＨ．ＴｈｅｎａｌｌｔｈｅｉｍａｇｅｓａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．
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Ｐｒｏｏｆ ＡｐｐｌｙｉｎｇＨｏｍ（－，ＱＱ／／ＺＺ）ｔｏｔｈｅｃａｎｏｎｉｃａｌｉｎｊｅｃｔｉｏｎＭ Ｍ＋＋，ｗｅｇｅｔｓｕｒｊｅｃｔｉｏｎπ：Ｍ＋＋＋ Ｍ＋．Ｐｕｔσ：
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ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄＮｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

Ｔｏｒｎ（∏
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）≌∏

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．

ＩｆＲｉｓｒｉｇｈｔｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄＭｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

Ｔｏｒｎ（Ｍ，∏
ｉ∈Ｉ
Ｎｉ）∏

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（４）Ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆａｄｉｒｅｃｔｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓａｌｗａｙｓｅｘｉｓｔｓ．
Ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｌｉｍｉｔｏｆａｎｉｎｖｅｒｓｅｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓａｌｗａｙｓｅｘｉｓｔｓ．
（５）ＥａｃｈｍｏｄｕｌｅＭｉｓｔｈｅｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆａｌｌｔｈｅｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｓｕｂｍｏｄｕｌｅｓｏｆＭ．
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Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．
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Ｍｉ，Ｎ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．

Ｔｏｒｎ（Ｍ，ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｎｉ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（９）ＷｅｈａｖｅＨｏｍ（ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）＝ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｈｏｍ（Ｍｉ，Ｎ）；ｂｕｔｉｎｇｅｎｅｒａｌＥｘｔｎ（ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥１．

（１０）ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎａｎｄＭｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｎｉ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

Ａｃｋｎｏｗｌｅｄｇｅｍｅｎｔｓ：ＴｈｉｓｗａｓｐａｒｔｉａｌｌｙｗｒｉｔｔｅｎｄｕｒｉｎｇａｖｉｓｉｔｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＢｉｅｌｅｆｅｌｄ．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＣｌａｕｓ
ＭｉｃｈａｅｌＲｉｎｇｅｌｆｏｒｈｉｓｉｎｖｉｔａｔｉｏｎａｎｄｖａｌｕａｂｌｅｃｏｍｍｅｎｔｓ．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＥｄｇａｒＥｎｏｃｈｓｆｏｒｐｏｉｎｔｉｎｇｏｕｔｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［Ｇ］ａｎｄ［Ｌ］．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＺｈａｏＹｏｎｇＨｕａｎｇｆｏｒｈｉｓｃａｒｅｆｕｌｌｙｒｅａｄｉｎｇｏｆｔｈｅｍａｎｕｓｃｒｉｐｔａｎｄｓｏｍｅｈｅｌｐｆｕｌｓｕｇｇｅｓ
ｔｉｏｎｓ．ＩａｌｓｏｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒｓＱｕａｎＳｈｕｉＷｕ，ＳｈｕｎＨｕａＺｈａｎｇ，ａｎｄＤｒ．ＮａｎＧａｏ，ＺｈｉＷｅｉＬｉ，ＢａｏＬｉｎＸｉｏｎｇ，Ｎｉｎｇ
Ｂｉａｎｆｏｒｓｏｍｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｓ．

ＲＥＦＥＲＥＮＣＥＳ：

［ＡＢｒ］Ｍ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ，Ｍ．Ｂｒｉｄｇｅｒ，Ｓｔａｂｌｅｍｏｄｕｌｅｔｈｅｏｒｙ，Ｍｅｍ．Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．９４．，Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．，Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ，Ｒ．Ｉ．，１９６９．
［ＡＢｕ］Ｍ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ，Ｒ．Ｏ．Ｂｕｃｈｗｅｉｔｚ，ＴｈｅｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｍａｘｉｍａｌＣｏｈｅｎＭａｃａｕｌａｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ，Ｍｅｍ．Ｓｏｃ．Ｍａｔｈ．Ｆｒａｎｃｅ３８

（１９８９），５３７．
［ＡＲ１］Ｍ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ，Ａｄｖ．Ｍａｔｈ．８６（１９９１），１１１１５２．
［ＡＲ２］Ｍ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，ＣｏｈｅｎＭａｃａｕｌａｙａｎｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｓ，ＰｒｏｇｒｅｓｓｉｎＭａｔｈ．９５，２２１２４５，Ｂｉｒｋｈ̈ａｕｓｅｒ，１９９１．
［ＡＲＳ］Ｍ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，Ｓ．Ｏ．Ｓｍａｌ，ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙｏｆＡｒｔｉｎＡｌｇｅｂｒａｓ，ＣａｍｂｒｉｄｇｅＳｔｕｄｉｅｓｉｎＡｄｖ．Ｍａｔｈ．３６．，Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ

Ｕｎｉｖ．Ｐｒｅｓｓ，１９９５．
［ＡＭ］Ｌ．Ｌ．Ａｖｒａｍｏｖ，Ａ．Ｍａｒｔｓｉｎｋｏｖｓｋｙ，Ａｂｓｏｌｕｔｅ，ｒｅｌａｔｉｖｅ，ａｎｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｏｆｍｏｄｕｌｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，Ｐｒｏｃ．Ｌｏｎｄｏｎ

Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．８５（３）（２００２），３９３４４０．
［Ｂ］Ａ．Ｂｅｌｉｇｉａｎｎｉｓ，ＣｏｈｅｎＭａｃａｕｌａｙｍｏｄｕｌｅｓ，（ｃｏ）ｔｏｓｉｏｎｐａｉｒｓａｎｄｖｉｒｔｕａｌｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｌｇｅｂｒａｓ，Ｊ．Ａｌｇｅｂｒａ２８８（１）（２００５），１３７２１１．
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［ＢＭ］Ｄ．Ｂｅｎｎｉｓ，Ｎ．Ｍａｈｄｏｕ，ＳｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｆｌａｔｍｏｄｕｌｅｓ，Ｊ．ＰｕｒｅＡｐｐｌ．Ａｌｇｅｂｒａ２１０（２）（２００７），４３７
４４５．

［ＢＭＯ］Ｄ．Ｂｅｎｎｉｓ，Ｎ．Ｍａｈｄｏｕ，Ｋ．Ｏｕａｒｇｈｉ，ＲｉｎｇｏｖｅｒｗｈｉｃｈａｌｌｍｏｄｕｌｅｓａｒｅｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｐｒｅｐｒｉｎｔ．
［ＢＲ］Ａ．Ｂｅｌｉｇｉａｎｎｉｓ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｎｄｈｏｍｏｔｏｐｉｃａｌａｓｐｅｃｔｓｏｆｔｏｓｉｏｎｔｈｅｏｒｉｅｓ，Ｍｅｍ．Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．１８８，Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．

Ｓｏｃ．，Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ，Ｒ．Ｉ．，２００７．
［Ｃｈｅｎ１］Ｘ．Ｗ．Ｃｈｅｎ，ＡｎＡｕｓｌａｎｄｅｒｔｙｐｅｒｅｓｕｌｔｆｏｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ，Ａｄｖ．Ｍａｔｈ．２１８（２００８），２０４３２０５０．
［Ｃｈｅｎ２］Ｘ．Ｗ．Ｃｈｅｎ，Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ，Ｓｃｈｕｒｆｕｎｃｔｏｒｓａｎｄｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇｓ，ｔｏａｐｐｅａｒｉｎ：ＡｌｇｅｂｒａｓａｎｄＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ．
［Ｃｈ］Ｌ．Ｗ．Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ，ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＤｉｍｅｎｓｉｏｎｓ，ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＭａｔｈ．１７４７．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２０００．
［ＥＭ］Ｓ．ＥｉｌｅｎｂｅｒｇａｎｄＪ．Ｃ．Ｍｏｏｒｅ，Ｆｏｎｄａｔｉｏｎｓｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａ，Ｍｅｍ．Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．５５．，Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．，Ｐｒｏｖｉ

ｄｅｎｃｅ，Ｒ．Ｉ．，１９６５．
［ＥＪ１］Ｅ．Ｅ．Ｅｎｏｃｈｓ，Ｏ．Ｍ．Ｇ．Ｊｅｎｄａ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ，Ｍａｔｈ．Ｚ．２２０（４）（１９９５），６１１６３３．
［ＥＪ２］Ｅ．Ｅ．Ｅｎｏｃｈｓ，Ｏ．Ｍ．Ｇ．Ｊｅｎｄａ，Ｒｅｌａｔｉｖｅｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａ，ＤｅＧｒｕｙｔｅｒＥｘｐ．Ｍａｔｈ．３０．ＷａｌｔｅｒＤｅＧｒｕｙｔｅｒＣｏ．，２０００．
［ＦＧＲ］Ｒ．Ｆｏｓｓｕｍ，Ｐ．Ｇｒｉｆｆｉｔｈ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，Ｔｒｉｖｉａｌｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓｏｆａｂｅｌｉａｎｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ，ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＭａｔｈ．４５６，ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７５．
［ＧＺ］Ｎ．Ｇａｏ，Ｐ．Ｚｈａｎｇ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ，ｐｒｅｐｒｉｎｔ２００８．
［Ｇ］Ｖ．Ｅ．Ｇｏｖｏｒｏｖ，Ｏｎｆｌａｔｍｏｄｕｌｅｓ（Ｒｕｓｓｉａｎ），Ｓｉｂ．Ｍａｔｈ．Ｊ．ＶＩ（１９６５），３００３０４．
［Ｈａｐ］Ｄ．Ｈａｐｐｅｌ，ＯｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｌｇｅｂｒａｓ，ｉｎ：Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｇｒｏｕｐｓａｎｄｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｌｇｅｂｒａｓ，Ｐｒｏｇ．Ｍａｔｈ．９５，３８９

４０４，Ｂｉｒｋｈ̈ｕｓｅｒＢａｓｅｌ，１９９１．
［Ｈａｒ］Ｒ．Ｈａｒｔｓｈｏｒｎｅ，Ｒｅｓｉｄｕｅａｎｄｄｕａｌｉｔｙ，ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＭａｔｈ．２０，ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９６６．
［Ｈｏｌ１］Ｈ．Ｈｏｌｍ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ，Ｊ．ＰｕｒｅＡｐｐｌ．Ａｌｇｅｂｒａ１８９（１３）（２００４），１６７１９３．
［Ｈｏｌ２］Ｈ．Ｈｏｌｍ，ＲｉｎｇｓｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，Ｐｒｏｃ．Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．１３２（５）（２００４），１２７９１９８３．
［Ｈｏｌ３］Ｈ．Ｈｏｌｍ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｄｅｒｉｖｅｄｆｕｎｃｔｏｒｓ，Ｐｒｏｃ．Ａｍｅｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．１３２（７）（２００４），１９１３１９２３．
［ＨＨＴ］Ｌ．Ａ．Ｈ̈ｕｇｅｌ，Ｄ．Ｈｅｒｂｅｒａ，Ｊ．Ｔｒｌｉｆａｊ，ＴｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓａｎｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇｓ，ＦｏｒｕｍＭａｔｈ．１８（２）（２００６），２１１２２９．
［Ｊ１］Ｐ．Ｊｒｇｅｎｓｅｎ，ＥｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ，Ｊ．Ｅｕｒ．Ｍａｔｈ．Ｓｏｃ．９（２００７），５９７６．
［Ｊ２］Ｐ．Ｊｒｇｅｎｓｅｎ，Ｔａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｏｖｅｒｆａｉｒｌｙｃｅｎｔｒａｌｒｉｎｇｓ，ｐｒｅｐｒｉｎｔ．
［ＫＲ］Ｂ．Ｋｅｌｌｅｒ，Ｉ．Ｒｅｉｔｅｎ，ＣｌｕｓｔｅｒｔｉｌｔｅｄａｌｇｅｂｒａｓａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｎｄｓｔａｂｌｙＣａｌａｂｉＹａｕ，Ａｄｖ．Ｍａｔｈ．２１１（１０（２００７），１２３１５１．
［Ｌ］Ｄ．Ｌａｚａｒｄ，ＡｕｔｏｕｒｄｅｌａＰｌａｔｉｔｕｄｅ，Ｂｕｌｌ．Ｓｏｃ．Ｍａｔｈ．Ｆｒａｎｃｅ９７（１９６９），８１１２８．
［ＬＨ］Ｒ．Ｌｏｕ，Ｚ．Ｙ．Ｈｕａｎｇ，Ｗｈｅｎａｒｅｔｏｒｓｉｏｎｌｅｓｓｍｏｄｕｌｅｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ？Ｊ．Ａｌｇｅｂｒａ３２０（２）２００８，２１５６２１６４．
［Ｏ］Ｍ．ＳｃｏｔｔＯｓｂｏｒｎｅ，Ｂａｓｉｃｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａ，ＧｒａｄｕａｔｅＴｅｘｔｓｉｎＭａｔｈ．，１９６．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，ＮｅｗＹｏｒｋ，２０００．
［Ｒ］Ｃ．Ｍ．Ｒｉｎｇｅｌ，Ｔａｍｅａｌｇｅｂｒａｓａｎｄｉｎｔｅｇｒａｌｑｕａｄｒａｔｉｃｆｏｒｍｓ，ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＭａｔｈ．１０９９，ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９８４．
［Ｔ］Ｒ．Ｔａｋａｈａｓｈｉ，ＯｎｔｈｅｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄｕｌｅｓｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎｚｅｒｏ，Ｍａｔｈ．Ｚ．２５１（２）（２００５），２４９２５６．
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