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Ｉｍｄ →ｉ ０， →０ Ｉｍｄ →ｉ Ｐｉ →＋１ … ａｎｄ →０ Ｉｍｄ →ｉ Ｐｉ →＋１ →… Ｐ →ｊ Ｉｍｄ →ｊ ０，ｉ＜ｊａｒｅＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）
ｅｘａｃｔ．
（ⅳ）ＩｆＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｌ）＝０，ｉ＞０，ｆｏｒａｌｌｍｏｄｕｌｅｓＬｏｆｆｉｎｉｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．
（ⅴ）ＡｍｏｄｕｌｅＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）ａｎｄＭｈａｓａｒｉｇｈｔＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ

（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ；ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ →Ｍ Ｔ０
ｄ
→
０

Ｔ１
ｄ
→
１

…，ｗｉｔｈＴｉ∈Ｐｒｏｊ，Ｋｅｒｄｉ∈⊥（Ｐｒｏｊ），ｉ≥０．

（ⅵ）ＦｏｒａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＭ，ｔｈｅｒｅｉｓａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ →… Ｆ－１
ｄ
→
－１

Ｆ０
ｄ
→
０

Ｆ →１ …

ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｆｒｅｅｍｏｄｕｌｅｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔＭＩｍｄ－１．
（ⅶ）ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｉｓｅｉｔｈｅｒｚｅｒｏｏｒｉｎｆｉｎｉｔｅ．Ｓｏ，ｉｆｇｌ．ｄｉｍＲ＜∞，ｔｈｅｎ

ＲＧＰｒｏｊ＝ＲＰｒｏｊ．
Ｔｈｕｓ，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｍａｋｅｓｅｎｓｅｏｎｌｙｔｏｒｉｎｇｓｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｇｌｏｂａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．

（ⅷ）ＬｅｔＡｂｅａｎａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍＡ（－，Ａ）ｉｎｄｕｃｅｓａｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅＡＧｐｒｏｊＡｏｐＧｐｒｏｊｗｉｔｈａ
ｑｕａｓｉｉｎｖｅｒｓｅＨｏｍＡ（－，Ａ）．
Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（ⅵ）ａｎｄ（ⅶ）．
（ⅵ）ＴｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ） →ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ Ｐ →０ Ｐ →１ … ｗｉｔｈｅａｃｈＰｉｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｃｈｏｏｓｅｐｒｏｊｅｃ

２ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４４卷



ｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓＱ０，Ｑ１，…，ｓｕｃｈｔｈａｔＦ０ ＝Ｐ０ Ｑ０，Ｆｎ＝Ｐｎ Ｑｎ－１ Ｑｎ，ｎ＞０，ａｒｅｆｒｅｅ．Ｂｙａｄｄｉｎｇ

→０ Ｑｉ →
＝
Ｑ →ｉ ０ｔｏｔｈｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｉｎｄｅｇｒｅｅｓｉａｎｄｉ＋１，ｗｅｏｂｔａｉｎａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｆｒｅｅ

ｍｏｄｕｌｅｓ．ＢｙｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇａｄｅｌｅｔｅｄｆｒｅｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｄｅｌｅｔｅｄｖｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｉｓｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｅｇｅｔｔｈｅｄｅ
ｓｉｒｅｄｓｅｑｕｅｎｃｅ．
（ⅶ） →Ｌｅｔ０ Ｐ →ｎ Ｐｎ →－１ →… Ｐ →０ →Ｇ ０ｂｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅ
Ｍ，ｗｉｔｈｎｍｉｎｉｍａｌ．Ｉｆｎ≥１，ｔｈｅｎｂｙＥｘｔｎＲ（Ｇ，Ｐｎ）＝０ｗｅｋｎｏｗＨｏｍ（Ｐｎ－１，Ｐｎ →） Ｈｏｍ（Ｐｎ，Ｐｎ）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，

→ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ０ Ｐ →ｎ Ｐｎ－１ｓｐｌｉｔｓ．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｔｙｏｆｎ．

１２ ＡｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙＸｏｆＲＭｏｄｉｓｒｅｓｏｌｖｉｎｇ，ｉｆＰｒｏｊＸ，Ｘｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ，ｔｈｅｋｅｒｎｅｌｓｏｆｅｐｉｍｏｒ
ｐｈｉｓｍｓ，ａｎｄｔｈｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１．３ ＦｏｒａｎｙｒｉｎｇＲ，ＧＰｒｏｊｉｓｒｅｓｏｌｖｉｎｇ，ａｎｄｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓ．
Ｐｒｏｏｆ Ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｉｓｉｓａｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｏｆ［ＡＲ１］，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ５１．ＷｅｉｎｃｌｕｄｅａｄｉｒｅｃｔｐｒｏｏｆｇｉｖｅｎｂｙＨ．Ｈｏｌｍｉｎ
［Ｈｏｌ１］．
ＥａｓｙｔｏｓｅｅＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓ；ａｎｄｉｔｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

→ＨｏｒｓｅｓｈｏｅＬｅｍｍａ．Ｌｅｔ０ Ｍ →１ →Ｍ Ｍ →２ ０ｂｅａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈＭ，Ｍ２Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｅｎ
Ｍ１∈⊥（Ｐｒｏｊ）．ＣｏｎｓｔｒｕｃｔａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ，ｒｉｇｈｔＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ１ａｓｆｏｌｌｏｗｓ．ＬｅｔＭ →＝０ →Ｍ Ｐ →０

Ｐ →１ … ａｎｄＭ２ →＝０ Ｍ →２ Ｑ →０ Ｑ →１ … ｂｅｓｕｃｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＭａｎｄＭ２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＢｙＨｏｍ（－，

Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｎｅｓｓｏｆＭ， →Ｍ Ｍ２ｉｎｄｕｃｅｓａｃｈａｉｎｍａｐ →Ｍ Ｍ２，ｗｉｔｈｍａｐｐｉｎｇｃｏｎｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙＣ．ＴｈｅｎＣｉｓｅｘａｃｔ，

ａｎｄＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｃｏｍｐｌｅｘｅｓ

ＳｉｎｃｅＣ，Ｄａｒｅｅｘａｃｔ，ｓｏｉｓＭ１．Ｂｙａｄｉｒｅｃｔａｎａｌｙｓｉｓｏｎｅａｃｈｒｏｗ， →ｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｃｏｍｐｌｅｘｅｓ０ Ｈｏｍ
（Ｄ，Ｐ →） Ｈｏｍ（Ｃ，Ｐ →） Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｐ →） ０ｆｏｒｅｖｅｒｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＰ．ＳｉｎｃｅＨｏｍ（Ｄ，Ｐ）ａｎｄＨｏｍ（Ｃ，Ｐ）ａｒｅｅｘ

ａｃｔ，ｓｏｉｓＨｏｍ（Ｍ１，Ｐ）．ＴｈｉｓｐｒｏｖｅｓｔｈａｔＭ１ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．

ＩｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｐｒｏｖｅＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ．ＵｓｉｎｇＥｉｌｅｎｂｅｒｇ’ｓｓｗｉｎｄｌｅ．ＬｅｔＸ＝ＹＺ∈
ＧＰｒｏｊ．ＰｕｔＷ＝ＹＺＹＺＹＺ… ＴｈｅｎＷ∈ＧＰｒｏｊ，ａｎｄＹＷＷ∈ＧＰｒｏｊ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｓｐｌｉｔｅｘａｃｔｓｅ

→ｑｕｅｎｃｅ０ →Ｙ Ｙ → →Ｗ Ｗ ０．ＴｈｅｎＹ∈ＧＰｒｏｊｓｉｎｃｅｗｅｈａｖｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔＧＰｒｏｊｉｓｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆ
ｅｐｉｍｏｒｐｈｉｓｍｓ．
１３ ＦｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ
Ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｉｓＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．Ｄｅｎｏｔｅｂｙｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌ
ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓ；ａｎｄｂｙＧｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄｕｌｅｓＭ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏ

Ｉｍｄ－１，ｗｈｅｒｅ →… Ｐ－１
ｄ
→
－１

Ｐ０
ｄ
→
０

Ｐ１
ｄ
→
１

Ｐ →２ … ｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈｅａｃｈＰｉ∈ｐｒｏｊ．

第２期 ＺＨＡＮＧＰｕ：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ ３



Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１．４ ＬｅｔＲｂｅａｎｙｒｉｎｇ．ＴｈｅｎＧｐｒｏｊＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．
ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｔｈｅｎＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ＝Ｇｐｒｏｊ．

Ｐｒｏｏｆ ＬｅｔＭ∈Ｇｐｒｏｊ．ＴｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

Ｐ ＝ →… Ｐ－１
ｄ
→
－１

Ｐ０
ｄ
→
０

Ｐ１
ｄ
→
１

Ｐ →２ …

ｗｉｔｈｅａｃｈＰｉ∈ｐｒｏｊ，ｓｕｃｈｔｈａｔＭＩｍｄ－１．ＳｏＭｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．ＳｉｎｃｅｅａｃｈＰｉｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ｉｔｉｓｃｌｅａｒ
ｔｈａｔＰｉｓａｌｓｏＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ，ｉ．ｅ．，Ｍ∈ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．
ＬｅｔＲｂｅａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ａｎｄＭ∈ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．ＢｙＦａｃｔｓ１２（ⅵ） →ｏｎｅｃａｎｔａｋｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０

Ｍ →
ｆ

→ →Ｆ Ｘ ０ｗｉｔｈＦｆｒｅｅａｎｄＸＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＳｉｎｃｅＭｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ，ｏｎｅｃａｎｗｒｉｔｅＦ＝Ｐ０

Ｑ０ｗｉｔｈＩｍｆＰ０，ａｎｄＰ０ｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕ →ｅｎｃｅ０ Ｍ →
ｆ
Ｐ →０ Ｍ →′ ０ｗｉｔｈＸ

Ｍ′Ｑ０，ａｎｄｈｅｎｃｅＭ′∈ＧＰｒｏｊ∩ＲｍｏｄｂｙＴｈｅｏｒｅｍ１３．ＲｅｐｅａｔｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｉｔｈＭ′ｒｅｐｌａｃｉｎｇＭ，ｗｅｇｅｔａｎ
→ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ Ｐ →０ Ｐ →１ … ｗｉｔｈａｌｌｉｍａｇｅｓｉｎＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ．ＨｅｎｃｅｉｔｉｓａＨｏｍ（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅ

ｑｕｅｎｃｅ．Ｏｍｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｓｉｎｃｅＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，Ｍｈａｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ
（－，ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｉｎｃｅＭ∈⊥（ｐｒｏｊ）．ＳｏＭ∈Ｇｐｒｏｊ．
１４ ＳｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ

Ａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ… →
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
… ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｓｔｒｏｎｇ，ａｎｄＭＫｅｒｆｉｓｃａｌｌｅｄ

ａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ（［ＢＭ］）．ＤｅｎｏｔｅｂｙＳＧＰｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

ｍｏｄｕｌｅｓ．Ｔｈｅｎｉｔｉｓｋｎｏｗｎｉｎ［ＢＭ］ｔｈａｔＰｒｏｊＳＧＰｒｏｊＧＰｒｏｊ；ａｎｄｔｈａｔａｍｏｄｕｌｅｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ
ｉｔｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ．Ｓｏ，ａｓｔｒｏｎｇｌｙＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｉｓａｎａｎａ
ｌｏｇｕｅｏｆａｆｒｅｅｍｏｄｕｌｅ．

ＤｅｎｏｔｅｂｙＳＧｐｒｏｊｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆａｌｌｔｈｅｍｏｄｕｌｅｓＭｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＫｅｒｆ，ｗｈｅｒｅ… →
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
… ｉｓ

ａｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈＰｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．ＴｈｅｎｆｏｒａｎｙｒｉｎｇＲｗｅｈａｖｅ（ＳＧＰｒｏｊ）∩Ｒｍｏｄ＝ＳＧｐｒｏｊ．

２ ＰｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ＡｂａｓｉｃｐｒｏｂｌｅｍｉｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａｉｓ，ｇｉｖｅｎａｒｉｎｇＲ，ｗｈｅｎＲＧＰｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＲ
Ｍｏｄ；ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｗｈｅｎｅｖｅｒｙｍｏｄｕｌｅａｄｍｉｔｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｉｔｉｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｏ
ｋｎｏｗｗｈｅｎＲＧｐｒｏｊｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｉｎＲｍｏｄ；ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｗｈｅｎｅｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅａｄｍｉｔｓａ
ｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｉｔｈｅａｃｈｔｅｒｍｉｎＲＧｐｒｏｊ．
２１ Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｒｅｃａｌｌａｇｅｎｅｒａｌｒｅｓｕｌｔｄｕｅｔｏＡｕｓｌａｎｄｅｒａｎｄＢｕｃｈｗｅｉｔｚ［ＡＢｕ］．
ＬｅｔＡ ｂｅａｎａｂｅｌｉａｎｃａｔｅｇｏｒｙ，Ｘ ｂｅａｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＡ ｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ，ｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓ，ａｎｄｉｓｏｍｏｒ

ｐｈｉｓｍｓ．ＬｅｔωｂｅａｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｏｆＸ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓωｉｓａｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＸｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｆｉｎｉｔｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍｓａｎｄｉｓｏ

ｍｏｒｐｈｉｓｍｓ，ａｎｄｆｏｒａｎｙＸ∈Ｘ， →ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ → →Ｘ Ｂ Ｘ →′ ０ｉｎＸ ｗｉｔｈＢ∈ω．ＤｅｎｏｔｅｂｙＸ^
ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＡ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌｏｂｊｅｃｔｓＸｏｆｆｉｎｉｔｅＸｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ，ｉ．ｅ．， →ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０
Ｘ →ｎ Ｘｎ →－１ →… Ｘ →０ →Ｘ ０ｗｉｔｈＸｉ∈Ｘ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２．１（［ＡＢｕ］，Ｔｈｅｏｒｅｍｓ１１，２３，２５） （ⅰ）ＥｖｅｒｙｏｂｊｅｃｔＣ∈Ｘ^ ｈａｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｇｈｔＸａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．

Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｆｏｒａｎｙＣ∈Ｘ^ ｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（Ｘ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ Ｙ →Ｃ Ｘ →Ｃ →Ｃ ０ｗｉｔｈＸＣ∈Ｘ，ＹＣ∈
ω^；ａｎｄＹＣ∈Ｘ⊥．

（ⅱ）ＥｖｅｒｙｏｂｊｅｃｔＣ∈Ｘ^ ｈａｓａｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔ^ωａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｆｏｒａｎｙＣ∈Ｘ^ ｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，

ω^）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ →Ｃ Ｙ →Ｃ Ｘ →Ｃ ０ｗｉｔｈＸＣ∈Ｘ，ＹＣ∈ω^；ａｎｄＸＣ∈⊥
ω^．

２２ ＡｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｎＲｍｏｄｕｌｅＭ ｉｓａＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅＧ →：…

Ｇ →１ Ｇ →０ →Ｍ ０ｗｉｔｈｅａｃｈＧｉＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＮｏｔｅｔｈａｔＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｎｅｓｓｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｕｎｉｑｕｅ
ｎｅｓｓｏｆｓｕｃｈａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙｃａｔｅｇｏｒｙ．
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２３ ＴｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ＧｐｄＭ，ｏｆＲｍｏｄｕｌｅＭｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｉｎｔｅｇｅｒｎ≥０ｓｕｃｈｔｈａｔＭ
ｈａｓａＧＰｒｏｊｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｌｅｎｇｔｈｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２．２ ＬｅｔＭｂｅａｎＲｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ．ＴｈｅｎＭａｄｍｉｔｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｇｈｔＧＰｒｏｊ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： →Ｇ Ｍ，ｗｉｔｈｐｄＫｅｒ＝ｎ－１（ｉｆｎ＝０，ｔｈｅｎＫ＝０）．
Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ａｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎａｄｍｉｔｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｌｅｎｇｔｈａｔｍｏｓｔｎ．
Ｐｒｏｏｆ ＴｈｉｓｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＴｈｅｏｒｅｍ２１（ⅰ）ｂｙｌｅｔｔｉｎｇＸ＝ＧＰｒｏｊ，ω＝Ｐｒｏｊ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｗｅｉｎｃｌｕｄｅａｄｉｒｅｃｔｐｒｏｏｆｇｉｖｅｎ
ｂｙＨ．Ｈｏｌｍｉｎ［Ｈｏｌ１］．
ＲｅｃａｌｌｔｈｅＡｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ（［ＡＢＲ］，Ｌｅｍｍａ３１２），ｗｈｉｃｈｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｈｏｗｉｎｇｔｈａｔａｎｙｔｗｏ“ｍｉｎｉｍａｌ”
ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅｏｆｔｈｅｓａｍｅｌｅｎｇｔｈ．
Ａｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ ＬｅｔＸ ｂｅａｒｅｓｏｌｖｉｎｇｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆａｎａｂｅｌｉａｎｃａｔｅｇｏｒｙＡ ｈａｖｉｎｇｅｎｏｕｇｈｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

→ｏｂｊｅｃｔｓ．Ｉｆ０ Ｘ →ｎ Ｘｎ →－１ →… Ｘ →０ →Ａ →０ａｎｄ０ Ｙ →ｎ Ｙｎ →－１ →… Ｙ →０ →Ａ ０ａｒｅｅｘａｃｔｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈＸｉ，Ｙｉ∈Ｘ，０≤ｉ≤ｎ－１，ｔｈｅｎＸｎ∈Ｘ ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＹｎ∈Ｘ．
ＣｏｍｉｎｇｂａｃｋｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２２．Ｔａｋｅａｎ →ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ Ｋ →′ Ｐｎ →－１ →… Ｐ →０ →Ｍ ０ｗｉｔｈ
Ｐｉｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＢｙｔｈｅＡｕｓｌａｎｄｅｒ－ＢｒｉｄｇｅｒＬｅｍｍａ，Ｋ′ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＨｅｎｃｅｔｈｅｒｅｉｓａＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔｓｅ

→ｑｕｅｎｃｅ０ Ｋ →′ Ｑ →０ Ｑ →１ …Ｑｎ →－１ →Ｇ ０，ｗｈｅｒｅＱｉａｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ＧｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｕｓｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓＱ →ｉ Ｐｎ－１－ｉｆｏｒｉ＝０，…，ｎ－１，ａｎｄ →Ｇ Ｍ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｉａｇｒａｍｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ

ＬｅｔＣ１ ａｎｄＣ２ ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｕｐｐｅｒａｎｄｔｈｅｌｏｗｅｒｒｏｗ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｉｎｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙ

ｃａｔｅｇｏｒｙＣ１
ｆ
→


Ｃ →２ Ｃｏｎ（ｆ →） Ｃ１［１］．ＳｉｎｃｅＨ０ｉｓａｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｆｕｎｃｔｏｒ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＣｏｎ（ｆ）ｉｓａｌｓｏｅｘ
ａｃｔ，ｉ．ｅ．，ｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｋ′→
α Ｑ０Ｋ →′ Ｑ１Ｐｎ →－１ →… Ｑｎ－１Ｐ →１ Ｇ′Ｐ →０ →Ｍ ０

ｗｉｔｈαｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｏｎｏ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｑ →０ Ｑ１Ｑｎ →－１ →… Ｑｎ－１Ｑ →１ Ｇ′Ｐ０ →


→Ｍ ０

ｗｉｔｈＧ′Ｐ０Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｐｄＫｅｒ≤ｎ－１（ｔｈｅｎｎｅｃｅｓｓａｒｉｌｙｐｄＫｅｒ＝ｎ－１）．ＳｉｎｃｅＥｘｔｉ（Ｈ，Ｐｒｏｊ）＝０ｆｏｒ
ｉ≥１ａｎｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＨ，ｓｏｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒＥｘｔ１（Ｈ，Ｋｅｒ）＝０，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｓａｌｅｆｔＧＰｒｏｊａｐｐｒｏｘｉｍａ
ｔｉｏｎ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２．３ Ｉｆ →０ Ｇ →′ → →Ｇ Ｍ ０ｉｓａｓｈｏｒｔｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈＧ′，ＧＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄＥｘｔ１（Ｍ，
Ｐｒｏｊ）＝０，ｔｈｅｎＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．
Ｐｒｏｏｆ ＳｉｎｃｅＧｐｄＭ≤１，ｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍａｂｏｖｅｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ → → →Ｑ Ｅ Ｍ ０ｗｉｔｈＥＧｏｒｅｎ
ｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄＱｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＢｙａｓｓｕｍｐｔｉｏｎＥｘｔ１（Ｍ，Ｑ）＝０，ｈｅｎｃｅＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｂｙＴｈｅｏｒｅｍ１３．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２．４ ＬｅｔＲｂｅａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ａｎｄＭａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅｗｉｔｈＧｐｄＭ＝ｎ＜∞．ＴｈｅｎＭｈａｓ
ａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＧｐｒｏｊ →ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎＧ Ｍｗｉｔｈｋｅｒｎｅｌｏｆｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ－１．ＨｅｎｃｅＭｈａｓａｐｒｏｐｅｒｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎ
ｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｌｅｎｇｔｈａｔｍｏｓｔｎ．
Ｐｒｏｏｆ ＴｈｅｐｒｏｏｆｉｓｓａｍｅａｓｔｈｅｏｎｅｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２２．ＮｏｔｅｔｈａｔｉｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｔｈｅｎＲｍｏｄｉｓａｇａｉｎａｎａｂｅｌｉａｎ
ｃａｔｅｇｏｒｙ．
２４ ＷｅｌｉｓｔｓｏｍｅｆａｃｔｓｏｎｔｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｍｏｄｕｌｅｓ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２．５ （１）（［Ｈｏｌ１］）ＷｅｈａｖｅＧｐｄ（Ｍｉ）＝ｓｕｐ｛ＧｐｄＭｉ｜ｉ∈Ｉ｝．
（２）（［Ｈｏｌ１］）ＬｅｔＭｂｅＲｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ａｎｄｎ≥０ｂｅａｎｉｎｔｅｇｅｒ．Ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗ

ｉｎｇａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ．

第２期 ＺＨＡＮＧＰｕ：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ ５



（ⅰ）ＧｐｄＭ≤ｎ．
（ⅱ）Ｅｘｔｉ（Ｍ，Ｌ）＝０ｆｏｒａｌｌｉ＞ｎａｎｄｍｏｄｕｌｅｓＬｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｐｄＬ．
（ⅲ）Ｅｘｔｉ（Ｍ，Ｑ）＝０ｆｏｒａｌｌｉ＞ｎａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓＱ．
（ⅳ）Ｆｏｒｅｖｅｒｙｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ →０ Ｋ－ →ｎ Ｇ－ｎ →＋１ →… Ｇ →－１ Ｇ →０ →Ｍ ０ｗｉｔｈａｌｌＧｉＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃ

ｔｉｖｅ，ｔｈｅｎａｌｓｏＫ－ｎｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．
（３）（［Ｈｏｌ１］）Ｌｅｔ →０ Ｍ →′ →Ｍ Ｍ →″ ０ｂｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ．ＩｆａｎｙｔｗｏｏｆｔｈｅｍｏｄｕｌｅｓｈａｖｅｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｎｓｏｈａｓｔｈｅｔｈｉｒｄ．
（４）（［Ｈｏｌ２］，Ｔｈｅｏｒｅｍ２２）ＩｆｉｄＭ＜∞，ｔｈｅｎＧｐｄＭ＝ｐｄＭ．
Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（４）ｇｉｖｅｎｂｙＨ．Ｈｏｌｍｉｎ［Ｈｏｌ２］．ＩｔｉｓｃｌｅａｒＧｐｄＭ≤ｐｄＭ．Ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅ
ＧｐｄＭ≥ｐｄＭ．ＷｅｍａｙａｓｓｕｍｅｔｈａｔＧｐｄＭ＝ｎ＜∞．
Ｆｉｒｓｔ，ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｎ＝０，ｉ．ｅ．，ＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃ →ｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ → →Ｍ Ｐ

Ｍ →′ ０ｗｉｔｈＰｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄＭ′Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｓｏｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅ →ｎｃｅ０ Ｍ′
ｄ
→
－１
Ｐ０

ｄ
→
０

→… Ｐｍ
ｄ
→
ｍ

Ｐｍ →＋１ … ＳｉｎｃｅｉｄＭ＜∞，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＥｘｔ１（Ｍ′，Ｍ）＝Ｅｘｔ２（Ｉｍｄ０，Ｍ）＝…＝０．ＳｏＭｉｓａｌｓｏｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄ
ｈｅｎｃｅｔｈｅｅｑｕａｌｉｔｙｈｏｌｄｓｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ．
Ｎｏｗａｓｓｕｍｅｔｈａｔｎ＞０．ＴｈｅｎｂｙＴｈｅｏｒｅｍ２２ｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃ →ｅ０ → → →Ｋ Ｇ Ｍ ０ｗｉｔｈｐｄＫ＝
ｎ－１ａｎｄＧＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｓｏｗｅｈａｖｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑ →ｕｅｎｃｅ０ → →Ｇ Ｈ Ｇ →′ ０ｗｉｔｈＨｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄＧ′
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｅｘａｃｔｒｏｗｓａｎｄｃｏｌｕｍｎｓ

ＳｉｎｃｅＨｉｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄｐｄＫ＝ｎ－１，ｗｅｇｅｔｐｄ（Ｈ／Ｋ）≤ｎｂｙｔｈｅｓｅｃｏｎｄｒｏｗ．ＳｉｎｃｅＧ′ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ａｎｄｉｄＭ＜∞，ｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔａｓｂｅｆｏｒｅｗｅｈａｖｅＥｘｔ１（Ｇ′，Ｍ）＝０．Ｓｏｔｈｅｃｏｌｕｍｎｏｎｒｉｇｈｔｓｐｌｉｔｓ，ａｎｄｈｅｎｃｅ
ｐｄＭ≤ｎ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ．
２５ ＩｆＭｈａｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＧ → →Ｍ ０，ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｍｏｄｕｌｅＮ，ｔｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｇｈｔ
ｄｅｒｉｖｅｄｆｕｎｃｔｏｒＥｘｔｎＧＰｒｏｊ（－，Ｎ）ｏｆＨｏｍＲ（－，Ｎ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓＥｘｔｎＧＰｒｏｊ（Ｍ，Ｎ）：＝ＨｎＨｏｍＲ（Ｇ，Ｎ）．Ｎｏｔｅｔｈａｔｉｔｉｓｏｎｌｙ
ｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄｏｎｔｈｅｍｏｄｕｌｅｓｈａｖｉｎｇｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｄｕａｌｌｙ，ｆｉｘａｍｏｄｕｌｅＭ，ｏｎｅｈａｓｔｈｅ
ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｇｈｔｄｅｒｉｖｅｄｆｕｎｃｔｏｒＥｘｔｎＧＩｎｊ（Ｍ，－）ｏｆＨｏｍＲ（Ｍ，－），ｗｈｉｃｈｉｓｄｅｆｉｎｅｄｏｎｔｈｅｍｏｄｕｌｅｓｈａｖｉｎｇｃｏｐｒｏｐｅｒ
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２．６（［ＡＭ］，［Ｈ３］） ＦｏｒａｌｌｍｏｄｕｌｅｓＭａｎｄＮｗｉｔｈＧｐｄＲＭ＜∞ ａｎｄＧｉｄＲＮ＜∞，ｏｎｅｈａｓｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ

ＥｘｔｎＧＰｒｏｊ（Ｍ，Ｎ）ＥｘｔｎＧＩｎｊ（Ｍ，Ｎ），ｗｈｉｃｈａｒｅｆｕｎｃｔｏｒｉａｌｉｎＭａｎｄＮ；ａｎｄｉｆｅｉｔｈｅｒｐｄＭ＜∞ ｏｒｉｄＮ＜∞，ｔｈｅｎｔｈｅ
ｇｒｏｕｐａｂｏｖｅｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈＥｘｔｎ（Ｍ，Ｎ）．
Ｒｅｍａｒｋ２．７ （ⅰ）Ｉｆ →０ Ｍ →１ Ｍ →２ Ｍ →３ ０ｉｓａｓｈｏｒｔＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｈｅｒｅａｌｌＭｉｈａｖｅ
ｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙＮ，ＥｘｔｎＧＰｒｏｊ（－，Ｎ）ｉｎｄｕｃｅａｄｅｓｉｒｅｄｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ（［ＡＭ］，
［Ｖ］）．
（ⅱ）Ｉｆ →０ Ｎ →１ Ｎ →２ Ｎ →３ ０ｉｓａｓｈｏｒｔＨｏｍ（ＧＰｒｏｊ，－）ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ，ａｎｄＭｈａｓａｐｒｏｐｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｎＥｘｔｎＧＰｒｏｊ（Ｍ，－）ｉｎｄｕｃｅａｄｅｓｉｒｅｄｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ（［ＥＪ２］，［ＡＭ］，［Ｖ］）．
（ⅲ）Ｏｖｅｒｓｏｍｅｓｐｅｃｉａｌｒｉｎｇｓ（ｅ．ｇ．ｔｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇｓ），ｔｈｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＥｘｔｇｒｏｕｐｓ，ｔｈｅｕｓｕａｌＥｘｔｇｒｏｕｐｓ，ａｎｄｔｈｅ
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Ｔａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐｓｃａｎｂｅｒｅｌａｔｅｄｂｙａｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ（［ＡＭ］，［Ｊ２］）．

３ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇｓ

ＡＩｗａｎａｇａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ｏｒｓｉｍｐｌｙ，ａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇＲ，ｉｓａｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ａｎｄｉｄＲＲ，ｉｄＲＲ＜
∞（ｓｅｅｅ．ｇ．［ＥＪ２］，ｐ．２１１）．ＡＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇＲｉｓｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｆｉｄＲＲ≤ｎ．ＩｎｔｈｉｓｃａｓｅｉｄＲＲ＜∞（［ＥＪ２］，

９１９）．ＡｋａｌｇｅｂｒａＡｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｌｇｅｂｒａｉｆＡｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎａｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｋａｌｇｅｂｒａＡｉｓ
ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｄＡＡ＜∞ａｎｄｐｄＨｏｍｋ（ＡＡ，ｋ）＜∞．
３１ ＱｕａｓｉＦｒｏｂｅｎｉｕｓｒｉｎｇｓａｒｅ０Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇｓ；ｒｉｎｇｓｏｆｆｉｎｉｔｅｇｌｏｂａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ．Ｔｈｅｋａｌｇｅｂｒａｇｉｖｅｎ
ｂｙｔｈｅｑｕｉｖｅｒ

ｗｉｔｈｒｅｌａｔｉｏｎｓｘ２，ｙ２，ａｙ－ｘａ（ｔｈｅｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎｏｆｐａｔｈｓｉｓｆｒｏｍｒｉｇｈｔｔｏｌｅｆｔ）ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｇｌｏｂａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，
ｂｕｔｎｏｔｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．

ＬｅｔＡｂｅａｎａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ（［ＡＲＳ］），Ｔ２（Ａ）＝
Ａ Ａ
０( )Ａ ｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｇｉｖｅｎｂｙｔｈｅｏｎｅｏｆｍａｔｒｉｃｅｓ．ＴｈｅｎＡｉｓ

ｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＴ２（Ａ）ｉｓ（ｎ＋１）Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｓｅｅ［ＦＧＲ］；ａｌｓｏ［Ｈａｐ］）．ＮｏｔｅｔｈａｔＡｋＢｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＡａｎｄＢａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（［ＡＲ２］）；ａｎｄｔｈａｔ
Ａ ＡＭＢ
０( )Ｂ ｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＡａｎｄＢａｒｅＧｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎ，ａｎｄｐｄＡＭ＜∞ａｎｄｐｄＭＢ＜∞（［Ｃｈｅｎ２］）．Ａｌｓｏ，ｃｌｕｓｔｅｒｔｉｌｔｅｄａｌｇｅｂｒａｓａｒｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（［ＫＲ］）．
ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｇｉｖｅｓａｎｉｎｄｕｃｔｉｖｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｏｖｅｒＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｓ．ＦｏｒｔｈｅｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＴ２（Ａ）ｍｏｄｗｅｒｅｆｅｒｔｏ［ＡＲＳ］ａｎｄ［Ｒ］．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３．１（［ＧＺ］） ＬｅｔＡｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＴ２（Ａ）ｍｏｄｕｌｅ
Ｘ( )Ｙ

ｉｓＧｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＸ，ＹａｎｄＣｏｋｅｒａｒｅｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＡｍｏｄｕｌｅｓａｎｄ： →Ｙ Ｘｉｓｉｎ
ｊｅｃｔｉｖｅ．
ＩｆＡｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎｅｖｅｒｙＡｍｏｄｕｌｅｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｓｏｗｅｈａｖｅ

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３．２（［ＧＺ］） ＬｅｔＡｂｅａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎ
Ｘ( )Ｙ

ｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ

Ｔ２（Ａ）ｍｏｄｕｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．
３２ ＯｎｅｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｂａｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３（Ｉｗａｎａｇａ，１９８０） ＬｅｔＲｂｅａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ａｎｄＭａｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ．Ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｒｅｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｔ．
（ⅰ）ｉｄＭ＜∞．
（ⅱ）ｉｄＭ≤ｎ．
（ⅲ）ｐｄＭ＜∞．
（ⅳ）ｐｄＭ≤ｎ．
（ⅴ）ｆｄＭ＜∞．
（ⅵ）ｆｄＭ≤ｎ．
Ｐｒｏｏｆ Ｂｅｆｏｒｅｐｒｏｖｉｎｇｗｅｒｅｃａｌｌｓｏｍｅｕｓｅｆｕｌｆａｃｔｓ．
（Ａ）ＩｆＲｉｓａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ，ｉｄＲＲ≤ｎ，ｔｈｅｎｉｄＲＰ≤ｎｆｏｒａｎｙｌｅｆｔｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰ．
Ｉｎｆａｃｔ，ＰｍａｙｂｅａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｄｉｒｅｃｔｓｕｍＲ（Ｉ）．ＩｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｅｅｉｄＲ（Ｉ）≤ｎ．Ｔｈｉｓｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ：ａｒｉｎｇＲｉｓａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｅｖｅｒｙｄｉｒｅｃｔｓｕｍｏｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅｓｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ

第２期 ＺＨＡＮＧＰｕ：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ ７



（ｓｅｅｅ．ｇ．Ｔｈｅｏｒｅｍ３１１７ｉｎ［ＥＪ２］）．
（Ｂ）Ａｍｏｄｕｌｅｉｓｆｌａｔｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｔｉｓａｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ．
ＴｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＴｏｒｉ（Ｘ，→

ｌｉｍＮｊ）
→

＝ｌｉｍＴｏｒｉ（Ｘ，Ｎｊ），ｉ≥１，ＸＲ．Ｔｈｅｆｉｒｓｔｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙ

ｗａｓｇｉｖｅｎｂｙＶ．Ｅ．Ｇｏｖｏｒｏｖｉｎ［Ｇ］；ａｎｄｔｈｅｎａｌｓｏｂｙＤ．Ｌａｚａｒｄｉｎ［Ｌ］．Ｓｅｅａｌｓｏ［Ｏ］，Ｔｈｅｏｒｅｍ８１６．
（Ｃ）ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ａｎｄｉｄＲＲ≤ｎ，ｔｈｅｎｉｄＲＦ≤ｎ，ｆｏｒａｎｙｌｅｆｔｆｌａｔｍｏｄｕｌｅＦ．
Ｉｎｆａｃｔ，ｂｙ（Ｂ）ｗｅｈａｖｅｉｄＦ

→
＝ｉｄｌｉｍＰｉ．ＳｉｎｃｅＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｗｅｈａｖｅ

ＥｘｔｉＲ（Ｍ，→
ｌｉｍＮｉ） →

＝ｌｉｍＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎｉ）

ｆｏｒａｎｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｍｏｄｕｌｅＭ
→

．ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｉｄｌｉｍＮｉ≤ｓｕｐ｛ｉｄＮｉ｝．Ｎｏｗｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（Ａ）．

（ⅲ）（ⅱ）：ＳｉｎｃｅｐｄＭ＜∞，ａｎｄｉｄＰ≤ｎｆｏｒａｎｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰｂｙ（Ａ），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｉｄＭ≤ｎ．
（ⅴ）（ⅳ）：Ｌｅｔｍ＝ｆｄＭ＜∞．ＴａｋｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ

→… Ｐ →ｔ Ｐｔ →－１ →… Ｐ →０ →Ｍ ０．
Ｉｆｍ＞ｎ，ｔｈｅｎｂｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｈｉｆｔｗｅｓｅｅＦ＝Ｉｍ（Ｐ →ｍ Ｐｍ－１）ｉｓｆｌａｔ，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｄＦ≤ｎｂｙ（Ｃ）．ＴｈｅｎＥｘｔｍ（Ｍ，

Ｆ）＝０，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓＨｏｍ（Ｐｍ－１，Ｆ →） Ｈｏｍ（Ｆ，Ｆ）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｈｅｎｃｅＦ Ｐｎ－１ｓｐｌｉｔｓ，ｓａｙＰｎ－１＝ＦＧ．
Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ →Ｇ Ｐｍ →－２ →… Ｐ →０ →Ｍ ０
ｗｉｔｈＧｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｉｆｍ－１＝ｎｔｈｅｎｗｅａｒｅｄｏｎｅ．Ｉｆｍ－１＞ｎｔｈｅｎｗｅｒｅｐｅａｔｔｈｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｉｔｈＧｒｅｐｌａｃｉｎｇＦ．Ｓｏ
ｗｅｓｅｅｐｄＭ≤ｎ．
Ｉｆｍ≤ｎ，ｔｈｅｎｗｅａｌｓｏｈａｖｅｐｄＭ≤ｎ．Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｄ＝ｐｄＭ＞ｎ，ｔｈｅｎｏｎｅｃａｎｃｈｏｏｓｅｄ′＜∞，ｎ＜ｄ′≤ｄ．Ｎｏｔｅ

ｔｈａｔＦ′＝Ｉｍ（Ｐｄ →′ Ｐｄ′－１）ｉｓａｇａｉｎｆｌａｔｂｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｈｉｆｔ，ａｎｄｈｅｎｃｅｉｄＦ′≤ｎｂｙ（Ｃ）．ＴｈｅｎＥｘｔｄ′（Ｍ，Ｆ′）＝０，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓＨｏｍ（Ｐｄ′－１，Ｆ′ →） Ｈｏｍ（Ｆ′，Ｆ′）ｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｈｅｎｃｅＦ′ Ｐｄ′－１ｓｐｌｉｔｓ，ｓａｙＰｄ′－１＝Ｆ′Ｇ′．
Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

→０ Ｇ →′ Ｐｄ′ →－２ →… Ｐ →０ →Ｍ ０
ｗｉｔｈＧ′ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｄ＝ｐｄＭ．
（ⅰ）（ⅵ）：ＩｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｆｄＩ≤ｎｆｏｒａｎｙｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ．
ＮｏｔｅｔｈａｔＩ＋＝ＨｏｍＺＺ（Ｉ，ＱＱ／／ＺＺ）ｉｓｆｌａｔｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅ．Ｔｈｅｎｂｙｔｈｅｒｉｇｈｔｖｅｒｓｉｏｎｏｆ（Ｃ）ｏｎｅｈａｓｉｄＩ＋≤ｎ，ａｎｄ
ｈｅｎｃｅｆｄＩ＋＋≤ｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ＩｉｓａｐｕｒｅｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＩ＋＋，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ（ｆｏｒｄｅｔａｉｌｓｓｅｅＡｐｐｅｎｄｉｘ）ｆｄＩ≤ｆｄＩ＋＋≤
ｎ．

Ｎｏｗｗｅｈａｖｅ（ⅰ）（ⅵ）（ⅴ）（ⅳ）（ⅲ）（ⅱ）（ⅰ）．
３３ Ａｓｗｅｗｉｌｌｓｅｅ，ｆｏｒａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｉｓｅｘａｃｔｌｙｔｈｅｌｅｆｔ
ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｏｆｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ．
Ｌｅｍｍａ３．４（［ＥＪ２］，Ｌｅｍｍａ１０２１３） ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎｅｖｅｒｙｍｏｄｕｌｅＭｈａｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐ
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆ： →Ｍ Ｌ，ｗｈｅｒｅＬ ｉｓｔｈｅｆｕｌｌｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＲｍｏｄｕｌｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３．５（［ＥＪ２］，Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１１５３） ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＴｈｅｎＧＰｒｏｊ＝⊥（Ｐｒｏｊ）；ａｎｄＧｐｒｏｊ＝｛Ｘ∈Ｒ
ｍｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．

Ｐｒｏｏｆ ＮｏｔｅｔｈａｔＧＰｒｏｊ⊥（Ｐｒｏｊ）．ＡｓｓｕｍｅＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）．ＢｙＬｅｍｍａ３４ＭｈａｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆ：

→Ｍ Ｌ →．Ｔａｋｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｋ Ｐ０ →
θ

→Ｌ ０ｗｉｔｈＰ０ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ３３Ｋｈａｓｆｉｎｉｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎＭ∈⊥（Ｐｒｏｊ）ｔｈａｔＥｘｔｉ（Ｍ，Ｋ）＝０ｆｏｒｉ≥１．ＩｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒＥｘｔ１（Ｍ，
Ｋ）＝０．Ｔｈｕｓ，θｉｎｄｕｃｅｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｍａｐＨｏｍＲ（Ｍ，Ｐ０ →） ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｌ）．Ｈｅｎｃｅｗｅｇｅｔｇ： →Ｍ Ｐ０ｓｕｃｈｔｈａｔｆ＝

θｇ．ＳｉｎｃｅｆｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄＰ０∈Ｌ，ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔｇｉｓａｌｓｏａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＬａｐｐｒｏｘｉｍａ
ｔｉｏｎ，ａｎｄｈｅｎｃｅＥｘｔｉ（Ｐ０／Ｍ，Ｐｒｏｊ）＝０ｆｏｒｉ≥１．
ＡｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔｔｏＰ０／Ｍａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓ， →ｗｅｏｂｔａｉｎａｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０ →Ｍ

Ｐ →０ Ｐ →１ …，ｗｈｉｃｈｉｓＨｏｍ（－，Ｐｒｏｊ）ｅｘａｃｔ．Ｐｕｔｔｉｎｇａ（ｄｅｌｅｔｅｄ）ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（ｔｈｅｄｅ
ｌｅｔｅｄｖｅｒｓｉｏｎｏｆ）ｔｈｉｓｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｅｓｅｅＭｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＴｈｉｓｐｒｏｖｅｓＧＰｒｏｊ＝⊥（Ｐｒｏｊ）．
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ＩｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｐｒｏｖｅＧｐｒｏｊ＝｛Ｘ∈Ｒｍｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．ＳｉｎｃｅＧｐｒｏｊ＝ＧＰｒｏｊ∩Ｒｍｏｄ＝⊥（Ｐｒｏｊ）∩Ｒ
ｍｏｄ，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｉｆＸ∈ＲｍｏｄｗｉｔｈＥｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１，ｔｈｅｎＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｐ）＝０ｆｏｒｉ≥１ａｎｄａｎｙｐｒｏ
ｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＰ．ＳｉｎｃｅＰｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆａｄｉｒｅｃｔｓｕｍＲ（Ｉ）（ｍａｙｂｅｉｎｆｉｎｉｔｅ），ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅＥｘｔｉＲ（Ｘ，

Ｒ（Ｉ））＝０ｆｏｒｉ≥１，ｗｈｉｌｅｔｈｉｓｔｒｕｅｓｉｎｃｅＸｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄａｎｄＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｒ
（Ｉ））＝ＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｒ）

（Ｉ）＝０ｆｏｒｉ≥１．
Ｒｅｍａｒｋ ＩｆＲｉｓｉｎａｄｄｉｔｉｏｎａｒｔｉｎ，ｔｈｅｎＧＰｒｏｊ＝｛Ｘ∈ＲＭｏｄ｜Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｒ）＝０，ｉ≥１｝．Ｓｅｅ［Ｂ］，ｏｒ［ＨＨＴ］．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３．６ ＬｅｔＲｂｅａｎｎＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ａｎｄ
→０ →Ｋ Ｐｎ →－１ →… Ｐ →１ Ｐ →０ →Ｍ ０

ｂｅａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｗｉｔｈＰｉｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．ＴｈｅｎＫｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ．
Ｐｒｏｏｆ ＮｏｔｅｔｈａｔＥｘｔｉＲ（Ｋ，Ｐｒｏｊ）＝Ｅｘｔｎ＋ｉＲ （Ｍ，Ｐｒｏｊ）＝０ｆｏｒａｌｌｉ≥１，ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ３３．ＴｈｅｎＫｉｓＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ３５．
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４６ ＩｆＲｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ，ｔｈｅｎＲＭｏｄ＝ＲＰｒｏｊｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｇｌ．ｄｉｍＲ＜∞．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４．６（［ＬＨ］） ＬｅｔＲｂｅａｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅａｒｔｉｎｒｉｎｇ，ａｎｄＧａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅＲｍｏｄｕｌｅ．
ＴｈｅｎＧｉｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ｇ）＝０，ｉ≥１．

５ ＡｐｐｅｎｄｉｘＩ：Ｃｈａｒａｃｔｅｒｍｏｄｕｌｅｓ

５１ ＡｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅＥｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒ，ｉｆＨｏｍ（Ｍ，Ｅ）≠０，Ｍ≠０，ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｆｏｒａｎｙＭ≠０
ａｎｄ０≠ｘ∈Ｍ，ｔｈｅｒｅｉｓｆ∈Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ）ｓｕｃｈｔｈａｔｆ（ｘ）≠０．Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ＱＱ／／ＺＺｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｏｆＺＺｍｏｄ
ｕｌｅｓ．
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ＦｏｒａｎｙｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅＭ≠０，ｔｈｅｎｏｎｚｅｒｏｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅＭ＋＝ＨｏｍＺＺ（Ｍ，ＱＱ／／ＺＺ）ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｍｏｄｕｌｅｏｆ
Ｍ．
ＢｙｔｈｅａｄｊｏｉｎｔｐａｉｒｏｎｅｃａｎｓｅｅｔｈａｔＲ＋ ｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅｓ．ＳｏＲ＋ ｉｓａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｏｆｌｅｆｔＲ

ｍｏｄｕｌｅｓｓｉｎｃｅＨｏｍ（Ｍ，Ｒ＋）Ｍ＋．
５２ ＡｎｙｍｏｄｕｌｅＭｉｓａｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＭ＋＋：ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｅＲｍａｐ →Ｍ Ｍ＋＋ ＝ＨｏｍＺＺ（ＨｏｍＺＺ（Ｍ，ＱＱ／／ＺＺ）），，ＱＱ／／ＺＺ））ｇｉｖｅｎ
ｂｙｍ→ｆ：“ｇ→ｇ（ｍ）”ｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．

ＡｓｕｂｍｏｄｕｌｅＮｏｆＭ →ｉｓｐｕｒｅｉｆ０ Ｘ →Ｎ ＸＭｉｓｅｘａｃｔｆｏｒａｎｙｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅＸ．Ｗｅｈａｖｅ
Ｌｅｍｍａ５．１ ＦｏｒａｎｙｍｏｄｕｌｅＭ，ＭｉｓａｐｕｒｅｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＭ＋＋．
Ｐｒｏｏｆ ＡｐｐｌｙｉｎｇＨｏｍ（－，ＱＱ／／ＺＺ）ｔｏｔｈｅｃａｎｏｎｉｃａｌｉｎｊｅｃｔｉｏｎＭ Ｍ＋＋，ｗｅｇｅｔｓｕｒｊｅｃｔｉｏｎπ：Ｍ＋＋＋ Ｍ＋．Ｐｕｔσ：
Ｍ＋ Ｍ＋＋＋．Ｔｈｅｎｂｙｄｉｒｅｃｔｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｎｅｓｅｅπσ＝ＩｄＭ＋，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓＭ＋ｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆＭ＋＋＋．Ｔｈｕｓｆｏｒ
ａｎｙｒｉｇｈｔｍｏｄｕｌｅＸｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅＨｏｍ（Ｘ，Ｍ＋＋＋ →） Ｈｏｍ（Ｘ，Ｍ＋ →） ０，ｉ．ｅ．，ｗｅｈａｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ
（ｂｙｔｈｅａｄｊｏｉｎｔｐａｉｒ）（ＸＭ＋＋） →＋ （ＸＭ） →＋ ０； →ａｎｄｔｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｖｅｒｉｆｉｅｄｔｈａｔ０ Ｘ →Ｍ ＸＭ＋＋ ｉｓ
ｅｘａｃｔ．
Ｌｅｍｍａ５．２ ＬｅｔＮｂｅａｐｕｒｅｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＭ．ＴｈｅｎｆｄＮ≤ｆｄＭ．
Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｄＭ≤ｆｄＭ＋＋ ｆｏｒａｎｙｍｏｄｕｌｅＭ．

Ｐｒｏｏｆ ＷｅｍａｙａｓｓｕｍｅｆｄＭ＝ｎ＜∞．ＦｏｒａｎｙｒｉｇｈｔｍｏｄｕｌｅＸ， →ｔａｋｅａｐａｒｔｉａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ０ →Ｋ Ｐ →ｎ

→… Ｐ →０ →Ｘ ０．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍ

ＳｉｎｃｅＴｏｒｎ＋１（Ｘ，Ｍ）＝０，ｔｈｅｂｏｔｔｏｍｒｏｗｉｓｅｘａｃｔ．ＴｗｏｖｅｒｔｉｃａｌｍａｐｓａｒｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｓｉｎｃｅＮｉｓａｐｕｒｅｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆＭ．

ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＫ →Ｎ ＰｎＮｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄｈｅｎｃｅＴｏｒｎ＋１（Ｘ，Ｎ）＝０．ＳｏｆｄＮ≤ｎ．
５３ Ｆｌａｔｍｏｄｕｌｅｓｃａｎｂｅｒｅｌａｔｅｄｗｉｔｈｉｎｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ５．３ ＬｅｔＭｂｅａＲＳｂｉｍｏｄｕｌｅ，ＥａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒｏｆｒｉｇｈｔＳｍｏｄｕｌｅｓ．Ｔｈｅｎ
（ⅰ）ｆｄＲＭ＝ｉｄＨｏｍＳ（Ｍ，Ｅ）Ｒ．

Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ＲＭｉｓｆｌａｔ （Ｍ＋）Ｒｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．
（ⅱ）ＩｆｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｔｈｅｎｉｄＲＭ＝ｆｄＨｏｍＳ（Ｍ，Ｅ）Ｒ．

Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ＲＭｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ （Ｍ＋）Ｒｉｓｆｌａｔ．
Ｐｒｏｏｆ Ｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎ（ⅰ）ｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙ

ＨｏｍＳ（ＴｏｒＲｉ（Ｘ，Ｍ），Ｅ）ＥｘｔｉＲ（Ｘ，ＨｏｍＳ（Ｍ，Ｅ）），ＸＲ．
Ｆｏｒ（ⅱ），ｎｏｔｅｔｈａｔｉｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｏｄｕｌｅＲＸｔｈｅｒｅｈｏｌｄｓ

ＴｏｒＲｉ（ＨｏｍＳ（Ｍ，Ｅ），Ｘ）ＨｏｍＳ（ＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｍ），Ｅ）；
ａｌｓｏ，ｂｙｕｓｉｎｇｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｎｅｈａｓｉｄＭ≤ｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｍ）＝０，ｉ≥ｎ＋１，ａｎｄｆｏｒａｌｌｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ
ｍｏｄｕｌｅｓＸ．

６ ＡｐｐｅｎｄｉｘⅡ：Ｄｉｒｅｃｔｐｒｏｄｕｃｔｓ（ｓｕｍｓ），ｄｉｒｅｃｔ（ｉｎｖｅｒｓｅ）ｌｉｍｉｔｓ

Ｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｗｅｌｉｓｔｓｏｍｅｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙｕｓｅｄｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｉｎＲＭｏｄ．
（１）Ｗｅｈａｖｅ

Ｅｘｔｎ（Ｍ，∏
ｉ∈Ｉ
Ｎｉ）∏

ｉ∈Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

Ｅｘｔｎ（
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）∏

ｉ∈Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．
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Ｔｏｒｎ（
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．

Ｔｏｒｎ（Ｍ，
ｉ∈Ｉ
Ｎｉ）

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（２）ＩｆＭｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

Ｅｘｔｎ（Ｍ，
ｉ∈Ｉ
Ｎｉ）

ｉ∈Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（３）Ａｒｉｎｇｉｓｌｅｆｔｃｏｈｅｒｅｎｔ，ｉｆｅｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｌｅｆｔｉｄｅａｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄ，ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｅｖｅｒｙｆｉｎｉｔｅｌｙ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｓｕｂｍｏｄｕｌｅｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｌｅｆｔｍｏｄｕｌｅｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．Ａｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇｉｓａｌｅｆｔｃｏｈｅｒｅｎｔｒｉｎｇ．
ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄＮｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

Ｔｏｒｎ（∏
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）≌∏

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．

ＩｆＲｉｓｒｉｇｈｔｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄＭｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｒｉｇｈｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

Ｔｏｒｎ（Ｍ，∏
ｉ∈Ｉ
Ｎｉ）∏

ｉ∈Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（４）Ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆａｄｉｒｅｃｔｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓａｌｗａｙｓｅｘｉｓｔｓ．
Ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｌｉｍｉｔｏｆａｎｉｎｖｅｒｓｅｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓａｌｗａｙｓｅｘｉｓｔｓ．
（５）ＥａｃｈｍｏｄｕｌｅＭｉｓｔｈｅｄｉｒｅｃｔｌｉｍｉｔｏｆａｌｌｔｈｅｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｓｕｂｍｏｄｕｌｅｓｏｆＭ．
（６）Ｉｆｆｏｒｅａｃｈｊ∈Ｊ，（（Ｍｉｊ），（ｆｉｊ））ｉ∈Ｉｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓ，ｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
（
ｊ∈Ｊ
Ｍｉｊ）

ｊ∈Ｊ
（ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｍｉｊ）；ｂｕｔｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
（∏
ｊ∈Ｊ
Ｍｉｊ）∏

ｊ∈Ｊ
（ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｍｉｊ）ｉｎｇｅｎｅｒａｌ．

（７）Ｉｆｆｏｒｅａｃｈｊ∈Ｊ，（（Ｍｉｊ），（ｆｉｊ））ｉ∈Ｉｉｓａｎｉｎｖｅｒｓｅｓｙｓｔｅｍｏｆｍｏｄｕｌｅｓ，ｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ｉ∈←Ｉ
（∏
ｊ∈Ｊ
Ｍｉｊ）∏

ｊ∈Ｊ
（ｌｉｍ
ｉ∈←Ｉ
Ｍｉｊ）；ｂｕｔｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
（
ｊ∈Ｊ
Ｍｉｊ）

ｊ∈Ｊ
（ｌｉｍ
ｉ∈←Ｉ
Ｍｉｊ）ｉｎｇｅｎｅｒａｌ．

（８）Ｗｅｈａｖｅ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｎｉ）＝ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

Ｔｏｒｎ（ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥０．

Ｔｏｒｎ（Ｍ，ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｎｉ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｔｏｒｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

（９）ＷｅｈａｖｅＨｏｍ（ｌｉｍ
ｉ∈→Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）＝ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｈｏｍ（Ｍｉ，Ｎ）；ｂｕｔｉｎｇｅｎｅｒａｌＥｘｔｎ（ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｍｉ，Ｎ）ｌｉｍ

ｉ∈←Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍｉ，Ｎ），ｎ≥１．

（１０）ＩｆＲｉｓｌｅｆｔｎｏｅｔｈｅｒｉａｎａｎｄＭｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｎｉ）＝ｌｉｍ

ｉ∈→Ｉ
Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎｉ），ｎ≥０．

Ａｃｋｎｏｗｌｅｄｇｅｍｅｎｔｓ：ＴｈｉｓｗａｓｐａｒｔｉａｌｌｙｗｒｉｔｔｅｎｄｕｒｉｎｇａｖｉｓｉｔｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＢｉｅｌｅｆｅｌｄ．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＣｌａｕｓ
ＭｉｃｈａｅｌＲｉｎｇｅｌｆｏｒｈｉｓｉｎｖｉｔａｔｉｏｎａｎｄｖａｌｕａｂｌｅｃｏｍｍｅｎｔｓ．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＥｄｇａｒＥｎｏｃｈｓｆｏｒｐｏｉｎｔｉｎｇｏｕｔｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［Ｇ］ａｎｄ［Ｌ］．ＩｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒＺｈａｏＹｏｎｇＨｕａｎｇｆｏｒｈｉｓｃａｒｅｆｕｌｌｙｒｅａｄｉｎｇｏｆｔｈｅｍａｎｕｓｃｒｉｐｔａｎｄｓｏｍｅｈｅｌｐｆｕｌｓｕｇｇｅｓ
ｔｉｏｎｓ．ＩａｌｓｏｔｈａｎｋＰｒｏｆｅｓｓｏｒｓＱｕａｎＳｈｕｉＷｕ，ＳｈｕｎＨｕａＺｈａｎｇ，ａｎｄＤｒ．ＮａｎＧａｏ，ＺｈｉＷｅｉＬｉ，ＢａｏＬｉｎＸｉｏｎｇ，Ｎｉｎｇ
Ｂｉａｎｆｏｒｓｏｍｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｓ．
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