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多孔介质中控制释放耦合问题的有限元方法
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摘要：多孔介质中的控制释放－迁移含有３个物理过程：溶质透过内边界（薄膜）释放到介质中；介质中流体的流
动；溶质在介质中的扩散。控制释放由边界积分－常微分方程描述，溶质迁移由带第三类边界条件的对流扩散
（含机械弥散）方程描述，速度场遵循Ｄａｒｃｙ定律，构造了一非线性耦合问题的混合元Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元半离散格式及
全离散格式，利用先验估计理论进行收敛性分析。
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０ 问题的陈述

设区域Ω由一单连通区域去除一个所包含的单连通区域Ω０而成。内边界记为Γ０，外边界分为上下两

部分，分别记为Γ１，Γ２。ｘ为空间变量，ｔ为时间变量。化肥透过胶囊薄膜Γ０释放到Ω中，遵循 Ｆｉｃｋ定律，
释放过程中胶囊内溶质余量 Ｍｃ由式（１）边界积分－常微分方程描述：

－
ｄＭｃ（ｔ）
ｄｔ ＝∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ（ｔ））－ｃ（·，ｔ））ｄｓ。 （１）

其中，γ为综合传导系数，与胶囊材料、厚度等有关，应通过实验测得；ｃ为溶质浓度变量，ｃｃ为胶囊中溶质浓
度，假定在胶囊内部溶质浓度是一致的，该浓度与胶囊内药品余量 Ｍｃ（ｔ）相关。
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ｃｃ＝ｃｃ（Ｍｃ）＝
ｃｓ， Ｍｃ≥ Ｑ０，

Ｍｃ／Ｖｃ， Ｍｃ≤ Ｑ０{ ，
（２）

Ｑ０ ＝Ｖｃｃｓ，Ｖｃ表示胶囊内腔容积，ｃｓ为饱和浓度，由于释放过程不可逆，故 Ｍｃ（ｔ）单调减，将 Ｍｃ（ｔ）≥ Ｑ０阶
段称为零阶释放阶段，Ｍｃ（ｔ）≤ Ｑ０阶段称为一阶释放阶段。

土壤是典型的多孔介质，假定介质中充满溶液（单相流体），实际环境中的水流场依赖于灌溉方案，降水

规律。在此本文考虑单相流体是不可压缩的，水流场由方程（３）描述：

·ｕ＝０，ｕ＝－
ｋ（ｘ）
μ１（ｘ）

（ｐ－ｄ（ｘ）），

ｕ·ｎ｜Γ０ ＝０，ｕ·ｎ｜Γ１ ＝ｇ１（ｘ），ｕ·ｎ｜Γ２ ＝ｇ２（ｘ
{

），
（３）

其中 ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ）为流体速度场，ｐ为压力。ｋ（ｘ）是渗透率，μ１（ｘ）为黏度，ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ）为已知函数，ｄ（ｘ）
表示垂直坐标。

化肥（溶质）在土壤中的迁移是溶质在多孔介质 溶液中的对流扩散行为，溶质的迁移由对流扩散方程

（４）描述：


ｃ
ｔ＋

·（ｕｃ）－·（Ｄ（ｘ，ｕ）ｃ）－μｃ＝０，ｘ∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ］， （４）

其中 ＝（ｘ）为多孔介质孔隙度，ｃ＝ｃ（ｔ，ｘ）为溶质浓度，μ为降解和吸收综合系数，在此设为常数。在土
壤水动力学中，水动力弥散起着非常重要的作用，

Ｄ＝Ｄ（ｘ，ｕ）＝（ｄｍＩ＋ｄｌ｜ｕ｜Ｅ＋ｄｔ｜ｕ｜Ｅ⊥），

这里 ｄｍ为分子扩散系数，ｄｌ和ｄｔ分别为纵向、横向弥散系数，Ｅ＝
ｕｉｕｊ
｜ｕ｜( )２

３×３
，Ｅ⊥ ＝Ｉ－Ｅ，Ｉ为单位矩阵。

（Ｄ（ｕ）ｃ－ｕｃ）·珗ｎ＝０， （Γ１∪Γ２），
（Ｄ（ｕ）ｃ－ｕｃ）·珗ｎ＝γ（ｃｃ－ｃ），（Γ０{ ），

（５）

其中珗ｎ为边界上单位外法向。初始条件为：
ｃ（０，ｘ）＝ｃ０（ｘ），ｘ∈Ω，
Ｍｃ（ｔ）｜ｔ＝０ ＝Ｍ０。

本文讨论了控制释放 －迁移 －水流作用完全耦合模型在三维空间形态下数值求解的混合元Ｇａｒｌｅｒｋｉｎ
有限元方法；构造了该耦合系统的半离散格式和全离散格式，分析了收敛性，获得了拟最佳收敛结果和零阶

释放条件下的最佳收敛结果。文献［１，２］讨论了控制释放 －迁移完全耦合模型在三维空间形态下数值求解
的有限元方法，其假定流场是已知的饱和流场。本文理论分析方法参考了混溶驱动问题的传统分析方法［３５］。

１ 控制释放耦合问题的半离散格式及其误差估计

在数值求解控制释放耦合问题时，压力不依赖于溶质浓度，本文用混合元方法数值求解压力方程。

１．１ 压力方程的混合元法

从问题中提取出压力方程，先对压力方程的边界条件进行齐次化，假定ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ）属于Ｈ
１
２（Γ），这里

Γ ＝Γ０∪Γ１∪Γ２，则通过迹定理知存在 Ｇ（ｘ）∈ Ｈ（ｄｉｖ；Ω），使得：
Ｇ（ｘ）·ｎ｜Γ０ ＝０，Ｇ（ｘ）·ｎ｜Γ１ ＝ｇ１，Ｇ（ｘ）·ｎ｜Γ２ ＝ｇ２。

此时令珔ｕ＝ｕ－Ｇ（ｘ），且给出如下空间：
Ｖ＝Ｈ（ｄｉｖ；Ω）＝｛ｖ∈ Ｌ２（Ω）；·ｖ∈ Ｌ２（Ω）｝，
Ｖ０ ＝Ｈ（ｄｉｖ；Ω）∩｛ｖ·ｎ｜Γ ＝０，Γ ＝Γ０∪Γ１∪Γ２｝，

Ｗ ＝Ｌ２?｛φ≡ｃｏｎｓｔａｎｔｏｎΩ｝。
对任意的α，β∈ Ｖ，φ∈ Ｗ定义两个双线性形式：

（ａ）Ａ（α，β）＝（
μ１
ｋα，β），

（ｂ）Ｂ（α，β）＝－（·α，φ）。
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则方程（３）转化为求解｛珔ｕ，ｐ｝：Ｊ＝（０，Ｔ］→ Ｖ０×Ｗ，满足：
Ａ（珔ｕ，ｖ）＋Ｂ（ｖ，ｐ）＝（·ｄ，ｖ）－Ａ（Ｇ，ｖ），ｖ∈ Ｖ０，
Ｂ（珔ｕ，φ）＝－（·Ｇ（ｘ），φ）， φ∈ Ｗ

{ 。
（６）

记χｈ是Ω的拟一致正则剖分，最大单元直径为 ｈｐ。取Ｖｈ Ｖ，Ｗｈ Ｗ是指数为 ｋ的ＲａｖｉａｒｔＴｈｏｍａｓ有
限元空间（参考文献［５］）。这些空间对任意的 ｖ∈ Ｖｈ，ｗ∈ Ｗｈ具有逼近性质及逆性质：

ｉｎｆ
ｖｈ∈Ｖｈ
‖ｖ－ｖｈ‖≤ Ｍ‖ｖ‖Ｈｋ＋１（Ω）ｈ

ｋ＋１
ｐ ，

ｉｎｆ
ｖｈ∈Ｖｈ
‖ｖ－ｖｈ‖Ｖ≤ Ｍ｛‖ｖ‖Ｈｋ＋１（Ω）＋‖·ｖ‖Ｈｋ＋１（Ω）｝ｈ

ｋ＋１
ｐ ，

ｉｎｆ
ｗｈ∈Ｗｈ

‖ｗ－ｗｈ‖Ｗ≤ Ｍ‖ｗ‖Ｈｋ＋１（Ω）ｈ
ｋ＋１
ｐ ，‖ｖ‖Ｌ∞ ≤ Ｍｈ－１ｐ‖ｖ‖，

‖ｖ‖Ｗ１∞（κ）≤ Ｃｈ
－１
ｐ‖ｖ‖Ｌ∞（κ）。（κ为任意一个网格单元）

从而方程（６）的半离散形式如下：求解｛珔ｕｈ，ｐｈ｝：Ｊ＝（０，Ｔ］→ Ｖ０ｈ×Ｗｈ，满足
Ａ（珔ｕｈ，ｖｈ）＋Ｂ（ｖｈ，ｐｈ）＝（·ｄ，ｖｈ）－Ａ（Ｇ（ｘ），ｖｈ），ｖｈ∈ Ｖ０ｈ，
Ｂ（珔ｕｈ，ｗｈ）＝－（·Ｇ（ｘ），ｗｈ）， ｗｈ∈ Ｗｈ{ 。

（７）

关于问题（６）解的存在惟一性参看文献［６］；关于问题（７）解的存在惟一性可以参看文献［７］且有如下误
差估计：设｛珔ｕ，ｐ｝，｛珔ｕｈ，ｐｈ｝分别为问题（６），（７）的解，则

‖珔ｕ－珔ｕｈ‖Ｌ∞（Ｊ；Ｖ）＋‖ｐ－ｐｈ‖Ｌ∞（Ｊ；Ｗ）≤ Ｍ｛ｉｎｆ
ｖｈ∈Ｖｈ
‖珔ｕ－ｖｈ‖Ｖ＋ ｉｎｆ

ｗｈ∈Ｗｈ
‖ｐ－ｗｈ‖Ｗ｝≤ Ｍｈｋ＋１ｐ 。

再令 ｕｈ ＝珔ｕｈ＋珘Ｇ（ｘ），其中珘Ｇ（ｘ）满足方程：
Ａ（Ｇ（ｘ）－珘Ｇ（ｘ），ｖ）＋Ｂ（ｖ，ｐ－ｐｈ）＝０，ｖ∈ Ｖ０ｈ，
Ｂ（Ｇ（ｘ）－珘Ｇ（ｘ），φ）＝０， φ∈ Ｗｈ

{ ，

且有‖Ｇ（ｘ）－珘Ｇ（ｘ）‖Ｌ∞（Ｊ；Ｖ）≤ Ｍｈｋ＋１ｐ 。从而

‖ｕ－ｕｈ‖Ｌ∞（Ｊ；Ｖ） ＝‖（珔ｕ＋Ｇ（ｘ））－（ｕｈ＋珘Ｇ（ｘ））‖≤‖珔ｕ－珔ｕｈ‖Ｌ∞（Ｊ；Ｖ）＋

‖Ｇ（ｘ）－珘Ｇ（ｘ）‖Ｌ∞（Ｊ；Ｖ）≤ Ｍｈｋ＋１ｐ 。

１．２ 半离散格式及其误差估计

本文先给出耦合问题的弱形式：设 Ｖ，Ｖ０，Ｗ为１．１节中所定义的，则压力方程等价于求解｛ｕ，ｐ｝：Ｊ＝
（０，Ｔ］→ Ｖ×Ｗ，满足：

Ａ（ｕ，ｖ）＋Ｂ（ｖ，ｐ）＝（·ｄ，ｖ），ｖ∈ Ｖ０，

Ｂ（ｕ，φ）＝０， φ∈ Ｗ
{

。

溶质迁移方程的弱形式即求 ｃ：Ｊ→ Ｈ１（Ω）满足：


ｃ
ｔ
，( )ｖ－（ｕｃ，ｖ）＋（Ｄ（ｕ）ｃ，ｖ）－μ（ｃ，ｖ）＋∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ）－ｃ）ｖｄｓ＝０，ｖ∈ Ｈ

１（Ω）。 （８）

控制释放过程中溶质剩余量由积分获得：

Ｍｃ（ｔ）＝Ｍ０－∫
ｔ

０∫Γ０（γ（ｃｃ（Ｍｃ（τ））－ｃ（τ，ｘ））ｄｓｄτ。
耦合问题的半离散格式：Ωｈ为Ω的拟一致正则剖分，最大单元直径记为 ｈｃ，ｍｈ∈ Ｗ１∞为 ｌ次分片多项

式空间，具有如下逼近性质及逆性质：对 ｚ∈ Ｗｌ＋１ｑ （Ω），χ∈ ｍｈ，

ｉｎｆ
ｚｈ∈ｍｈ
｛‖ｚ－ｚｈ‖０，ｑ＋ｈ‖ｚ－ｚｈ‖１，ｑ｝≤ Ｍ‖ｚ‖ｌ＋１，ｑｈｌ＋１ｃ ，

‖χ‖Ｗ１∞ ≤ ｋ０ｈ
－１
ｃ‖χ‖１，‖χ‖Ｌ∞ ≤ ｋ１ｈ－１ｃ‖χ‖。

溶质迁移方程的有限元半离散格式为：


ｃｈ
ｔ
，ｖ( )ｈ －（ｕｈｃｈ，ｖｈ）＋（Ｄ（ｕｈ）ｃｈ，ｖｈ）－μ（ｃｈ，ｖｈ）＋∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃｈ）－ｃｈ）ｖｈｄｓ＝０，ｖｈ∈ ｍｈ，

其中 ｕｈ由上一节混合元方法获得，为速度精确解 ｕ的数值逼近。与半离散格式相对应，控制释放过程中溶质
剩余量 Ｍｃｈ（ｔ）亦由积分获得。

第２期 佐春梅，等：多孔介质中控制释放耦合问题的有限元方法 ３５



Ｍｃｈ（ｔ）＝Ｍ０－∫
ｔ

０∫Γ０（γ（ｃｃ（Ｍｃｈ（τ））－ｃｈ（τ，ｘ））ｄｓｄτ。
初始逼近采用定义的椭圆投影：ｃｈ（０）＝珓ｃ０，Ｍｃｈ（０）＝Ｍ０。珓ｃ０为初始浓度 ｃ０（ｘ）在有限元空间 ｍｈ上的

椭圆投影，不失一般性，假定 ｃ０（ｘ）＝０。
假定０＜ ≤（ｘ）＜１，并且矩阵 Ｄ（ｕ）是正定的，即存在常数 Ｄ 使得

ζ
ＴＤ（ｕ）ζ≥ Ｄ ｜ζ｜

２。

在此假定下，不难验证半离散格式问题解的存在惟一性，证明方法可参看文献［６］。为了收敛性分析的需要，
定义如下椭圆投影：珓ｃ：ｔ∈［０，Ｔ］→ ｍｈ，使

（（Ｄ（ｕ）（ｃ－珓ｃ），ｖｈ）－（ｕ（ｃ－珓ｃ），ｖｈ）－∫Γ０γ（ｃ－珓ｃ）ｖｈｄｓ＋（（λ－μ）（ｃ－珓ｃ），ｖｈ）＝０， （９）
其中λ为足够大的正数以保证双线性形式的椭圆性，证明参看文献［１］。

为了后面收敛性分析，对控制释放耦合问题的精确解｛ｕ，ｐ，ｃ｝作一定的正则性假设：
ｐ∈ Ｌ∞（Ｈｋ＋１），
ｕ∈ Ｌ∞（Ｈｋ＋１（ｄｉｖ））∩ Ｌ∞（Ｗ１∞）∩ Ｗ１∞（Ｌ∞）∩ Ｈ２（Ｌ２），

ｃ∈ Ｌ∞（Ｈｌ＋１）∩ Ｈ１（Ｈｌ＋１）∩ Ｌ∞（Ｗ１∞）∩ Ｈ２（Ｌ２）。
引理 １ 记ζ ＝ｃ－珓ｃ，对椭圆投影有如下误差估计：

‖ζ‖ ＋ｈ‖ζ‖１≤ Ｍ‖ｃ‖ｌ＋１ｈｌ＋１ｃ ，

‖ζｔ‖ ＋
ｈ‖ζｔ‖１≤ Ｍ（‖ｃ‖ｌ＋１＋‖

ｃ
ｔ‖ｌ＋１）ｈｌ＋１ｃ 。

文中，Ｍ为任意常数，不同处可取不同值；ε为任意小的整数。
引理 ２ 设珓ｃ是上面定义的椭圆投影，则有：

‖珓ｃ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ１，‖珓ｃ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ２。
引理 ３ 设 Ｄ＝Ｄ（ｕ）＝（ｄｍＩ＋ｄｌ｜ｕ｜Ｅ＋ｄｔ｜ｕ｜Ｅ⊥）为水动力弥散系数，则

［３］

｜（（Ｄ（ｕ）－Ｄ（ｕｈ））珓ｃ，ξ）｜≤‖珓ｃ‖Ｌ∞‖ｕ－ｕｈ‖‖ξ‖。
定理 １ 假定（ｘ）有正的下界，矩阵 Ｄ（ｕ）正定，ｃ（ｔ）和 ｃｈ（ｔ）分别为真解和有限元半离散格式解，则

有误差估计：

‖ｃ（ｔ）－ｃｈ（ｔ）‖２＋ｈ∫
ｔ

０
‖（ｃ（ｔ）－ｃｈ（ｔ））‖２≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋１ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ）。ｔ≤ Ｔ， （１０）

该估计比最佳阶逼近低了半阶。特别地，在零阶释放阶段，有最优估计：

‖ｃ（ｔ）－ｃｈ（ｔ）‖２＋ｈ∫
ｔ

０
‖（ｃ（ｔ）－ｃｈ（ｔ））‖２≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋２ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ），ｔ≤ ｔ０， （１１）

其中 Ｍ不依赖ｈ，但依赖 ｃ及其导数以及时间范围Ｔ。

证明 记 ｃ－ｃｈ＝（ｃ－珓ｃ）＋（珓ｃ－ｃｈ）≡ζ＋ξ，令弱形式与半离散方程相减，利用投影定义，并取ｖ＝
ｖｈ ＝ξ，得误差方程：

（
ξ
ｔ
，ξ）＋（Ｄ（ｕｈ）ξ，ξ）＝－（

ζ
ｔ
，ξ）＋（（ｕ－ｕｈ）珓ｃ，ξ）＋（ｕｈξ，ξ）＋μ（ξ，ξ）－

（（Ｄ（ｕ）－Ｄ（ｕｈ））珓ｃ，ξ）＋λ（ζ，ξ）＋∫Γ０γξ
２ｄｓ－∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ）－ｃｃ（Ｍｃｈ））ξｄｓ。

（１２）
由矩阵 Ｄ的正定性，Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，迹不等式，三角不等式，及引理１，引理２与引理３得：

ｄ
ｄｔ（ξ，ξ）＋

Ｄ
２‖ξ‖

２≤ Ｍ｛ｈ２ｌ＋２ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ＋｜∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ）－ｃｃ（Ｍｃｈ））ξｄｓ｜｝。
上述不等式两端同时关于时间从０到 ｔ积分，并利用ξ（０）＝０得：

‖ξ（ｔ）‖
２＋∫

ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋２ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ）＋Ｍ∫
ｔ

０
‖ξ（τ）‖

２ｄτ＋
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∫
ｔ

０
｜∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ）－ｃｃ（Ｍｃｈ））ξｄｓ｜ｄτ。 （１３）

由于释放是一个单向不可逆过程，故 Ｍｃ（ｔ）和 Ｍｃｈ（ｔ）对时间变量是单调递减的。因此存在 ｔ０，ｔ１，成为

分别对应原问题和半离散问题的零阶释放与一阶释放阶段的临界点。

Ｍｃ（ｔ０）＝Ｍ０－∫
ｔ

０∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ（τ））－ｃ）ｄｓｄτ， （１４）

Ｍｃｈ（ｔ１）＝Ｍ０－∫
ｔ１

０∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃｈ（τ））－ｃｈ）ｄｓｄτ。 （１５）

不失一般性，假定 ｔ０≤ ｔ１，即在 ｔ≤ ｔ０时，原问题和半离散问题均处于零阶释放阶段，此时
ｃｃ（Ｍｃ（ｔ））－ｃｃ（Ｍｃｈ（ｔ））＝ｃｓ－ｃｓ＝０，ｔ≤ ｔ０。 （１６）

在 ｔ０≤ ｔ≤ ｔ１时间段，原问题处于一阶释放阶段，半离散问题仍处于零阶释放阶段，则有：

ｃｃ（Ｍｃ（ｔ））－ｃｃ（Ｍｃｈ（ｔ））＝
Ｍｃ（ｔ）
Ｖｃ

－ｃｓ，ｔ０≤ ｔ≤ ｔ１，

由于此时 Ｍｃｈ（ｔ）≥ Ｑ０≡ Ｖｃｃｓ≥ Ｍｃ（ｔ），故有

｜ｃｃ（Ｍｃ（ｔ））－ｃｃ（Ｍｃｈ（ｔ））｜≤
１
Ｖｃ
｜Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）｜，ｔ０≤ ｔ≤ ｔ１。

在 ｔ≥ ｔ１时，原问题和半离散问题均处于一阶释放阶段，此时显然有

｜ｃｃ（Ｍｃ（ｔ））－ｃｃ（Ｍｃｈ（ｔ））｜＝
１
Ｖｃ
｜Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）｜，ｔ≥ ｔ１。

令原控制释放方程与半离散问题的控制释放方程相减，得：

Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）＝－∫
ｔ

０∫Γ０γ（ｃｃ（Ｍｃ）－ｃｃ（Ｍｃｈ））ｄｓｄτ＋∫
ｔ

０∫Γ０γ（ｃ－ｃｈ）ｄｓｄτ。 （１７）

由此等式，利用前述不等式并注意到Γ０测度有界，有

Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）≤ Ｍ∫
ｔ

０
｜Ｍｃ（τ）－Ｍｃｈ（τ）｜ｄτ＋∫

ｔ

０
｜∫Γ０γ（ｃ－ｃｈ）ｄｓ｜ｄτ。 （１８）

由Ｂｅｌｌｍａｎｎ不等式得

｜Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）｜≤ ｅ
ＭＴ∫

ｔ

０
｜∫Γ０γ（ｃ－ｃｈ）ｄｓ｜ｄτ。 （１９）

考虑到释放迁移过程是在有限的时间［０，Ｔ］内，ｅＭＴ仍视为有界常数。利用投影估计和迹不等式，有

｜Ｍｃ（ｔ）－Ｍｃｈ（ｔ）｜≤ Ｍ∫
ｔ

０
［（‖ζ‖‖ζ‖１）

１
２ ＋（‖ζ‖‖ζ‖１）

１
２］ｄτ≤

Ｍｈｌ＋
１
２ ＋Ｍ∫

ｔ

０
‖ξ‖ｄτ＋ε∫

ｔ

０
‖ξ‖１ｄτ。 （２０）

由式（１３），再注意到式（１８），（１９），（２０）以及τ≤ ｔ，得：

‖ξ（ｔ）‖
２＋∫

ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋１ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ＋∫
ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ）＋Ｍ∫
ｔ

０∫
τ

０
‖ξ（ν）‖

２ｄνｄτ＋

ε∫
ｔ

０∫
τ

０
‖ξ（ν）‖

２
１ｄνｄτ。

ε取足够小，注意到常数 Ｍ可以依赖时间最大值Ｔ，故

‖ξ（ｔ）‖
２＋∫

ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋１ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ＋∫
ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ）。 （２１）

利用Ｂｅｌｌｍａｎｎ不等式得：

‖ξ（ｔ）‖
２＋∫

ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋１ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ），ｔ≤ Ｔ。 （２２）

若只考虑零阶释放，即 ｔ≤ ｔ０，则由式（１６）知式（１２）中最后一项为零。此时易知：

‖ξ（ｔ）‖
２＋∫

ｔ

０
‖ξ‖

２ｄｓ≤ Ｍ（ｈ２ｌ＋２ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ），ｔ≤ ｔ０。 （２３）
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最后利用三角不等式，可得定理结论。

２ 控制释放耦合问题的全离散格式及其误差估计

设Δｔ为时间网格剖分步长，ｔｎ ＝ｎΔｔ。本文讨论的压力方程关于时间的剖分和浓度方程关于时间的剖
分是一致的。溶质迁移方程的有限元全离散格式为：

（
Ｃｎｈ－Ｃｎ－１ｈ
Δｔ

，ｖｈ）－（ｕ
ｎ
ｈＣｎ－１ｈ ，ｖｈ）＋（Ｄ（ｕ

ｎ
ｈ）Ｃｎｈ，ｖｈ）－μ（Ｃ

ｎ－１
ｈ ，ｖｈ）＋

∫Γ０γ（ｃｃ（珚Ｍ
ｎ－１
ｃｈ
）－Ｃｎ－１ｈ ）ｖｈｄｓ＝０，（ｖｈ∈ ｍｈ） （２４）

其中 ｕｎｈ为精确解ｕ在ｔｎ时刻的近似值，仍由１１节混合元方法获得，只是取时间 ｔ＝ｔｎ而已。与全离散格式
相对应，控制释放过程中溶质剩余量珚Ｍｎｃｈ亦由积分获得：

珚Ｍｎｃｈ ＝珚Ｍ
ｎ－１
ｃｈ
－Δｔ∫Γ０γ（ｃ０（珚Ｍ

ｎ－１
ｃｈ
）－Ｃｎ－１ｈ ）ｄｓ。 （２５）

初始逼近采用定义的椭圆投影：Ｃ０ｈ ＝珓ｃ０，珚Ｍ０ｃｈ ＝Ｍ０。

全离散问题的计算步骤是：Ｃ０ｈ＝珓ｃ０，珚Ｍ０ｃｈ ＝Ｑ０；Ｃ
１
ｈ，珚Ｍ１ｃｈ；Ｃ

２
ｈ，珚Ｍ２ｃｈ；…，其中Ｑ０为初始时刻胶囊内化肥总

量，珓ｃ０为初始浓度 ｃ０（ｘ）在有限元空间 ｍｈ上的椭圆投影。全离散格式收敛性如定理２，证明略。
定理 ２ 在定理１的条件下，设 ｃｍ ＝ｃ（ｔｍ）是式（８）在 ｔ＝ｔｍ时刻的解，Ｃｍｈ是问题（２４）的解，则有：

‖ｃ（ｔｍ）－Ｃｍｈ‖２＋ｈΔｔ∑
ｍ

ｎ＝０
‖（ｃ（ｔｎ）－Ｃｎｈ）‖２≤ Ｍ（Δｔ２＋ｈ２ｌ＋１ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ）。 （２６）

特别地，对零阶释放问题，有最优估计：

‖ｃ（ｔｍ）－Ｃｍｈ‖２＋ｈΔｔ∑
ｍ

ｎ＝０
‖（ｃ（ｔｎ）－Ｃｎｈ）‖２≤ Ｍ（Δｔ２＋ｈ２ｌ＋２ｃ ＋ｈ２ｋ＋２ｐ ）。 （２７）

３ 本论文工作的总结和展望

本文假定了饱和水流条件流场是未知的，给出了控制释放耦合问题的半离散及全离散逼近结果；具体

算例将另行给出，还将继续研究在非饱和水流条件下控制释放耦合问题的有限元方法。
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