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一类带松弛控制的 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎ
方程的粘性解
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（山东大学数学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：在最优控制问题中，动态规划原理成立的条件下，可以得到相应的 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎ（ＨＪＢ）方程。考虑
在最优松弛控制问题中通过动态规划原理得出的ＨＪＢ方程，证明最优松弛控制问题的值函数是该类带松弛控制
的ＨＪＢ方程惟一的粘性解。
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１ 引言与基本假设

１１ 引言

在经典的随机最优控制问题中，控制集合 Ｕ往往为凸集合最优控制才有可能取到，没有相应的凸性条
件，最优控制在很多情况下是取不到的。为了克服这个困难，引入一类更为一般的控制过程———松弛控制，

它是一类取值于 Ｕ的随机测度过程。
为此，考虑如下的随机控制系统：

ｄｘｔ，ｘ；ｑｓ ＝∫Ｕ
ｂ（ｓ，ｘｔ，ｘ；ｑｓ ，ａ）ｑｔ（ｄａ）ｄｓ＋∫Ｕ

σ（ｓ，ｘｔ，ｘ；ｑｓ ，ａ）ｑｔ（ｄａ）ｄＷｓ，ｓ∈［ｔ，Ｔ］，

ｘｔ，ｘ；ｑｔ ＝ｘ
{

，

（１）

ｂ：［０，Ｔ］×Ｒｄ×Ｕ→Ｒｄ，σ：［０，Ｔ］×Ｒｄ×Ｕ→Ｒｄ×ｄ，
（Ｗｔ）ｔ≥０是概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）中的一个 ｄ维标准布朗运动，（Ｆｔ）ｔ≥０是由此布朗运动生成的自然σ域流：
Ｆｔ＝σ｛Ｗｓ，ｓ∈［０，ｔ］｝∨Ｎ，ｔ∈［０，Ｔ］，其中Ｎ是由所有的 Ｐ零测集所组成的子集类。（ｑｔ）ｔ是取值于
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Ｐ（Ｕ）的关于Ｆｔ的循序可测过程。这种控制称为松弛控制，控制ｑｔ构成的集合记为Ｒ。Ｂａｈｌａｌｉ
［１２］曾经研究过

该种松弛控制问题的最大值原理，并且给出了松弛控制很好的性质。

对于上面的控制系统给出指标函数：

Ｊ（ｔ，ｘ；ｑ）＝Ｅ［∫
Ｔ

ｔ∫Ｕ
ｈ（ｓ，ｘｑｓ，ａ）ｑｔ（ｄａ）ｄｓ＋ｇ（ｘ

ｑ
Ｔ）］， （２）

其中 ｇ：Ｒｄ→Ｒ，ｈ：［０，Ｔ］×Ｒｄ×Ｕ→Ｒ。
最优控制问题是，对于任意给定的（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ，如何选择合适的 ｑ∈Ｒ使得指标函数值达到

最大。

在经典控制中，Ｙｏｎｇ和Ｚｈｏｕ［３］首先给出了最优控制的动态规划原理以及对应的 ＨＪＢ方程，并且证明了
ＨＪＢ方程粘性解的存在 惟一性，１９９２年Ｐｅｎｇ［４５］给出了递归的动态规划原理并证明对应的 ＨＪＢ方程存在惟
一的粘性解，２００７年 Ｗｕ和Ｙｕ［６］给出了带单边障碍的递归的动态规划原理以及ＨＪＢ方程存在惟一的粘性解，
本文考虑在最优松弛控制问题中动态规划原理对应的 ＨＪＢ方程的粘性解问题。
１２ 记号与假设

给出如下常用的过程空间：

Ｈ２ ＝｛｛φｔ０≤ ｔ≤ Ｔ｝是关于Ｆｔ循序可测的，并且满足，Ｅ［∫
Ｔ

０
｜φｔ｜

２ｄｔ］＜＋∞，｝

Ｓ２ ＝｛｛φｔ０≤ ｔ≤ Ｔ｝是关于Ｆｔ循序可测的，并且满足，Ｅ［ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ
｜φｔ｜

２］＜＋∞，｝

Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｄ）＝｛φ（ｔ，ｘ）为关于 ｔ，ｘ连续的连续函数｝。
Ｃ１，２（［０，Ｔ］×Ｒｄ）＝｛φ（ｔ，ｘ）为关于 ｔ一次可微，关于 ｘ二次可微的连续函数｝。
关于 ｂ，σ，ｈ，ｇ给出如下的假设：
（Ａ１）ｂ，σ，ｈ关于ｔ连续，
（Ａ２）存在正常数 Ｌ＞０，对于任意的 ｘ，ｘ′∈Ｒｄ，ａ．ｓ．

｜ｂ（ｔ，ｘ，ａ）－ｂ（ｔ，ｘ′，ａ）｜＋｜σ（ｔ，ｘ，ａ）－σ（ｔ，ｘ′，ａ）｜＋｜ｈ（ｔ，ｘ，ａ）－
ｈ（ｔ，ｘ′，ａ）｜＋｜ｇ（ｘ）－ｇ（ｘ′）｜≤ Ｌ｜ｘ－ｘ′｜。

在假设（Ａ１）（Ａ２）下方程（１）有惟一解，Ｙｏｎｇ和Ｚｈｏｕ［３］给出了指标函数（２）的定义。

２ 主要结果

定义指标函数值达到最大时的最优值函数为

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｊ（ｔ，ｘ；ｑ），

Ｖ（Ｔ，ｘ）＝ｇ（ｘ
{

）。
（３）

类似［３］中的证明方法，则可得到值函数对应的动态规划原理，即对于任意的（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ有

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｅ｛∫

ｔ′

ｔ∫Ｕ
ｈ（ｓ，ｘ（ｓ；ｔ，ｘ，ｑ）；ａ）ｑｓ（ｄａ）ｄｔ＋Ｖ（ｔ′，ｘ（ｔ′；ｔ，ｘ，ｑ））｝，０≤ ｔ≤ ｔ′≤ Ｔ。 （４）

进一步可以得到该动态规划原理相对应的ＨＪＢ方程

Ｖ
ｔ＋

ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｈ（ｔ，ｘ，ｑ，Ｖｘ，Ｖｘｘ）＝０，（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ）×Ｒｄ，

Ｖ｜ｔ＝Ｔ ＝ｇ（ｘ）， ｘ∈Ｒｄ
{

。

（５）

其中

Ｈ（ｔ，ｘ，ｑ，ｐ，Ｐ）＝ １２ｔｒ［Ｐ（∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ

σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））Ｔ］＋〈ｐ．∫Ｕ
ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）〉＋

∫Ｕ
ｈ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ），

（ｔ，ｘ，ｑ，ｐ，Ｐ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ×Ｕ×Ｒｄ×Ｓｄ。 （６）
考虑这类ＨＪＢ方程（５）的粘性解问题。据作者所知，该类松弛控制对应的ＨＪＢ方程弱解问题还未见他人

讨论。
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首先给出粘性解的定义：

定义２１ 若函数ｕ∈Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｄ）满足ｕ（Ｔ，ｘ）≤ｇ（ｘ），ｘ∈Ｒｄ，并且对于任意的φ∈Ｃ
１，２（［０，

Ｔ］×Ｒｄ），当φ－ｕ在（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ）×Ｒ
ｄ达到最小值时，有

φ
ｔ
（ｔ，ｘ）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ
Ｈ（ｔ，ｘ，ｑｔ，φｘ（ｔ，ｘ），φｘｘ（ｔ，ｘ））≥０，

则称 ｕ为一个粘性下解。反之若满足 ｕ（Ｔ，ｘ）≥ ｇ（ｘ），且φ－ｕ在（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ）×Ｒ
ｎ达到最大值时，有

φ
ｔ
（ｔ，ｘ）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ
Ｈ（ｔ，ｘ，ｑｔ，φｘ（ｔ，ｘ），φｘｘ（ｔ，ｘ））≤０，

则称 ｕ（ｔ，ｘ）为一个粘性上解。如果 ｕ既是粘性上解，又是粘性下解，则 ｕ是粘性解。
下面证明定义的值函数（３）是 ＨＪＢ方程（５）的一个粘性解，其证明方法与 Ｙｏｎｇ和 Ｚｈｏｕ［３］的证明方法

类似。

定理 ２１ 若 ｂ，σ，ｇ和ｈ满足条件（Ａ１）（Ａ２），则值函数 Ｖ是ＨＪＢ方程（５）的一个粘性解。
证明 对于任意的一个函数φ∈ Ｃ

１，２（［０，Ｔ］×Ｒｄ），若φ－Ｖ在（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒ
ｄ上达到局部最

大值，对于任意的一个控制 ｑ，对应一个控制系统（１）。当 ｔ′↓ｔ时，则可得到

０≥
Ｅ｛Ｖ（ｔ，ｘ）－φ（ｔ，ｘ）－Ｖ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ
ｔ′ ）＋φ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ
ｔ′ ）｝

ｔ′－ｔ ≥

１
ｔ′－ｔＥ｛∫

ｔ′

ｔ∫Ｕ
ｈ（ｒ，ｘｔ，ｘ，ｑｒ ，ａ）ｑｒ（ｄａ）ｄｒ－φ（ｔ，ｘ）＋φ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ
ｔ ），

对φ应用 Ｉｔ^ｏ公式，即可得到

φ
ｔ＋

１
２ｔｒ
φ

２

ｘ２
（∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ

σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））[ ]Ｔ ＋〈φｘ，∫Ｕ
ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）〉＋

∫Ｕ
ｈ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｒ（ｄａ）≤０，

即

φ
ｔ
（ｔ，ｘ）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ
Ｈ（ｔ，ｘ，ｑｔ，φｘ（ｔ，ｘ），φｘｘ（ｔ，ｘ））≤０， （７）

所以说 Ｖ是ＨＪＢ方程（５）的一个粘性上解。
另一方面，若φ－Ｖ在（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒ

ｄ上达到局部最小值，则对于任意的一个ε存在一个ｑ′，使得
当 ｔ′↓ｔ时，有

０≤
Ｅ｛Ｖ（ｔ，ｘ）－φ（ｔ，ｘ）－Ｖ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ′
ｔ′ ）＋φ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ′
ｔ′ ）｝

ｔ′－ｔ ≤

－ε＋
１
ｔ′－ｔＥ｛∫

ｔ′

ｔ∫Ｕ
ｈ（ｒ，ｘｔ，ｘ，ｑ′ｒ ，ａ）ｑ′ｒ（ｄａ）ｄｒ－φ（ｔ，ｘ）＋φ（ｔ′，ｘ

ｔ，ｘ，ｑ′
ｔ ）｝，

对φ应用 Ｉｔ^ｏ公式，即可得到

φ
ｔ＋

１
２ｔｒ
φ

２

ｘ２
（∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ

σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））[ ]Ｔ ＋〈φｘ，∫Ｕ
ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）〉＋

∫Ｕ
ｈ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｒ（ｄａ）≥ε，

即

φ
ｔ
（ｔ，ｘ）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ
Ｈ（ｔ，ｘ，ｑｔ，φｘ（ｔ，ｘ），φｘｘ（ｔ，ｘ））≥０， （８）

所以说 Ｖ也是ＨＪＢ方程（５）的一个粘性下解。综合（７），（８）可得，Ｖ是ＨＪＢ方程的一个粘性解。
下面考虑ＨＪＢ方程（５）的粘性解的惟一性，采用的证明技术主要来自文献［６］。
令 ｕ１（ｔ，ｘ）∈ Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｄ）是ＨＪＢ方程（５）的一个粘性下解，ｕ２（ｔ，ｘ）∈ Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｄ）是方程（５）

的一个粘性上解。则函数ω：＝ｕ１－ｕ２是方程

ω
ｔ＋

ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｌ（ｔ，ｘ，ｑ）ω（ｔ，ｘ）＝０，（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ，

ω（ｔ，ｘ）｜ｔ＝Ｔ ＝０， ｘ∈Ｒｄ
{

。

（９）
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的一个粘性下解，其中

Ｌ（ｔ，ｘ，ｑ）φ ＝
１
２ｔｒ［Ｄ

２
φ（∫Ｕ

σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））Ｔ］＋〈Ｄφ，∫Ｕ

ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）〉。

下面构造一个方程（７）的光滑的上解。
引理 ２１ 对于任意的一个 Ａ＞０，存在一个 Ｃ１ ＞０使函数

Ｘ（ｔ，ｘ）＝ｅｘｐ｛（Ｃ１（Ｔ－ｔ）＋Ａ）ψ（ｘ）｝
在区间［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ中满足

Ｘ
ｔ＋

ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｌ（ｔ，ｘ，ｑ）Ｘ（ｔ，ｘ）＜０， （１２）

其中ψ（ｘ）＝［ｌｏｇ（（｜ｘ｜
２＋１）

１
２）＋１］２，ｔ１ ＝Ｔ－（

Ａ
Ｃ１
）。

证明 显然，函数Ｘ 对于任意的（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ满足Ｘ（ｔ，ｘ）＞０，且有

｜Ｄψ（ｘ）｜≤
２［ψ（ｘ）］

１
２

（｜ｘ｜２＋１）
１
２
和 ｜Ｄ２ψ（ｘ）｜≤

Ｃ（１＋［ψ（ｘ）］
１
２）

｜ｘ｜２＋１
。

上面的两个估计表明，当 ｔ∈［ｔ１，Ｔ］时，

｜ＤＸ（ｔ，ｘ）｜≤ ＣＸ（ｔ，ｘ）
［ψ（ｘ）］

１
２

（｜ｘ｜２＋１）
１
２
和 ｜Ｄ２Ｘ（ｔ，ｘ）｜≤ ＣＸ（ｔ，ｘ） ψ（ｘ）

｜ｘ｜２＋１
，

其中 Ｃ是依赖于Ａ的常数。于是可得到

Ｘ
ｔ＋

ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ
Ｌ（ｔ，ｘ，ｑ）Ｘ（ｔ，ｘ）＝

Ｘ
ｔ＋

ｓｕｐ
ｑ∈Ｒ

１
２ｔｒ［Ｄ

２Ｘ（∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ

σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ））Ｔ］＋〈ＤＸ，∫Ｕ
ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ{ }）〉 ＜

－Ｃ１Ｘ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）＋ｓｕｐｑ∈Ｒ
１
２

｜∫Ｕ
σ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）｜２

｜ｘ｜２＋１
ＣＸ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）{ ＋

｜∫Ｕ
ｂ（ｔ，ｘ，ａ）ｑｔ（ｄａ）｜

（｜ｘ｜２＋１）
１
２

ＣＸ（ｔ，ｘ）［ψ（ｘ）］ }１２ 。 （１１）

又因为 ｂ和σ关于ｘ是线性增长的，并且［ψ（ｘ）］
１
２≤ψ（ｘ）和１≤ψ（ｘ），则不等式（１１）满足

（１１）＜－Ｃ１Ｘ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）＋
１
２ＣＸ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）＋ＣＸ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）＝

－（Ｃ１－
１
２Ｃ－Ｃ）Ｘ（ｔ，ｘ）ψ（ｘ）。

易见，当 Ｃ１足够大时，不等式右边为负值，即式（８）成立。
有了上面的引理可以得到ＨＪＢ方程（５）粘性解的惟一性结果。
定理 ２２ 若 ｂ，σ，ｇ和ｈ满足条件（Ａ１）（Ａ２），则ＨＪＢ方程（５）在空间 Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｄ）中至多存在一个

粘性解。

证明 若 ｕ１，ｕ２∈ Ｃ（［０，Ｔ］×Ｒｎ）是ＨＪＢ方程（５）的两个粘性解。定义ω：＝ｕ１－ｕ２，则可得：存在

Ａ＞０，对于任意的 ｔ∈［０，Ｔ］都有

ｌｉｍ
｜ｘ｜→∞
ω（ｔ，ｘ）ｅｘｐ｛－Ａ［ｌｏｇ（（｜ｘ｜２＋１）

１
２）］｝＝０。

这意味着ω（ｔ，ｘ）－αＸ（ｔ，ｘ）是有界的，即在［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ中，对于任意的α ＞０存在

Ｍ：＝ ｍａｘ
［ｔ１，Ｔ］×Ｒ

ｄ
（ω －αＸ）（ｔ，ｘ）ｅ－Ｌ（Ｔ－ｔ），

其中在（ｔ０，ｘ０）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ点可达到最大值（（ｔ０，ｘ０）依赖于α，ｔ１和引理２１中的定义相同）。由此知可
能存在下面的两种情况。

第一种情况：ω（ｔ０，ｘ０）≤０，即可得 ｕ１（ｔ，ｘ）－ｕ２（ｔ，ｘ）≤αＸ（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｎ。令α→０，
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可得

ｕ１（ｔ，ｘ）≤ ｕ２（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｎ。 （１２）
第二种情况：ω（ｔ０，ｘ０）＞０。根据最大值点的定义知道：

ω（ｔ，ｘ）－αＸ（ｔ，ｘ）≤（ω（ｔ０，ｘ０）－αＸ（ｔ０，ｘ０））ｅ－Ｌ
（Ｔ－ｔ０），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ。

这意味着函数ω －φ在（ｔ０，ｘ０）达到最大值，令

φ（ｔ，ｘ）＝αＸ（ｔ，ｘ）＋（ω（ｔ０，ｘ０）－αＸ（ｔ０，ｘ０））ｅ
－Ｌ（Ｔ－ｔ０），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｎ。

因为ω是方程（７）的粘性下解，所以φ（ｔ０，ｘ０）＝ω（ｔ０，ｘ０）＞０，ｔ０∈［ｔ１，Ｔ）。又因为

φ
ｔ
（ｔ０，ｘ０）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ

１
２ｔｒ［Ｄ

２
φ（∫Ｕ

σ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ
σ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ））Ｔ］{ ＋

〈Ｄφ，∫Ｕ
ｂ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ }）〉≥０。

根据φ的定义，可把上述不等式写为

α
Ｘ
ｔ
（ｔ０，ｘ０）＋ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ

１
２ｔｒ［Ｄ

２Ｘ（∫Ｕ
σ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ））（∫Ｕ

σ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ））Ｔ{[ ＋

〈ＤＸ，∫Ｕ
ｂ（ｔ０，ｘ０，ａ）ｑｔ（ｄａ } ]）〉 ≥０，

这与引理２１矛盾。当 ｔ０ ＝Ｔ时，φ（ｔ０，ｘ０）＝ω（ｔ０，ｘ０）＞０和ω（ｔ，ｘ）是（９）的一个粘性下解矛盾。所以第
二种情况不存在。

如果把ω（ｔ，ｘ）＝ｕ１－ｕ２变为ω′（ｔ，ｘ）＝ｕ２－ｕ１，同样也可得
ｕ２（ｔ，ｘ）≤ ｕ１（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ。 （１５）

综合式（１２），（１３）可以得到
ｕ１（ｔ，ｘ）＝ｕ２（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［ｔ１，Ｔ］×Ｒｄ。

对于区间［ｔ２，ｔ１］应用同样的证明方法，其中 ｔ２ ＝（ｔ１－Ａ／Ｃ１）＋。若 ｔ２ ＞０则再继续在区间［ｔ３，ｔ２］上
应用相同的方法证明，其中 ｔ３ ＝（ｔ２－Ａ／Ｃ１）＋。以此类推，最终可得到

ｕ２（ｔ，ｘ）＝ｕ１（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ。
至此定理２２证毕。
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