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摘要：研究了一类二阶非线性摄动微分方程非振动解的渐近性质，建立了三个新的渐近性定理，推广和改进了一

些已知的结果。
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０ 引言

从微观的晶格运动到宏观的大气潮汐运动，都离不开振动的研究。在大自然中广泛发生的非线性振

动，物理上可以用二阶非线性微分方程来描述。二阶非线性微分方程在量子物理、工程力学、流体力学等方

面都有十分重要的学术价值和应用，其解的振动理论和渐近性质也成为近几年研究的热点课题之一。

燕居让和张全信教授［１，２］研究了二阶非线性阻尼微分方程

（ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ））′＋ｐ（ｔ）ｘ′（ｔ）＋ｑ（ｘ）ｆ（ｘ（ｔ））＝０
的解的振动性质，Ｍ．Ｃｅｃｃｈｉ［３］与Ｙｕ．Ｖ．Ｒｏｇｏｖｃｈｅｎｋｏ［４］研究了二阶非线性微分方程

（ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ））′＋ｑ（ｘ）ｆ（ｘ（ｇ（ｔ）））＝０
和

（ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ））′＋ｑ（ｘ）ｆ（ｘ（ｔ））＝０
的解的振动性质，燕居让教授在文［５］又研究了二阶线性阻尼微分方程

（ｒ（ｔ）ｘ′（ｔ））′＋ｐ（ｔ）ｘ′（ｔ）＋ｑ（ｘ）ｘ（ｔ）＝０
的解的振动性质［５］，分别建立了上述方程的若干个振动性定理。在此基础上，本文讨论了一类较为广泛的二

第４４卷 第２期
Ｖｏｌ．４４ Ｎｏ．２

山 东 大 学 学 报 （理 学 版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
２００９年２月
Ｆｅｂ．２００９



阶非线性摄动微分方程

（ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ））′＋Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））＝Ｐ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）） （１）
的非振动解的渐近性质，建立了方程（１）的三个新的渐近性定理，推广和改进了已知的一些结果。

１ 基本假设

本文中约定：

（Ａ１）ａ：［ｔ０，＋∞）→Ｒ是正的连续可微函数；
（Ａ２）Ψ：Ｒ→Ｒ是连续可微函数，并且当 ｕ＝０时，Ψ（０）≥０；

（Ａ３）Ｑ：［ｔ０，＋∞）×Ｒ→Ｒ连续函数，并且存在连续函数 ｑ（ｔ）和连续可微函数 ｆ（ｕ）使得
Ｑ（ｔ，ｕ）
ｆ（ｕ）≥

ｑ（ｔ），ｕ≠０（其中 ｑ：［ｔ０，＋∞）→Ｒ，ｆ：Ｒ→Ｒ，当 ｕ≠０时，ｕｆ（ｕ）＞０，ｆ′（ｕ）＞０）；
（Ａ４）Ｐ：［ｔ０，＋∞）×Ｒ２→Ｒ是连续函数，并且存在连续函数 ｐ（ｔ）：［ｔ０，＋∞）→Ｒ使得

ｘ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））≤ｘ（ｔ）ｐ（ｔ）ｘ′（ｔ），ｘ≠０。
本文总假设方程（１）的每一个解 ｘ（ｔ）可以延拓于［ｔ０，＋∞）上。在任何无穷区间［Ｔ，＋∞）上，ｘ（ｔ）不恒

等于零，这样的解叫正则解。一个正则解，若它有任意大的零点，则称为振动的；否则就称为非振动的。一

个非振动的解 ｘ（ｔ），若对任意大的 ｔ，总满足 ｘ′（ｔ）可以改变符号，则称 ｘ（ｔ）是方程（１）的弱振动解［３，６］。若

方程（１）的所有正则解是振动的，则称方程（１）是振动的。

２ 主要引理和定理

为了从解的渐近状态着手讨论，将方程（１）的所有正则解分为以下四类：
Ｓ＋＝｛ｘ＝ｘ（ｔ）：ｘ（ｔ）是方程（１）的正则解，且存在 ｔｘ≥ｔ０，当 ｔ≥ｔｘ时，有 ｘ′（ｔ）ｘ（ｔ）≥０｝；
Ｓ－＝｛ｘ＝ｘ（ｔ）：ｘ（ｔ）是方程（１）的正则解，且存在 ｔｘ≥ｔ０，当 ｔ≥ｔｘ时，有 ｘ′（ｔ）ｘ（ｔ）＜０｝；
ＳＯ＝｛ｘ＝ｘ（ｔ）：ｘ（ｔ）是方程（１）的正则解，且存在｛ｔｎ｝，｛ｔｎ｝→＋∞，使得 ｘ（ｔｎ）＝０｝；

ＳＷＯ＝｛ｘ＝ｘ（ｔ）：ｘ（ｔ）是方程（１）的正则解，对于充分大 ｔ，有 ｘ（ｔ）≠０，并且对于所有的 ｔα ＞ｔ０，存在

ｔα１＞ｔα，ｔα２＞ｔα，使得 ｘ′（ｔα１）ｘ′（ｔα２）＜０｝。

根据上面的定义，容易证明 Ｓ＋，Ｓ－，ＳＯ，ＳＷＯ是互不相交的。且 Ｓ＋中的解最终或者是正的非减函数或
者是负的非增函数，Ｓ－中的解最终或者是正的非增函数或者是负的非减函数，ＳＯ中的解是振动的，而 ＳＷＯ中
的解最终是弱振动的。

引理 设Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ｃ＞０，ｘ≠０。
（Ⅰ）若

ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞∫

ｔ

ｔ０
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ＝＋∞， （２）

则对于方程（１）有 Ｓ＋＝；
（Ⅱ）若

ｌｉｍ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ｔ０
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ＝＋∞， （３）

则对于方程（１）有 ＳＷＯ ＝。
证明 （Ⅰ）假设方程（１）有一个解 ｘ（ｔ）∈ Ｓ＋。不失一般性，假设存在 ｔ１≥ ｔ０使得 ｔ≥ ｔ１时，有

ｘ（ｔ）＞０，ｘ′（ｔ）≥０。类似地可以证明当 ｔ≥ ｔ１时 ｘ（ｔ）＜０，ｘ′（ｔ）≤０的情况。考虑函数

Ｗ（ｔ）＝ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ）） ，ｔ≥ ｔ１，

由方程（１）得

２０ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４４卷



Ｗ′（ｔ）＝－Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））ｆ（ｘ（ｔ）） ＋ｘ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））ｘ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ）） －ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｆ′（ｘ（ｔ））
ｘ′２（ｔ）
ｆ２（ｘ（ｔ））≤

－ｑ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｘ′（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ）） －ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｆ′（ｘ（ｔ））
ｘ′２（ｔ）
ｆ２（ｘ（ｔ））＝

－ｑ（ｔ）＋ ｐ２（ｔ）
４ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｆ′（ｘ（ｔ））－

ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｆ′（ｘ（ｔ槡 ））
ｘ（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ））－

ｐ（ｔ）
ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｆ′（ｘ（ｔ槡[ ]））

２

≤

－ｑ（ｔ）＋ ｐ
２（ｔ）
４ｃａ（ｔ）。

从 ｔ１到 ｔ（ｔ≥ ｔ１）积分上式得

ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ）） ≤

ａ（ｔ１）Ψ（ｘ（ｔ１））ｘ′（ｔ１）
ｆ（ｘ（ｔ１））

－∫
ｔ

ｔ１
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ， （４）

由条件（２）得

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ）） ＝－∞。

这与 ｘ（ｔ）＞０，ｘ′（ｔ）≥０（ｔ≥ ｔ１）矛盾。
（Ⅱ）假设方程（１）有一个解 ｘ（ｔ）∈ ＳＷＯ。不失一般性，假设存在 ｔ１≥ ｔ０使得 ｔ≥ ｔ１时，有 ｘ（ｔ）＞０。类

似地可以证明当 ｔ≥ ｔ１时 ｘ（ｔ）＜０的情况。则对于所有的 ｔα ≥ ｔ１，存在 ｔα１ ≥ ｔα，ｔα２ ≥ ｔα 使得

ｘ′（ｔα１）ｘ′（ｔα２）＜０。如同上面（Ⅰ）的证明过程，得到式（４），即

ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ）） ≤

ａ（ｔ１）Ψ（ｘ（ｔ１））ｘ′（ｔ１）
ｆ（ｘ（ｔ１））

－∫
ｔ

ｔ１
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ，

由条件（３）得，对于充分大的 ｔ，恒有 ｘ′（ｔ）＜０，这与 ｘ′（ｔα１）ｘ′（ｔα２）＜０矛盾。证毕。

注 １ 引理中的（Ⅱ）推广了［３］中定理 ２（ａ）。特别地，当方程（１）中 Ｐ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））＝０，
Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））＝ｑ（ｘ）ｆ（ｘ（ｔ））时，引理（Ⅱ）即为［３］中定理２（ａ）。
注 ２ 若条件（３）成立，显然条件（２）成立，因此当条件（３）成立时，有 ＳＯ ＝ＳＷＯ ＝。

定理１ 设Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ｃ＞０，ｘ≠０。如果条件（３）成立，则对于方程（１）任意非振动解必属于下列两
种类型之一：

ＡＣ：ｘ（ｔ）→ Ｃ≠０，ｔ→＋∞，

Ａ０：ｘ（ｔ）≠０，ｔ→＋∞。

证明 设 ｘ（ｔ）是方程（１）的任意一个非振动解，则 ｘ（ｔ）不属于 ＳＯ，由引理知，对于方程（１），有 Ｓ＋＝
ＳＷＯ ＝。因此得，ｘ（ｔ）∈ Ｓ－。
如果 ｘ（ｔ）最终为正，则存在 ｔ１≥ ｔ０使得 ｔ≥ ｔ１时，有 ｘ（ｔ）＞０，ｘ′（ｔ）≤０。如同引理的证明过程，得到

式（４），即

ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ）） ≤

ａ（ｔ１）Ψ（ｘ（ｔ１））ｘ′（ｔ１）
ｆ（ｘ（ｔ１））

－∫
ｔ

ｔ１
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ。

由条件（３）得，存在 ｔ２≥ ｔ１使得当 ｔ≥ ｔ２时，有 ｘ′（ｔ）＜０。因此，ｘ（ｔ）是单调递减且有下界的，于是 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）

存在，并且 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝Ｃ≥０，这里 Ｃ是一个常数。

如果 ｘ（ｔ）最终为正，则存在 ｔ３≥ ｔ１使得 ｔ≥ ｔ３时，有 ｘ（ｔ）＞０，ｘ′（ｔ）＞０。因此 ｘ（ｔ）是单调递增且有
上界的，于是 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）存在，并且 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝Ｃ≤０，这里 Ｃ是一个常数。

综上可知，对于方程（１）的任意非振动方程解必属于ＡＣ和Ａ０两种类型之一。证毕。

定理 ２ 设Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ ｃ＞０，Ψ（ｘ）≤α，ｘ≠０，如果条件（３）成立，则方程（１）有 ＡＣ型非振动解

ｘ（ｔ）的必要条件为当 Ｔ≥ ｔ０充分大时，
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∫
＋∞

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ＜＋∞。 （５）

证明 设 ｘ（ｔ）是方程（１）的一个ＡＣ型非振动解，不妨设 Ｃ＞０，故 ｘ（ｔ）最终为正。由定理１的证明知
ｘ′（ｔ）最终为负。再注意到（３），则存在 Ｔ≥ ｔ０，使当 ｔ≥ Ｔ时，ｘ′（ｔ）＜０且

∫
ｔ

Ｔ
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ≥０。

如同引理的证明过程，得到式（４），即
ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ）

ｆ（ｘ（ｔ）） ≤
ａ（Ｔ）Ψ（ｘ（Ｔ））ｘ′（Ｔ）

ｆ（ｘ（Ｔ）） －∫
ｔ

Ｔ
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ≤

－∫
ｔ

Ｔ
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ，

从而

ｘ′（ｔ）
ｆ（ｘ（ｔ））≤－

１
αａ（ｔ）－∫

ｔ

Ｔ
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ。

从 Ｔ到ｔ积分上式得

∫
ｔ

Ｔ

ｘ′（ｓ）
ｆ（ｘ（ｓ））ｄｓ≤－

１
α∫

ｔ

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ，

即

∫
ｘ（ｔ）

ｘ（Ｔ）

ｄｕ
ｆ（ｕ）≤－

１
α∫

ｔ

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ。

令 ｔ→＋∞得

∫
Ｃ

ｘ（Ｔ）

ｄｕ
ｆ（ｕ）≤－

１
α∫

＋∞

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ，

注意到 ｘ（Ｔ）＞Ｃ＞０，ｆ（ｕ）＞０，则得
１
α∫

＋∞

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ≤∫

ｘ（Ｔ）

Ｃ

ｄｕ
ｆ（ｕ）＜＋∞。

故（５）成立。类似地可以证明 Ｃ＜０的情形。证毕。

定理 ３ 设Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ ｃ＞０，Ψ（ｘ）≤α，ｘ≠０，如果条件（３）成立，并且对于任意的ε ＞０，有

∫
ε

０

ｄｕ
ｆ（ｕ）＜＋∞，∫

０

－ε

ｄｕ
ｆ（ｕ）＞－∞， （６）

若方程（１）有Ａ０型非振动解，则当 Ｔ≥ ｔ０充分大时（５）成立。
证明 设 ｘ（ｔ）是方程（１）的一个Ａ０型非振动解。不妨设 ｘ（ｔ）最终为正，类似于定理２的证明可得

∫
ｘ（ｔ）

ｘ（Ｔ）

ｄｕ
ｆ（ｕ）≤－

１
α∫

ｔ

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ。

令 ｔ→＋∞，由 ｘ（ｔ）→０及 ｘ（Ｔ）＞０和条件（６）得
１
α∫

＋∞

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ≤∫

ｘ（Ｔ）

０

ｄｕ
ｆ（ｕ）＜＋∞。

故（５）成立。类似地可证 ｘ（ｔ）最终为负的情形。证毕。
由上面的三个定理，便可得到下面的推论。

推论 设Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ ｃ＞０，Ψ（ｘ）≤α，ｘ≠０，如果条件（３）和（６）成立，并且

∫
＋∞

Ｔ

１
ａ（ｓ）∫

ｓ

Ｔ
ｑ（τ）－

ｐ２（τ）
４ｃａ（τ[ ]）ｄτｄｓ＝＋∞， （７）

则方程（１）是振动的。
注 ３ 该推论推广了［２］中的定理１。

３ 结果分析与评价

对于非线性微分方程
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（ａ（ｔ）Ψ（ｘ（ｔ））ｘ′（ｔ））′＋Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））＝Ｐ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），

本文证明了当Ψ（ｘ）ｆ′（ｘ）≥ ｃ＞０，ｘ≠０，ｌｉｍ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ｔ０
ｑ（ｓ）－ ｐ

２（ｓ）
４ｃａ（ｓ[ ]）ｄｓ＝＋∞时，方程任意的非振动解有两

种类型，其渐近性质为：

ＡＣ：ｘ（ｔ）→ Ｃ≠０，ｔ→＋∞，

Ａ０：ｘ（ｔ）≠０，ｔ→＋∞，
并且进一步证明了有ＡＣ和Ａ０两种类型渐近解时方程分别应满足的条件，在此基础上文章对参考文献中已
知的一些结果进行了推广和改进。
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