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摘要：设 ｎ为正整数。定义可加函数 Ｆ（ｎ）为 Ｆ（１）＝０，当 ｎ＞１且 ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ ｐ
α２
２…ｐ

αｋ
ｋ时定义

Ｆ（ｎ）＝α１ｐ１＋α２ｐ２＋…＋αｋｐｋ。设 Ｐ（ｎ）表示 ｎ的最大素因子。利用初等方法以及素数的分布性质研究函数

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２的均值性质，并给出一个较强的渐近公式。
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＬｅｔｎｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄＦ（ｎ）ｂｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙＦ（１）＝０，Ｆ（ｎ）＝α１ｐ１＋…＋αｋｐｋｉｆｎ＝ｐα１１ ｐ
α２
２…ｐ

αｋｋ ｉｓｔｈｅ

ｃａｎｏｎｉｃａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｎ．ＬｅｔＰ（ｎ）ｂｅｔｈｅｌａｒｇｅｓｔｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｏｆｎ．Ｏｎｅｍｅａｎｖａｌｕｅｅｓｔｉｍａｔｅｆｏｒ（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ｉｓｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ａｄｄｉｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｔｈｅｌａｒｇｅｓｔｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒ；ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅ；ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｆｏｒｍｕｌａ

１ 引言及结论

设 ｆ（ｎ）表示一个算术函数，称 ｆ（ｎ）是可加的，如果对任意正整数 ｍ，ｎ且（ｍ，ｎ）＝１有 ｆ（ｍｎ）＝ｆ（ｍ）＋
ｆ（ｎ）。称 ｆ（ｎ）是完全可加的，如果对任意正整数 ｒ及ｓ都有ｆ（ｒｓ）＝ｆ（ｒ）＋ｆ（ｓ）。在初等数论中，满足可加性
质的算术函数很多，例如当 ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐ

α２
２…ｐ

αｋ
ｋ时，函数Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ及对数函数

ｆ（ｎ）＝ｌｎｎ都是完全可加函数。此外，正整数 ｎ的所有不同素因数的个数ω（ｎ）＝ｋ是一个可加函数，但不
是完全可加函数。关于可加函数性质的研究，在初等数论以及素数分布问题中占有十分重要的位置，许多

著名的数论难题都与之密切相关，因而其研究工作是很有意义的。有关函数Ω（ｎ）及ω（ｎ）的性质，可参阅
文献［１５］。本文中定义一个新的完全可加函数 Ｆ（ｎ）如下：Ｆ（０）＝０，当 ｎ＞１且 ｎ的标准分解式为ｎ＝
ｐα１１ｐ

α２
２…ｐ

αｋ
ｋ时，定义 Ｆ（ｎ）＝α１ｐ１＋α２ｐ２＋…＋αｋｐｋ。显然这样定义的函数 Ｆ（ｎ）为完全可加函数。事实上

当 ｍ＝ｐα１１ｐ
α２
２…ｐ

αｋ
ｋ及 ｎ＝ｐ

β１
１ｐ
β２
２…ｐ

βｋ
ｋ时，有 ｍｎ＝ｐ

α１＋β１
１ ｐα２＋β２２ …ｐαｋ＋βｋｋ ，从而由 Ｆ（ｎ）的定义有 Ｆ（ｍｎ）＝（α１＋

β１）ｐ１＋（α２＋β２）ｐ２＋…＋（αｋ＋βｋ）ｐｋ＝Ｆ（ｍ）＋Ｆ（ｎ）。所以 Ｆ（ｎ）是一个完全可加函数。现在用Ｐ（ｎ）表
示 ｎ的最大素因子。本文的主要目的是研究函数 Ｆ（ｎ）的值分布性质。关于这一问题，至今似乎没有人研
究，至少我们没有在现有的文献中看到。本文利用初等方法以及素数分布理论给出（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２的一个
较强的均值公式，即下面的定理。

定理 设 Ｎ为给定的正整数，则对任意给定的实数 ｘ＞１，有渐近公式
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∑
ｎ≤ｘ
（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｉ·

ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ＋Ｏ
ｘ２

ｌｎＮ＋２槡( )ｘ，
其中 ｃｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）为可计算的常数，且 ｃ１＝π

２

６。

２ 定理的证明

利用初等方法以及素数分布理论直接给出定理的证明。采用文献［４］中的思想。首先定义四个集合 Ａ，

Ｂ，Ｃ，Ｄ如下：Ａ＝｛ｎ，ｎ∈Ｎ，ｎ恰好有一个素因子ｐ满足ｎ＝ｋｐ，ｐ＞ｎ
１
３，ｋ的所有素因子ｑ满足ｑ＜ｎ

１
３｝；

Ｂ＝｛ｎ，ｎ∈Ｎ，ｎ有一个素因子ｐ满足ｎ＝ｐ２·ｋ，ｐ＞ｎ
１
３＞ｋ｝；Ｃ＝｛ｎ，ｎ∈Ｎ，ｎ有两个素因子ｐ１及 ｐ２满足

ｎ＝ｐ１ｐ２ｋ，ｐ２＞ｐ１＞ｎ
１
３＞ｋ｝；Ｄ＝｛ｎ，ｎ∈Ｎ，ｎ的所有素因子ｐ满足ｐ≤ｎ

１
３｝，其中 Ｎ表示所有正整数之集。

于是由集合 Ａ，Ｂ，Ｃ及Ｄ的定义可得

∑
ｎ≤ｘ
（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝∑

ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＋∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＋

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｃ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＋∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｄ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２≡Ｗ１＋Ｗ２＋Ｗ３＋Ｗ４。 （２．１）

现在利用初等方法以及素数分布理论来估计（２１）中的各项。首先估计 Ｗ１。注意到 Ｆ（ｎ）为完全可加函数

且当 ｎ∈Ａ且ｎ＝ｐｋ，ｋ的所有素因子ｑ满足ｑ≤ｎ
１
３时，Ｆ（ｋ）≤ｎ

１
３ｌｎｎ以及素数分布定理（参阅文献［３］中第

三章定理２）

π（ｘ）＝∑
ｐ≤ｘ
１＝∑

ｋ

ｉ＝１
ｃｉ·
ｘ
ｌｎｉｘ＋Ｏ

ｘ
ｌｎｋ＋１( )ｘ， （２．２）

其中 ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且 ｃ１＝１。我们有估计式：

Ｗ１＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝ ∑
ｐｋ≤ｘ
（ｐｋ）∈Ａ

（Ｆ（ｐｋ）－ｐ）２＝

∑
ｐｋ≤ｘ
（ｐｋ）∈Ａ

Ｆ２（ｋ） ∑
ｋ≤槡ｘ

∑
ｋ＜ｐ≤ ｘｋ

（ｐｋ）
２
３ｌｎ２（ｐｋ）≤（ｌｎｘ）２∑

ｋ≤槡ｘ
ｋ
２
３ ∑
ｋ＜ｐ≤ ｘｋ

ｐ
２
３

（ｌｎｘ）２∑
ｋ≤槡ｘ
ｋ
２
３ ｘ( )ｋ

５
３ １

ｌｎｘｋ
ｘ

５
３ｌｎ２ｘ。 （２．３）

Ｗ２＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝∑
ｐ２ｋ≤ｘ
ｐ＞ｋ

（Ｆ（ｐ２ｋ）－ｐ）２＝

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ≤ ｘ槡ｋ

（Ｆ（ｋ）＋ｐ）２ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ≤ ｘ槡ｋ

ｐ２

∑
ｋ≤ｘ

１
３

ｘ
３
２

ｋ
３
２ｌｎｘ


ｘ
３
２

ｌｎｘ。 （２．４）

Ｗ４＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｄ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２∑
ｎ≤ｘ
ｎ
２
３ｌｎ２ｎｘ

５
３ｌｎ２ｘ。 （２．５）

最后估计主项 Ｗ３。注意到 ｎ∈Ｃ时，ｎ＝ｐ１ｐ２ｋ，其中 ｐ２＞ｐ１＞ｎ
１
３＞ｋ。如果 ｋ＜ｐ１＜ｎ

１
３，这种情况属于 Ｗ１

的估计。如果 ｋ＜ｐ１＜ｐ２＜ｎ
１
３，这种情况属于 Ｗ４的估计。于是应用式（２２），有

Ｗ３＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｃ

（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝ ∑
ｐ１ｐ２ｋ≤ｘ
ｐ２＞ｐ１＞ｋ

（Ｆ（ｐ１ｐ２ｋ）－ｐ２）２＋Ｏ（ｘ
５
３ｌｎ２ｘ）＝

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑
ｐ２≤

ｘ
ｐ１ｋ

（Ｆ２（ｋ）＋２ｐ１Ｆ（ｋ）＋ｐ２１）＋Ｏ（ｘ
５
３ｌｎ２ｘ）＝

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑

ｐ１＜ｐ２≤
ｘ
ｐ１ｋ

ｐ２１＋Ｏ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑

ｐ１＜ｐ２≤
ｘ
ｐ１ｋ

ｋｐ( )１ ＋Ｏ（ｘ
５
３ｌｎ２ｘ）＝

第１２期 王晓瑛，等：一类算数函数的均值估计 １５



∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
ｐ２１ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｉ·

ｘ

ｐ１ｋｌｎｉ
ｘ
ｐ１ｋ

＋Ｏ ｘ
ｐ１ｋｌｎＮ＋１( )








ｘ ＋Ｏ（ｘ
５
３ｌｎ２ｘ）－

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑
ｐ２≤ｐ１
ｐ２１＋Ｏ ∑

ｋ≤ｘ
１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑

ｐ１＜ｐ２≤
ｘ
ｋｐ１

ｋｐ( )１ 。 （２．６）

注意到ζ（２）＝
π
２

６，应用Ａｂｅｌ恒等（参阅文献［６］中定理４２）及（２２），有

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
ｐ２１∑
ｐ≤ｐ１

１＝∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
ｐ２１∑

Ｎ

ｉ＝１

ｃｉ·ｐ１
ｌｎｉｐ１

＋Ｏ
ｐ１

ｌｎＮ＋１ｐ( )( )
１
＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｃｉ·ｐ３１
ｌｎｉｐ１

＋Ｏ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｐ３１
ｌｎＮ＋１ｐ( )

１
＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｃｉ·ｐ３１
ｌｎｉｐ１

＋Ｏ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｐ３１
ｌｎＮ＋１ｐ( )

１
＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ≤ｘ

１
３

ｃｉｘ
３
２

ｋ
３
２ｌｎｉ槡

ｘ
ｋ

π
ｘ槡( )ｋ －∫

ｘ槡ｋ
２
π（ｙ）ｄ

ｃｉｙ３

ｌｎｉ( )







ｙ ＋Ｏ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｐ３１
ｌｎＮ＋１ｐ( )

１
＝

∑
Ｎ

ｉ＝１

ｄｉ·ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ＋Ｏ
２Ｎ·ｘ２

ｌｎＮ＋２( )ｘ ， （２．７）

其中 ｄｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）为可计算的常数且 ｄ１ ＝π
２

６。

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
∑

ｐ１＜ｐ２≤
ｘ
ｐ１ｋ

ｋｐ１ ∑
ｋ≤ｘ

１
３

ｋ∑
ｐ１≤

ｘ槡ｋ
ｐ１·

ｘ
ｐ１ｋｌｎｘ ∑

ｋ≤ｘ
１
３

ｘ
３
２

槡ｋｌｎ２ｘ

ｘ
５
３

ｌｎ２ｘ
， （２．８）

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｐ１ｘ
ｋｌｎＮ＋１ｘ ∑

ｋ≤ｘ
１
３

ｘ２

ｋ２ｌｎＮ＋２ｘ
ｘ２

ｌｎＮ＋２ｘ
。 （２．９）

同理应用Ａｂｅｌ恒等，式（２２）以及（２７）的证明方法，也可以得到渐近式

∑
ｋ≤ｘ

１
３

∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ
ｐ２１

ｘ

ｐ１ｋｌｎ
ｘ
ｐ１ｋ

＝∑
ｋ≤ｘ

１
３

１
ｋ ∑
ｋ＜ｐ１≤

ｘ槡ｋ

ｘｐ１
ｌｎｘｋｐ１

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ·

ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ＋Ｏ
ｘ２

ｌｎＮ＋２( )ｘ， （２．１０）

其中 ａｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）是可计算的常数且 ａ１ ＝π
２

３。

于是结合（２１），（２３）～（２１０），立刻推出渐近公式：

∑
ｎ≤ｘ
（Ｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉ·

ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ－∑
Ｎ

ｉ＝１

ｄｉ·ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ＋Ｏ
ｘ２

ｌｎＮ＋２槡( )ｘ ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｈｉ
ｘ２

ｌｎｉ＋１ｘ＋Ｏ
ｘ２

ｌｎＮ＋２槡( )ｘ，
其中 ｈｉ＝ａｉ－ｄｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）为可计算的常数且 ｈ１ ＝ａ１－ｄ１ ＝π

２

３－
π
２

６ ＝
π
２

６。

定理证毕。
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