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摘要：在函数双向Ｓ粗集生成的Ｐ粗积分的基础上提出了函数双向Ｓ粗集的精度与粗糙度的概念，讨论了函数双
向Ｓ粗集的精度与粗糙度的一系列特性，并得到函数双向Ｓ粗集的可分辨准则与函数双向 Ｓ粗集的筛选剩余定
理。
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０ 引言

２００５年，史开泉教授提出了函数 Ｓ粗集［１５］理论，它包括函数单向 Ｓ粗集、函数双向 Ｓ粗集与函数单向
Ｓ粗集对偶三部分内容，本文是在函数双向Ｓ粗集的基础上进行的。

事实上，在函数双向 Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））中，记［ｕ］Ｐ＝（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），［ｕ］Ｐ＝

（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），当［ｕ］Ｐ＝［ｕ］Ｐ时，函数等价关系 Ｒ对Ｑ认识是清楚的，Ｑ是可定义集。当［ｕ］Ｐ［ｕ］Ｐ

时，Ｒ对 Ｑ的认识分两部分，对于［ｕ］Ｐ∈Ｑ部分是清楚的，对于 Ｑ［ｕ］Ｐ部分是模糊的、粗糙的，因此 Ｒ
对 Ｑ的认识整体上是粗糙的，故 Ｑ是不可定义集，也被称作粗糙集。根据文献［６］，［ｕ］Ｐ、［ｕ］Ｐ生成的多

项式函数 ｐＰ（ｘ）和 ｐＰ（ｘ）若在区间［ａ，ｂ］上连续，则生成积分对（∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ），即Ｐ粗积分。根

据积分的几何意义λＰ ＝（∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）÷∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ从面积角度表达了Ｒ对Ｑ 认识粗糙部分

相对于认识整体部分［ｕ］Ｐ 的比率。本文定义λＰ 为函数双向 Ｓ粗集的粗糙度，并定义γＰ ＝

∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ／∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ为函数双向Ｓ粗集的精度。在此基础上讨论了它们的相关特性，且提出了函数双向

Ｓ粗集的筛选 －剩余定理。
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约定 ζ（ｘ）是有限函数论域，Ｑ（ｘ）＝｛ｕ１（ｘ），ｕ２（ｘ），…，ｕγ（ｘ）｝ζ（ｘ）是有限函数集，［ｕ（ｘ）］是

ζ（ｘ）上的Ｒ函数等价类，Ｒ是ζ（ｘ）上的等价关系，ζ（ｘ），Ｑ（ｘ），ｕ（ｘ），［ｕ（ｘ）］分别记做ζ，Ｑ，ｕ，［ｕ］。Ｆ、
珔Ｆ是元素迁移族，且 ｆ∈ Ｆ、珋ｆ∈珔Ｆ是元素迁移，ＤＩＳ＝ｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ，ＩＮＤ＝ｉｎｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ。

１ 函数双向Ｓ粗集［４］与Ｐ粗积分［６］

定义 １ 称（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））是函数粗集（Ｒ－（Ｑ），Ｒ－（Ｑ））生成的函数双向Ｓ粗集，若存
在Ｐ＝Ｆ∪珔Ｆ，使 Ｑ ＝Ｑ∪｛ｖｉ｜ｖｉ∈ζ，ｖｉ∈ Ｑ，ｆ（ｖｉ）＝ｕｉ∈ Ｑ｝－｛ｕｊ｜ｕｊ∈ Ｑ，珋ｆ（ｕｊ）＝ｖｊ∈ Ｑ｝，且

（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）＝∪［ｕ］＝｛ｕ｜ｕ∈ζ，［ｕ］ Ｑ
｝，

（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）＝∪［ｕ］＝｛ｕ｜ｕ∈ζ，［ｕ］∩ Ｑ
 ≠｝。

定义 ２ 称积分对（∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）是函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））生成的

Ｐ粗积分，简称Ｐ粗积分。

称∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ、∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ分别是Ｐ粗积分（∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）的下近似积分和上近似积分。其中

ｐＰ（ｘ）、ｐＰ（ｘ）分别是（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）、（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）根据文献［５，６］生成的多项式函数。
定理 １［６］（Ｐ粗积分扩充定理） 若（（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１），（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１））与（（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２））

是函数粗集（Ｒ－（Ｑ），Ｒ－（Ｑ））生成的两个函数双向 Ｓ粗集，且（（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）） （（Ｒ，
Ｐ１）°（Ｑ１），（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）），则有

（∫
ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ）。 （１）

２ Ｐ粗积分与函数双向Ｓ粗集的精度与粗糙度

约定 （∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）是函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））生成的Ｐ粗积分。

定义 ３ 称γＰ是函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））的精度，如果

γＰ ＝∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ／∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ。 （２）

定义 ４ 称λＰ是函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ））的粗糙度，如果

λＰ ＝（∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）?∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ。 （３）

对任一函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）），有命题１～３：
命题 １ ０≤γＰ≤ １；０≤λＰ≤ １。
命题 ２ 当γＰ ＝１时，λＰ ＝０；当γＰ ＝０时，λＰ ＝１，且γＰ ＋λＰ ＝１。
命题 ３ 函数双向Ｓ粗集的精度越大，其粗糙度越小，反之亦真。
这里只给出命题１的证明。

证明 对任意一个函数双向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）），有（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ）（Ｒ，Ｐ）°（Ｑ），根

据文献［６］知０≤∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ，即０≤∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ／∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ≤１从而０≤γＰ≤ １成立。又知

λＰ ＝（∫
ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ）÷∫

ｂ

ａ
ｐＰ（ｘ）ｄｘ＝１－γＰ，所以有０≤λＰ≤１，γＰ ＋λＰ ＝１成立。

设（（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１），（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１））与（（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２））是函数粗集（Ｒ－（Ｑ），Ｒ－（Ｑ））生
成的两个函数双向Ｓ粗集，其粗糙度分别是γＰ１、γＰ２，其精度分别是λＰ１、λＰ２，有下列定理与推论。

定理 ２ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则有

９０ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４４卷



γＰ１≤γＰ２。 （４）

证明 设（∫
ｂ

ａ
ｐＰｉ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰｉ（ｘ）ｄｘ）分别是（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ），（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ））生成的Ｐｉ粗积分，ｉ＝１，

２。因（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１） （Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），根据文献［６］可知∫
ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ＝

∫
ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ、∫

ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ≥∫

ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ，由定义３得γＰ１≤γＰ２。

推论 １ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

λＰ１≥λＰ２。 （５）

定理 ３ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

γＰ１≥γＰ２。 （６）

推论 ２ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

λＰ１≤λＰ２。 （７）

定理 ４ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

γＰ１≤γＰ２。 （８）

推论 ３ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

λＰ１≥λＰ２。 （９）

定理 ５ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

γＰ１≥γＰ２。 （１０）

推论 ４ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），则

λＰ１≤λＰ２。 （１１）

定理 ６ 当（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）＝（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）且（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２）＝（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１），则

ＩＮＤ｛λＰ２，λＰ２｝。 （１２）

定理 ３～６、推论 １～４的证明与定理 ２类似，略。
定理 ７（函数双向Ｓ粗集可分辨准则） 若ＤＩＳ｛λＰ２，λＰ２｝或ＤＩＳ｛γＰ２，γＰ２｝，则

ＤＩＳ｛（（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１），（Ｒ，Ｐ１）°（Ｑ１）），（（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２），（Ｒ，Ｐ２）°（Ｑ２））｝。 （１３）
定理 ８（Ｐ粗积分可分辨定理） 若ＤＩＳ｛λＰ２，λＰ２｝或ＤＩＳ｛γＰ２，γＰ２｝，则

ＤＩＳ｛（∫
ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ１（ｘ）ｄｘ），（∫

ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＰ２（ｘ）ｄｘ）｝。 （１４）

定理７、８的证明可以根据函数双向Ｓ粗集的粗糙度与精度的定义得出，略。

３ 函数双向Ｓ粗集集中函数双向Ｓ粗集的筛选 －剩余

定义 ５ 称由函数粗集（Ｒ－（Ｑ），Ｒ－（Ｑ））生成的所有函数双向Ｓ粗集构成的集合｛（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，），

（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，））｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝是由函数粗集（Ｒ－（Ｑ），Ｒ－（Ｑ））生成的函数双向Ｓ粗集集，简称函数双

向Ｓ粗集集。
定理 ９ 在函数双向Ｓ粗集集｛（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ

，），（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，））｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝中，若存在 ｋ个函数

双向Ｓ粗集，满足Ｑｊ１ Ｑｊ２，…， Ｑｊｋ，ｊｈ∈｛１，２，…，ｎ｝，ｈ＝１，２，…，ｋ，则

（∫
ｂ

ａ
ｐｊｈ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐｊｈ（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐｊｈ＋１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐｊｈ＋１（ｘ）ｄｘ），ｈ＝１，２，…，ｋ－１， （１５）

其中（∫
ｂ

ａ
ｐｊｈ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐｊｈ（ｘ）ｄｘ）是（（Ｒ，Ｐｊｈ）°（Ｑ

ｊｈ，），（Ｒ，Ｐｊｈ）
°（Ｑｊｈ，））生成的Ｐｊｈ粗积分，ｈ＝１，２，…，ｋ－１。
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定理 １０ 对于函数双向Ｓ粗集集｛（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，），（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ

，）｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝，｛λＰｉ｜ｉ＝１，２，

…，ｎ｝中存在最小值与最大值。
其中λＰｉ是（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑ

ｉ，），（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，））的粗糙度。

定理 １１（函数双向Ｓ粗集筛选 －剩余定理） 对于某一个函数双向 Ｓ粗集集｛（（Ｒ，Ｐｉ）°（Ｑｉ
，），（Ｒ，

Ｐｉ）°（Ｑｉ
，）｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝，给定一个阈值 ｃ，当λＰｔ≥ ｃ，ｔ＝ ｊ１，ｊ２，…，ｊｌ∈ ｛１，２，…，ｎ｝时，（（Ｒ，

Ｐｔ）°（Ｑｔ
，），（Ｒ，Ｐｔ）°（Ｑｔ

，）（ｔ＝ｊ１，ｊ２，…，ｊｌ）被筛选出来，函数双向Ｓ粗集集中其它的函数双向Ｓ粗集成
为筛选剩余。

４ 结束语

函数双向Ｓ粗集已广泛应用于系统分析、规律挖掘、生物医学等领域，Ｐ粗积分的概念刚刚被提出，函
数双向Ｓ粗集的精度与粗糙度就是利用Ｐ粗积分从面积角度反应了函数双向Ｓ粗集特征的，这为函数双
向Ｓ粗集的应用领域的拓宽和深入提供了理论依据。
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