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摘要：基于函数Ｓ粗集和 Ｆ粗积分，本文研究粗积分的动态特征，定义粗积分链和粗积分环的概念，给出上积分
链，下积分链定理，粗积分链定理，以及积分链的存在性定理，讨论了积分链的可闭条件，得到积分环定理，粗积分

环定理。另外还对积分链与积分环的一些特征进行讨论，给出中值定理在粗积分链中的应用结果。
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粗集理论从 Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集［１］发展到 Ｓ粗集［２］，从静态 Ｒ元素等价类［ｘ］到动态 Ｒ元素等价类。文献
［３］又改进Ｓ粗集，提出函数Ｓ粗集，并给出函数Ｓ粗集的若干特征和应用［４９］。函数Ｓ粗集是用具有动态特
性的 Ｒ函数等价类定义的，它具有规律特征与动态特征。文献［１０］将牛顿积分推广，在函数 Ｓ粗集的理论
基础上定义粗积分，并探讨了粗积分的部分特性。本文在粗积分的基础上，进一步讨论它的动态特征。

１ Ｆ粗积分［１０１１］

定义 １１ 称积分对（∫
ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ（ｘ）ｄｘ）为函数单向 Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））生成

的 Ｆ粗积分，称∫
ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ（ｘ）ｄｘ是函数单向Ｓ粗集生成的下近似积分，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ（ｘ）ｄｘ是函数单向Ｓ粗集生成的

上近似积分。
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定义 １２ 称积分对（∫
ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ（ｘ）ｄｘ）是函数单向Ｓ粗集对偶（（Ｒ，珔Ｆ）°（Ｑ′），（Ｒ，珔Ｆ）°（Ｑ′））

生成的珔Ｆ粗积分，称∫
ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ（ｘ）ｄｘ是函数单向Ｓ粗集对偶生成的下近似积分，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ（ｘ）ｄｘ是函数单向Ｓ粗

集对偶生成的上近似积分。

定义 １３ Ｆ粗积分与珔Ｆ粗积分统称为粗积分。

定理 １１（粗积分萎缩定理） 对于粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ），当上近似积分与下近似积分对应

的属性集都有外来属性迁入时，粗积分萎缩，有下列不等式成立：

（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）≥（∫

ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ）。

定理 １２（粗积分扩张定理） 对于粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ），当上近似积分与下近似积分对应

的属性集都有属性迁出时，粗积分扩张，有下列不等式成立：

（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐ珔Ｆ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ珔Ｆ（ｘ）ｄｘ）。

２ 粗积分链与粗积分环

定义 ２１ 设［ｗ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｗ］；α－＝｛α１，α２，…，αｐ｝是［ｗ］－的属性集，ｐ－（ｘ）是［ｗ］－生

成的函数，若有属性列｛βｉ｜ｉ＝１，２，…，ｋ，βｉ∈ Ｖ，βｉα
－｝逐个迁入属性集α

－时，称上近似积分不等式序

列

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≥∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ１（ｘ）ｄｘ≥∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ２（ｘ）ｄｘ≥…≥∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｋ（ｘ）ｄｘ （１）

为上积分链Ⅰ，其中∫
ｂ

ａ
ｐ－Ｆｊ（ｘ）ｄｘ是有ｊ个属性迁入属性集α

－时，函数生成的上近似积分在不混淆的情况下，

简称α
－是∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ的属性集。

定义 ２２ 设［ｗ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｗ］，α－＝｛α１，α２，…，αｐ｝是［ｗ］－的属性集，ｐ－（ｘ）是［ｗ］－生
成的函数，若有属性列｛αｊ｜αｊ∈α－｝逐个迁出属性集α－时，有上近似积分不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ２（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ， （２）

称式（２）为上积分链Ⅱ，其中∫
ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆｊ（ｘ）ｄｘ是共有ｊ个属性迁出属性集α

－时，函数生成的上近似积分。

定义 ２３ 上积分链Ⅰ与上积分链Ⅱ可连接在一起，称下式为上积分链：

∫
ｂ

ａ
ｐ－Ｆｋ（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ１（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ。

定义 ２４ ｐ－（ｘ）是函数Ｓ粗集下近似（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）的生成函数，若有属性列｛βｉ｜ｉ＝１，２，…，ｋ，βｉ∈
Ｖ，βｉα

－｝逐个迁入属性集α－时，有下近似积分不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≥∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ１（ｘ）ｄｘ≥∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ２（ｘ）ｄｘ≥…≥∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆｋ（ｘ）ｄｘ。 （３）

称式（３）为下积分链Ⅰ，称α－是∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ的属性集。

定义 ２５ ｐ－（ｘ）是函数Ｓ粗集下近似（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）的生成函数，若有属性列｛αｊ｜ｊ＝ｓ＋１，ｓ＋２…，

ｓ＋ｌ，ｌ≤ ｐ，αｊ∈α－｝逐个迁出属性集α－时，有下近似积分不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ２（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ。 （４）

称式（２）为下积分链Ⅱ。
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定义 ２６ 下积分链Ⅰ、Ⅱ统称为下积分链；上积分链Ⅰ、Ⅱ统称上积分链；上、下积分链统称积分链。

定义 ２７ 称积分链上的每一个积分为积分链结，简称链结；相邻链结积分值的绝对差称为链结距。

定义２８ 称上积分链Ⅰ是（ｆ，珋ｆ）可闭，如果上积分链Ⅰ中不全取等号，且存在 ｆ∈Ｆ，珋ｆ∈珔Ｆ，使得α１

→α′，αｎ→α′，此时，称上积分链Ⅰ是（ｆ，珋ｆ）上积分环。
定义 ２９ 一条积分链上链结的个数称为该积分链的长度。

命题 １ 每条积分链链结距不等。

命题 ２ 每条积分链粗链结的个数不一定相等。

定理 ２１（上积分链基数有序定理） 设α
－
ｉ为上积分链中积分链结∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｉ（ｘ）ｄｘ的属性集，则

ｃａｒｄ（α－１）＞ｃａｒｄ（α－２）＞… ＞ｃａｒｄ（α－ｎ）。

定理 ２２（下积分链基数有序定理） 设αｉ，－为下积分链中积分链结∫
ｂ

ａ
ｐ－，Ｆｊ（ｘ）ｄｘ的属性集，则

ｃａｒｄ（α１，－）＞ｃａｒｄ（α２，－）＞… ＞ｃａｒｄ（αｎ，－）。

定理 ２３（粗积分链定理） 称上积分链与下积分链对应积分构成的积分对链为粗积分链：

（∫
ｂ

ａ
ｐ－，Ｆｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｋ（ｘ）ｄｘ）≤ （∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆｋ－１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｋ－１（ｘ）ｄｘ）… ≤ （∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ１（ｘ）ｄｘ）≤

（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ）≤…≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ）。

证明 由定义２３与定义２６可知对于由函数Ｓ粗集生成的粗积分 （∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ），当上近

似积分与下近似积分对应的属性集有属性逐个迁入时，可生成粗积分链上段

（∫
ｂ

ａ
ｐ－，Ｆｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｋ（ｘ）ｄｘ）≤…≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－，Ｆ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆ１（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）；

有属性逐个迁出时，可以生成粗积分链下段

（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆ１（ｘ）ｄｘ）≤…≤（∫

ｂ

ａ
ｐ－，珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－珔Ｆｌ（ｘ）ｄｘ）。

显然粗积分链上段与粗积分链下段通过粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）连成一粗积分链。定理２３得证。

定理２４（积分链存在性定理） 设［ｗ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｗ］；α－＝｛α１，α２，…，αｐ｝是［ｗ］－的属性

集，ｐ－（ｘ）是［ｗ］－生成的函数，当属性列｛βｉ｜ｉ＝１，２，…，ｋ，βｉ∈ Ｖ，βｉα
－｝中属性个数 ｋ≥２，且上近似

不等式序列不全取等号时，即存在∫
ｂ

ａ
ｐ－Ｆｉ（ｘ）ｄｘ≠∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｊ（ｘ）ｄｘ，则上积分链存在。

定理 ２４的结论是显然的，其他积分链存在的条件也类似。

定理 ２５（上积分环定理） 设 Ｌ１、Ｌ２是由同一粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）在不同的元素迁移族

下形成的两个上积分链，如果上积分链 Ｌ１的第 ｃ个链结与上积分链Ｌ２中的第 ｄ个链结相等，则 Ｌ１、Ｌ２可构

成一个积分环，当且仅当有上积分链 Ｌ１与 Ｌ２中两个首链结相等，两个尾链结也相等时，Ｌ１、Ｌ２构成一个最大

的积分环。

定理 ２６（下积分环定理） 设 Ｌ′１、Ｌ′２是由同一粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）在不同的元素迁移族

下形成的两个下积分链，如果下积分链Ｌ′１的第ｃ个链结与下积分链Ｌ′２中的第ｄ个链结相等，则Ｌ′１、Ｌ′２可构

成一个积分环，且当仅有下积分链 Ｌ′１与 Ｌ′２中两个首尾链结分别相等时，Ｌ′１、Ｌ′２构成一个最大的积分环。

定理 ２７（积分环定理） 设 Ｔ１、Ｔ２是由同一粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）在不同的元素迁移族下

形成的两个积分链，如果积分链 Ｔ１的第 ｃ个链结与积分链Ｔ２中的第 ｄ个链结相等，则 Ｔ１、Ｔ２可构成一个积

分环，且当仅有积分链 Ｔ１与 Ｔ２中两个首尾链结分别相等时，Ｔ１、Ｔ２构成一个最大的积分环。
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３ 中值定理在粗积分中的应用

引理 ３．１ 对于粗积分（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）存在一对实数（ｃ－，ｃ－），ａ＜ｃ－＜ｂ，ａ＜ｃ－＜ｂ，使得

（∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ）＝（ｐ－（ｃ－）（ｂ－ａ），ｐ－（ｃ－）（ｂ－ａ））。

证明见文献［１４］。
定理 ３１ 对于上积分链Ⅰ，存在实数列｛ｃｉ｜ｉ＝０，１，２，…，ｋ｝，使下列不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝ｐ－（ｃ０）（ｂ－ａ），ａ＜ｃ０ ＜ｂ；∫

ｂ

ａ
ｐ－Ｆｉ（ｘ）ｄｘ＝ｐ

－
Ｆｉ
（ｃｉ）（ｂ－ａ），ｉ＝１，２，…，ｋ，ａ＜ｃｉ＜ｂ；

且 ｐ－（ｃ０）≤ ｐ－Ｆ１（ｃ１）≤…≤ ｐ
－
Ｆｋ
（ｃｋ）。

对于上积分链Ⅱ，下积分链Ⅰ、Ⅱ，上积分链，下积分链都有相似的结论。

由积分中值定理及上积分链的定义可直接得到结论，证明略。

定理 ３２ 粗积分链中，存在实数对列｛（ｄｉ，ｄｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｋ＋ｌ＋１｝，使下式成立：
（ｐ－，Ｆｋ（ｄ１）（ｂ－ａ），ｐ

－
Ｆｋ
（ｄ１）（ｂ－ａ））≤…≤（ｐ－，Ｆ１（ｄｋ）（ｂ－ａ），ｐ

－
Ｆ（ｄｋ）（ｂ－ａ））≤

（ｐ－（ｄｋ＋１）（ｂ－ａ），ｐ－（ｄｋ＋１）（ｂ－ａ））≤（ｐ－，珔Ｆ１（ｄｋ＋２）（ｂ－ａ），ｐ
－
珔Ｆ（ｄｋ＋２）（ｂ－ａ））≤…≤

（ｐ－，珔Ｆｌ（ｄｋ＋ｌ＋１）（ｂ－ａ），ｐ
－
珔Ｆｌ
（ｄｋ＋ｌ＋１）（ｂ－ａ））。

由粗积分链的定义及积分中值定理直接得到，证明略。

４ 结论

本文基于函数Ｓ粗集和Ｆ粗积分，研究粗积分的动态特征，给出粗积分链和粗积分环的概念，并对它们
的一些特征进行了讨论。提出粗积分链和粗积分环定理，并且将牛顿积分中值定理推广到了粗积分链中。
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