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摘要：针对常微分方程线性和非线性两点边值问题，提出了基于三次样条插值的高精度有限体积元方法，给出了

具体计算格式，讨论了格式所具有的优良性质———正型性，并应用能量方法给出了收敛性分析，证明了格式按照

离散能量模具有四阶精度。最后给出线性、奇异源项和非线性数值算例，验证了算法的有效性和广泛适用性。
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本文考虑线性和非线性两点边值问题基于三次样条插值的高精度有限体积元方法。有限体积元方法

（ＦＶＥＭ）［１，２］通过微分方程的积分守恒形式，使用有限元子空间作为试探函数空间导出计算格式。李荣华教
授等在文献［２］中给出了一些高精度有限体积元计算格式，王同科通过高次Ｌａｇｒａｎｇｅ插值得到了另外一类高
精度有限体积元格式［３，４］。三次样条插值作为一种分段三次插值，具有计算精度高，光滑性好等优点，在许多

领域中有重要应用，但将样条插值应用于有限体积元方法的文献尚未见报道。

本文针对两点边值问题，应用三次样条插值对它的积分守恒形式进行离散，得到了一类具有四阶精度

的有限体积元格式，并将该格式转化为仅含有未知函数节点值的五对角线性代数方程组。该方程组的系数

矩阵当 ｈ满足一定条件时为Ｍ矩阵，表明本文所得有限体积元格式为正型格式，满足离散极值原理，保持了
方程本身的物理性质。本文第一节给出了三次样条插值，并说明单元中点为一阶导数超收敛点。第二节针

对Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的线性两点边值问题，导出了基于三次样条插值的有限体积元格式，并简要分析了格
式的正型性。第三节给出了该格式在离散 Ｈ１半模和离散 Ｌ２模下的收敛性分析，得到了四阶收敛精度。第
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四节结合Ｎｅｗｔｏｎ迭代，给出了本文算法在求解非线性和奇异源项两点边值问题方面的应用。第五节分别给
出线性、奇异源项和非线性数值算例，进一步验证了该方法的有效性和广泛适用性。

１ 三次样条插值及其导数超收敛点

设｛（ｘｉ，ｕｉ）｝ｎｉ＝０为等距的 ｎ＋１个节点，其中 ａ＝ｘ０＜ｘ１＜…＜ｘｎ＝ｂ。三次样条插值函数 Ｓ（ｘ）满足条
件 Ｓ（ｘｉ）＝ｕｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ），且具有二阶光滑性。设 ｈ＝ｘｉ－ｘｉ－１，Ｓ″（ｘｉ）＝Ｍｉ，则［５］

Ｓ（ｘ）｜［ｘｉ－１，ｘｉ］＝Ｓｉ（ｘ）＝ａｉ＋ｂｉ（ｘ－ｘｉ－１）＋ｃｉ（ｘ－ｘｉ－１）
２＋ｄｉ（ｘ－ｘｉ－１）３，ｉ＝１，２，…，ｎ， （１１）

其中 ａｉ＝ｕｉ－１，ｂｉ＝
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －

ｈ（Ｍｉ＋２Ｍｉ－１）
６ ，ｃｉ＝

Ｍｉ－１
２ ，ｄｉ＝

Ｍｉ－Ｍｉ－１
６ｈ 。由 Ｓ′（ｘ）在内点 ｘｉ处的连续性得

恒等式

Ｍｉ－１＋４Ｍｉ＋Ｍｉ＋１＝６（ｕｉ－１－２ｕｉ＋ｕｉ＋１）?ｈ２，ｉ＝１，…，ｎ－１， （１２）
边界条件 Ｍ０，Ｍｎ已知。设 ｕ（ｘ）∈Ｃ４［ａ，ｂ］，则其三次样条插值函数 Ｓ（ｘ）在［ａ，ｂ］有如下估计

［５］：

｜ｕ（ｊ）（ｘ）－Ｓ（ｊ）（ｘ）｜≤Ｃｊｈ４－ｊ‖ｕ
（４）（ｘ）‖∞，ｊ＝０，１，２，Ｃ０＝

１
１６，Ｃ１＝Ｃ２＝

１
２。 （１３）

令 ｘｉ－１２＝（ｘｉ－１＋ｘｉ）／２，由式（１１）直接计算得

Ｓ′ｘｉ－( )１２ ＝
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －ｈ２４（Ｍｉ－Ｍｉ－１）。

当 ｕ（ｘ）∈Ｃ５［ａ，ｂ］时，由Ｔａｙｌｏｒ公式知
ｕ（ｘｉ）－ｕ（ｘｉ－１）

ｈ －ｈ２４［ｕ″（ｘｉ）－ｕ″（ｘｉ－１）］＝ｕ′
ｘｉ－( )１２ ＋Ｏ（ｈ４）。 （１４）

由式（１３）和式（１４）知，三次样条插值导函数对所求函数的一阶导数进行逼近时，一般仅有三阶精度。但当
被插值函数 ｕ有更高的光滑性时，在单元中点 ｘｉ－１２处，插值函数一阶导数有高一阶的逼近精度，称 ｘｉ－１２（ｉ＝

１，２…，ｎ）为三次样条插值一阶导数超收敛点。若将这些超收敛点作为对偶剖分节点，则可以得到具有超收
敛性的有限体积元方法。

２ 两点边值问题基于三次样条插值的有限体积元方法（ＦＶＣＳ）

本节考虑区间 Ｉ＝［ａ，ｂ］上的线性两点边值问题
－ｕ″（ｘ）＋ｑ（ｘ）ｕ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ）， （２１ａ）

ｕ（ａ）＝α，ｕ（ｂ）＝β， （２１ｂ）
其中 ｑ，ｆ充分光滑，且 ｑ（ｘ）≥０，α，β为已知常数。

首先，对区间 Ｉ＝［ａ，ｂ］作剖分 Ｔｈ，节点为 ａ＝ｘ０＜ｘ１＜…＜ｘｎ＝ｂ。设 Ｔｈ为均匀剖分，步长为 ｈ。设

Ｉｉ＝［ｘｉ－１，ｘｉ］，ｘｉ－１２＝ｘｉ－
ｈ
２，记 Ｉ


ｉ＝ ｘｉ－１２，ｘｉ＋[ ]１２ ｘ－１２＝ｘ０，ｘｎ＋１２＝ｘ( )ｎ ，则所有 Ｉｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）构成 Ｔｈ

的对偶剖分，Ｉｉ 称为控制体积。在 Ｉｉ（ｉ＝１，…，ｎ－１）上对方程（２１ａ）进行积分，并应用分部积分公式，得
（２１）的积分守恒形式为，求 ｕ∈Ｈ１Ｅ＝｛ｕ，ｕ∈Ｈ１（Ｉ），ｕ（ａ）＝α，ｕ（ｂ）＝β｝，使得

ｕ′ｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ＋( )１２ ＋∫Ｉｉ
ｑｕｄｘ＝∫Ｉｉ

ｆ（ｘ）ｄｘ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１。 （２２）

设 Ｕｈ为Ｈ１Ｅ（Ｉ）的三次样条插值函数子空间，则式（２２）的近似形式为，求 ｕｈ∈ Ｕｈ，使得

ｕ′ｈ ｘｉ－( )１２ －ｕ′ｈ ｘｉ＋( )１２ ＋∫Ｉｉ
ｑｕｈｄｘ＝∫Ｉｉ

ｆ（ｘ）ｄｘ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１。 （２３）

记 ｕｉ＝ｕ（ｘｉ），由第１节式（１１）知当 ｘ∈［ｘｉ－１，ｘｉ］时，ｕ（ｘ）的三次样条插值函数为

Π３ｕ＝ｕｉ－１＋
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －

ｈ（Ｍｉ＋２Ｍｉ－１）[ ]６
（ｘ－ｘｉ－１）＋

Ｍｉ－１
２（ｘ－ｘｉ－１）

２＋
Ｍｉ－Ｍｉ－１
６ｈ （ｘ－ｘｉ－１）３。

（２４）
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设 Ｄｕ＝（Π３ｕ）′，由式（２４）知

Ｄｕｘｉ－( )１２ ＝
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －ｈ２４（Ｍｉ－Ｍｉ－１）。 （２５）

对于式（２３）左端的积分项，可由式（２４）及Ｓｉｍｐｓｏｎ公式求得，这样处理积分项精度比较高，对于非均匀网
格亦可以很好地应用，但所得格式计算量大。在保持离散精度的前提下，为适当减少计算量，采用另一种较

为简单的计算方法［４］。在［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］上，对 ｕ作二次插值，插值函数为

Π２ｕ＝
１
２ξ（ξ－１）ｕｉ－１－（ξ

２－１）ｕｉ＋
１
２ξ（ξ＋１）ｕｉ＋１，ξ ＝

ｘ－ｘｉ
ｈ 。

对 ｑｕ应用上述插值公式，得

∫Ｉｉ
ｑｕｄｘ≈ Ｓ（ｕ）ｉ：＝

ｈ
２４（ｑｉ－１ｕｉ－１＋２２ｑｉｕｉ＋ｑｉ＋１ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｎ－１。 （２６）

令 Ｕｉ＝ｕｈ（ｘｉ），ＤＵ＝ｕ′ｈ，将式（２５）和式（２６）代入式（２３），并取 Ｍ０ ＝ｑ０ｕ０－ｆ０，Ｍｎ ＝ｑｎｕｎ－ｆｎ，
得基于三次样条插值的有限体积元格式（ＦＶＣＳ）

ＤＵ ｘｉ－( )１２ －ＤＵ ｘｉ＋( )１２ ＋Ｓ（Ｕ）ｉ＝∫Ｉｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ， ｉ＝１，２，…，ｎ－１。 （２７）

式（２７）和式（１２）为关于 Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｎ－１和 Ｕ１，Ｕ２，…，Ｕｎ－１的２ｎ－２阶线性代数方程组，阶数较高，直接

求解困难。对于式（２７），进一步消去 Ｍｉ，得

ＡＵ＝ｂ，Ａ＝（ａｉｊ）（ｎ－１）×（ｎ－１），ｂ＝（ｂｉ）ｎ－１。 （２８）

若记 Ｆｉ＝∫Ｉｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ，则得

ａｉ，ｊ＝

１９８＋８９ｑｊｈ２， ｉ＝ｊ＝１或 ｎ－１，

９０（２＋ｑｊｈ２）， ２≤ ｉ＝ｊ≤ ｎ－２，

２（－３６＋１３ｑｊｈ２）， ｜ｉ－ｊ｜＝１，

－１８＋ｑｊｈ２， ｜ｉ－ｊ｜＝２，

０













， 其它，

ｂｉ＝

２４ｈ（４Ｆ１＋Ｆ２）＋２（５４－５ｈ２ｑ０）α＋６ｈ２ｆ０， ｉ＝１，

２４ｈ（Ｆ１＋４Ｆ２＋Ｆ３）＋（１８－ｈ２ｑ０）α， ｉ＝２，

２４ｈ（Ｆｉ－１＋４Ｆｉ＋Ｆｉ＋１）， ３≤ ｉ≤ ｎ－３，

２４ｈ（Ｆｎ－３＋４Ｆｎ－２＋Ｆｎ－１）＋（１８－ｈ２ｑｎ）β， ｉ＝ｎ－２，

２４ｈ（Ｆｎ－２＋４Ｆｎ－１）＋２（５４－５ｈ２ｑｎ）β＋６ｈ
２ｆｎ， ｉ＝ｎ－１













。

式（２８）为五对角线性代数方程组。具体求解时，右端项可使用两点以上的Ｇａｕｓｓ求积公式或Ｓｉｍｐｓｏｎ求积公
式。由 Ａ的表达式知，只要３６－１３ｑｉｈ２≥０，１８－ｑｉｈ２≥０，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，则式（２８）为正型格式。记 Ｍ ＝

ｍａｘｘ∈［ａ，ｂ］ｑ（ｘ），那么，当 Ｍｈ
２≤
３６
１３时，就能保证 Ａ为Ｌ矩阵（定义见文献［６］）。又 ｑ（ｘ）≥０，故 Ａ必对角占

优，即 Ａ为Ｍ矩阵。于是，有如下定理。

定理 １ 当 Ｍｈ２≤
３６
１３（Ｍ ＝ｍａｘｘ∈［ａ，ｂ］ｑ（ｘ））时，（２８）为正型格式。

由定理１知，只要 ｈ适当小，（２８）为正型格式，满足离散极值原理，从而格式保持了方程本身的物理性
质。另外，通常的高精度差分格式不满足正型格式条件，这里，通过三次样条插值得到了一类高精度的正型

差分格式。

３ 收敛性分析

用 ｜·｜ｋ，‖·‖ｋ分别表示通常Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的 ｋ阶半模、全模。对任意网格函数 ｅ（ｅ０ ＝ｅｎ＝０），定义其
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离散 Ｌ２模、Ｈ１半模如下：

‖ｅ‖０，ｈ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｅ２ｉ( )ｈ

１
２， ｜ｅ｜１，ｈ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

ｅｉ－ｅｉ－１( )ｈ

２( )ｈ
１
２
。

令 ｕｉ＝ｕ（ｘｉ），并设珟Ｍｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）满足
珟Ｍｉ－１＋４珟Ｍｉ＋珟Ｍｉ＋１ ＝６（ｕｉ－１－２ｕｉ＋ｕｉ＋１）?ｈ２，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，
珟Ｍ０ ＝Ｍ０，珟Ｍｎ ＝Ｍｎ{ 。

令珟Ｄｕｘｉ－( )１２ ＝
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －ｈ２４（

珟Ｍｉ－珟Ｍｉ－１），将守恒形式（２２）离散为

珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －珟Ｄｕｘｉ＋( )１２ ＋Ｓ（ｕ）ｉ＝∫Ｉｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋珘Ｒｉ， ｉ＝１，２，…，ｎ－１， （３１）

其中珘Ｒｉ为格式（２７）的修正截断误差，且

珘Ｒｉ＝ 珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )[ ]１
２ －珟Ｄｕｘｉ＋( )１２ －ｕ′ｘｉ＋( )[ ]１

２ ＋Ｓ（ｕ）ｉ－∫Ｉｉ
ｑｕｄｘ。

令 ｅｕｉ＝ｕｉ－Ｕｉ，ｅ
ｍ
ｉ ＝珟Ｍｉ－Ｍｉ，式（３１）减去式（２７）得误差方程

１
ｈ（－ｅ

ｕ
ｉ－１＋２ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ＋１）＋

ｈ
２４（ｅ

ｍ
ｉ－１－２ｅ

ｍ
ｉ＋ｅｍｉ＋１）＋Ｓ（ｅｕ）ｉ＝珘Ｒｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，

ｅｕ０ ＝ｅ
ｕ
ｎ＝０，ｅｍ０ ＝ｅ

ｍ
ｎ ＝０

{
。

（３２）

上式两边同乘以 ｅｕｉ，然后对 ｉ从１到 ｎ－１求和，并利用分部求和公式，得

｜ｅｕ｜２１，ｈ＋∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｓ（ｅｕ）ｉｅ

ｕ
ｉ－
ｈ
２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ－ｅｍｉ－１）（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１）＝∑

ｎ－１

ｉ＝１

珘Ｒｉｅ
ｕ
ｉ。 （３３）

引理 １ ｈ
２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ－ｅｍｉ－１）（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１）≤

１
２｜ｅ

ｕ｜２１，ｈ。

证明 由Ｃａｕｃｈｙ不等式，有
ｈ
２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ－ｅｍｉ－１）（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１）≤

ｈ
２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ－ｅｍｉ－１）２( )ｈ

１
２ ｜ｅｕ｜１，ｈ≤

ｈ
２４４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ）２( )ｈ

１
２ ｜ｅｕ｜１，ｈ，

而由文献［７］（引理２）知

４∑
ｎ

ｉ＝１
（ｅｍｉ）２≤∑

ｎ－１

ｉ＝１

６（ｅｕｉ－１－２ｅ
ｕ
ｉ＋ｅｕｉ＋１）
ｈ( )２

２

≤
１４４
ｈ２∑

ｎ

ｉ＝１

ｅｕｉ－ｅｕｉ－１( )ｈ

２

＝１４４ｈ３ ｜ｅ
ｕ｜２１，ｈ。

将上式代入前式，引理１得证。
引理 ２ 若 ｑ（ｘ）∈ Ｃ１（Ｉ），且 ｑ（ｘ）≥０，则对网格函数 ｅ（ｅ０ ＝ｅｎ ＝０），存在与 ｈ无关的正常数Ｃ，满

足

∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｓ（ｅｕ）ｉｅ

ｕ
ｉ－∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｑｉ（ｅ

ｕ
ｉ）
２ｈ≤ Ｃｈ２｜ｅｕ｜２１，ｈ。

证明 由式（２６）及分部求和公式，有

∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｓ（ｅｕ）ｉｅ

ｕ
ｉ－∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｑｉ（ｅ

ｕ
ｉ）
２ｈ＝ ｈ２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｑｉｅ

ｕ
ｉ－ｑｉ－１ｅ

ｕ
ｉ－１）（ｅ

ｕ
ｉ－１－ｅ

ｕ
ｉ）＝

－ｈ２４∑
ｎ

ｉ＝１
ｑｉ（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１）２－

ｈ
２４∑

ｎ

ｉ＝１
（ｑｉ－ｑｉ－１）ｅ

ｕ
ｉ－１（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１），

其中 ｑｉ－ｑｉ－１ ＝ｑ′（θｉ）ｈ。由Ｃａｕｃｈｙ不等式及‖ｅｕ‖０，ｈ≤ Ｃ｜ｅｕ｜１，ｈ，ｑ∈ Ｃ１（Ｉ），进一步可导出

∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｓ（ｅｕ）ｉｅ

ｕ
ｉ－∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｑｉ（ｅ

ｕ
ｉ）
２ｈ≤

ｈ２
２４ｍａｘｘ∈Ｉ

ｑ（ｘ）｜ｅｕ｜２１，ｈ＋
ｈ２
２４ｍａｘｘ∈Ｉ｜

ｑ′（ｘ）｜‖ｅｕ‖０，ｈ｜ｅｕ｜１，ｈ≤

Ｃｈ２｜ｅｕ｜２１，ｈ。

由引理１，引理２及式（３３）知，存在 ｈ０ ＞０，当 ｈ＜ｈ０时，γ ＞０，使得

γ ｜ｅｕ｜２１，ｈ≤∑
ｎ－１

ｉ＝１

珘Ｒｉｅ
ｕ
ｉ。 （３４）

引理 ３ 设 ｕ∈ Ｈ１Ｅ（Ｉ）∩ Ｈ５（Ｉ），则

４８ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４４卷



珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ≤ Ｃｈ
７
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－２，ｘｉ＋１］， ｉ＝１，２，…，ｎ。 （３．５）

证明 记珚Ｄｕｘｉ－( )１２ ＝
ｕｉ－ｕｉ－１
ｈ －ｈ２４（ｕ″ｉ－ｕ″ｉ－１），则

珟Ｄｕ（ｘｉ－１２）－珚Ｄｕ（ｘｉ－１２）＝
ｈ
２４［（ｕ″ｉ－

珟Ｍｉ）－（ｕ″ｉ－１－珟Ｍｉ－１）］。

由文献［８］知，珟Ｍｉ＝ｕ″ｉ－
ｈ２
１２ｕ

（４）（ξｉ１），珟Ｍｉ－１＝ｕ″ｉ－１－
ｈ２
１２ｕ

（４）（ξｉ２），其中ξｉ１∈［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］，ξｉ２∈［ｘｉ－２，ｘｉ］。故

珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －珚Ｄｕｘｉ－( )１２ ＝ ｈ
３

２８８｜ｕ
（４）（ξｉ１）－ｕ

（４）（ξｉ２）｜≤
ｈ３
２８８∫

ｘｉ＋１

ｘｉ－２
｜ｕ（５）（ｘ）｜ｄｘ≤ Ｃｈ

７
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－２，ｘｉ＋１］。

又 珚Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ≤ Ｃｈ
７
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－１，ｘｉ］。事实上，在［ｘｉ－１，ｘｉ］上，令ξ ＝

ｘ－ｘｉ－１２
ｈ ，则

珚Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ＝ １ｈ ｕｉ－ｕｉ－１－
１
２４
ｄ２ｕ
ｄξ
２( )１２ ＋１２４ｄ

２ｕ
ｄξ
２ －( )１２ －ｄｕｄξ（０[ ]）：＝ １ｈＥ（ｕ）。

Ｅ（ｕ）作为 ｕ的线性泛函，有 ｜Ｅ（ｕ）｜≤ Ｃ‖ｕ‖２，∞，［－１２，
１
２］
，又Ｈ５ Ｃ２，从而 ｜Ｅ（ｕ）｜≤ Ｃ‖ｕ‖５，［－１２，

１
２］
。

当 ｕ＝ξ
ｋ（ｋ＝０，１，…，４）时，Ｅ（ｕ）≡０，由ＢｒａｍｂｌｅＨｉｌｂｅｒｔ引理，｜Ｅ（ｕ）｜≤ Ｃ｜ｕ｜５，［－１２，１２］。使用坐标变换，

｜ｕ｜５，［－１２，１２］ ＝ｈ
９
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－１，ｘｉ］，故 珚Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ≤ Ｃｈ

７
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－１，ｘｉ］。因此，

珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ≤ 珟Ｄｕｘｉ－( )１２ －珚Ｄｕｘｉ－( )１２ ＋珚Ｄｕｘｉ－( )１２ －ｕ′ｘｉ－( )１２ ≤ Ｃｈ
７
２ ｜ｕ｜５，［ｘｉ－２，ｘｉ＋１］。

注意，上式当 ｉ＝１时，ｘ－１ ＝ｘ０；当 ｉ＝ｎ时，ｘｎ＋１ ＝ｘｎ。引理３得证。
引理 ４ 若 ｑ∈ Ｃ４（Ｉ），ｕ∈ Ｈ１Ｅ（Ｉ）∩ Ｈ４（Ｉ），则有

Ｓ（ｕ）ｉ－∫Ｉｉ
ｑｕｄｘ≤ Ｃｈ

９
２‖ｕ‖４，［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］

， ｉ＝１，２，…，ｎ－１。

证明 在［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］上，令η ＝
ｘ－ｘｉ
ｈ ，则

Ｓ（ｕ）ｉ－∫Ｉｉ
ｑｕｄｘ＝ｈ

１
２４（ｑｉ－１ｕｉ－１＋２２ｑｉｕｉ＋ｑｉ＋１ｕｉ＋１）－∫

１
２

－１２

ｑｕｄ[ ]η ：＝ｈＦ（ｑｕ）。
Ｆ（ｑｕ）作为 ｑｕ的线性泛函，有 Ｆ（ｑｕ）≤ Ｃ‖ｑｕ‖０，∞，［－１，１］，又 Ｈ４ Ｃ０，从而 Ｆ（ｑｕ）≤ Ｃ‖ｑｕ‖４，［－１，１］。当

ｑｕ＝１，η，η
２，η

３时，Ｆ（ｑｕ）≡０，由ＢｒａｍｂｌｅＨｉｌｂｅｒｔ引理，Ｆ（ｑｕ）≤ Ｃ｜ｑｕ｜４，［－１，１］≤ Ｃｈ
７
２‖ｕ‖４，［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］

。引

理４得证。
由引理３，引理４及 Ｈ５ Ｈ４知

∑
ｎ－１

ｉ＝１

珘Ｒｉｅ
ｕ
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
（珟Ｄｕ（ｘｉ＋１２）－ｕ′（ｘｉ＋１２））（ｅ

ｕ
ｉ－ｅｕｉ－１）＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（Ｓ（ｕ）ｉ－∫Ｉｉ

ｑｕｄｘ）ｅｕｉ ≤

Ｃｈ４｜ｕ｜５｜ｅｕ｜１，ｈ＋Ｃｈ４‖ｕ‖４‖ｅｕ‖０，ｈ≤ Ｃｈ４‖ｕ‖５｜ｅｕ｜１，ｈ。 （３６）
从而，由式（３４），式（３６），得

｜ｕ－Ｕ｜１，ｈ ＝｜ｅｕ｜１，ｈ≤ Ｃｈ４‖ｕ‖５。 （３７）
由于‖ｕ－Ｕ‖０，ｈ≤ Ｃ｜ｕ－Ｕ｜１，ｈ

［９］，进一步有

‖ｕ－Ｕ‖０，ｈ≤ Ｃｈ４‖ｕ‖５。 （３８）
将以上结果总结为如下定理。

定理 ２ 设 ｑ∈ Ｃ４（Ｉ），且 ｑ≥０，ｕ∈ Ｈ１Ｅ（Ｉ）∩ Ｈ５（Ｉ）是（２１）或其等价形式（２２）的解，Ｕ是有限体
积元格式（２７）或其约化形式（２８）的解，则当ｈ充分小时，Ｕ按离散Ｈ１半模和离散Ｌ２模收敛于ｕ，且分别有
误差估计式（３７）和（３８）。

４ 非线性和奇异源项两点边值问题

本节将本文算法应用于求解非线性和奇异源项两点边值问题。首先考虑下面的非线性问题：

第２期 高广花，等：两点边值问题基于三次样条插值的高精度有限体积元方法 ４９



－ｕ″（ｘ）＝ｆ（ｘ，ｕ（ｘ）），ｘ∈（ａ，ｂ），ｕ（ａ）＝０，ｕ（ｂ）＝０。 （４１）
假设 ｆ：［ａ，ｂ］×Ｒ连续并关于ｕ连续可微，定义Ｆ（ｕ）（ｘ）＝－ｕ″（ｘ）－ｆ（ｘ，ｕ（ｘ）），则求解Ｆ（ｕ）（ｘ）＝

０的Ｎｅｗｔｏｎ迭代法为 ｕｋ＋１ ＝ｕｋ－［Ｆ′（ｕｋ）］－１Ｆ（ｕｋ），其中 Ｆ′（ｕ）为Ｆｒéｃｈｅｔ导数
［１０］，有

Ｆ′（ｕ）（ｙ）（ｘ）＝ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ［Ｆ（ｕ＋ｈｙ）（ｘ）－Ｆ（ｕ）（ｘ）］＝－ｙ″（ｘ）－

ｆ（ｘ，ｕ（ｘ））
ｕ

ｙ（ｘ）。

从而，在迭代的每一步，只需应用本文算法求解如下线性两点边值问题：

－ｕ″ｋ＋１（ｘ）－
ｆ（ｘ，ｕｋ（ｘ））

ｕ
ｕｋ＋１（ｘ）＝ｆ（ｘ，ｕｋ（ｘ））－

ｆ（ｘ，ｕｋ（ｘ））
ｕ

ｕｋ（ｘ）， ｘ∈（ａ，ｂ）， （４２ａ）

ｕｋ＋１（ａ）＝ｕｋ＋１（ｂ）＝０。 （４２ｂ）
其次对于奇异源项两点边值问题［１１］，考虑源项为Ｄｅｌｔａ函数的情形，即在式（２１）中取ｆ（ｘ）＝δ（ｘ－ξ），

ξ∈（ａ，ｂ）。由于Ｄｅｌｔａ函数不同于通常意义下的函数，一般的差分方法难以直接应用。但有限体积元方法从
微分方程的积分守恒形式出发，结合 Ｄｅｌｔａ函数定义，容易知道本文算法应用于求解该问题非常方便。当然，
由于 ｕ光滑性差，误差估计收敛阶将受到一定影响，下一节将给出具体数值算例。

５ 数值算例

为检验本文算法的有效性，本节分别给出线性、奇异源项和非线性数值例子。

例 １［１２］ 在（２１）中，令 ａ＝０，ｂ＝１，ｑ（ｘ）＝π２，ｆ（ｘ）＝２π２ｓｉｎ（πｘ），该问题精确解为 ｕ＝ｓｉｎπｘ。我
们分别用本文方法（ＦＶＣＳ），线性有限元方法（ＦＥＭ）和三点差分法（ＦＤＭ）求解，所得结果如表１所示。

表１ 当 ｎ＝１０时不同方法计算所得数值解与精确解（ＡＳ）之比较
Ｔａｂｌｅ１ Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ＡＳ）ｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓｗｉｔｈｎ＝１０
ｘｉ ０１ ０２ ０３ ０４ ０５

ＦＤＭ ０３１０２９０ ０５９０２００ ０８１２３５０ ０９５１０６０ １００４１２０

ＦＥＭ ０３１０２８０ ０５９０２００ ０８１２３４０ ０９５４９６０ １００４１００

ＦＶＣＳ ０３０９００９ ０５８７７７０ ０８０８９９６ ０９５１０３２ ０９９９９７５

ＡＳ ０３０９０１７ ０５８７７８５ ０８０９０１７ ０９５１０５６５ １００００００

进一步，在不同剖分下分别用ＦＶＣＳ方法和三点差分方法进行计算，所得结果如图１所示。图中直线位置
越高，计算误差越小，而直线斜率反映数值收敛阶。从图１（ａ）中可以看出，ＦＶＣＳ相应直线斜率约为４，ＦＤＭ相
应斜率约为２，说明了本文格式（２８）按离散 Ｌ２模和最大模确实具有四阶精度；图１（ｂ）反映了对偶剖分节点
处的一阶导数的逼近阶和格式在 Ｈ１模下的收敛阶（直线斜率约为４，图例中ＤＳＣＰ表示一阶导数超收敛点），
验证了三次样条插值在对偶剖分节点处一阶导数的超收敛性和格式在 Ｈ１模下四阶收敛性。

图１ （ａ）数值解最大模及 Ｌ２模收敛阶；（ｂ）Ｈ１模收敛阶及对偶节点处一阶导数逼近阶
Ｆｉｇ．１ （ａ）ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｍａｘｉｍｕｍａｎｄＬ２ｎｏｒｍ；

（ｂ）ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｉｎＨ１ｎｏｒｍａｎｄｍａｘｉｍｕｍｎｏｒｍｏｆｆｉｒｓｔｄｅｒｉｖａｔｉｖｅａｔｄｕａｌｐｏｉｎｔｓ
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例 ２［１１］ 在式（２１）中，令 ａ＝０，ｂ＝１，ｑ（ｘ）＝０，ｆ（ｘ）＝δ（ｘ－０５），精确解为 ｕ（ｘ）＝
ｘ
２，ｘ≤０５；

ｕ（ｘ）＝ １２（１－ｘ），ｘ＞０５。取 ｎ＝４０，利用格式（２８）进行计算，所得结果如图２所示。图２（ａ）为由格式

（２８）计算所得的近似解曲线，（ｂ）为误差曲线。由图２可知，该问题在奇点处计算误差较大，如果在奇点附近
加密网格，效果会更好。此例说明，虽然在格式推导时假定了函数具有一阶和二阶光滑性，但推导出的格式

有比较大的适用性，即使对于非光滑问题亦可以得到令人满意的计算结果。

图２ 例２计算结果（ａ）计算解曲线；（ｂ）精确解与计算解误差 ｕ－Ｕ曲线
Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ２（ａ）Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅ；（ｂ）Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｕ－Ｕ

例 ３ 在式（４１）中，令 ａ＝０，ｂ＝１，ｆ（ｘ，ｕ）＝２０ｅ－０１ｕ４－ｘ。精确解为 ｕ（ｘ）＝２０（ｌｎ（１＋ｘ）－ｘｌｎ２）。
采用本文算法求解该问题的线性化问题（４２），取初始近似解函数 ｕ０（ｘ）＝２０（１－ｌｎ２）ｘ，结果见表２。

表２ 当 ｎ＝２０时迭代次数及前后两次迭代结果最大误差
Ｔａｂｌｅ２ Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｔｅｐｓａｎｄｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｔｗｏｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｓｔｅｐｓｗｉｔｈｎ＝２０

ｋ １ ２ ３

‖ｕｋ－ｕｋ－１‖∞ ０２５７５２３ ２５１７０２７×１０－４ ２３０７０２３×１０－１０

可见迭代很快收敛，而且求得计算解与真解的最大绝对误差为２９３７３３４×１０－６，从而验证了本文算法对
非线性问题亦非常有效。
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