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双复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ风险模型及其破产概率
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摘要：对理赔到达为复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程的风险模型进行了推广，建立了双复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ风险模型，
即保单到达与理赔到达均为复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程的风险模型并对其进行了研究，证明了基于此模型的调节
系数是不存在的。并进一步考虑到保险经营中的随机因素，将模型推广为带干扰的情形，得到了破产概率表达式

及其上界。
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０ 引言

风险理论主要研究保险实务中的各种随机风险模型，是当前精算学界的热门课题。经典风险模型的定

义为 Ｕ（ｔ）＝ｕ＋ｃｔ－∑
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｚｋ，其中，ｕ为初始资本，ｃ为常数，表示保险公司单位时间内的保费收入；｛Ｎ（ｔ），

ｔ≥０｝为齐次泊松过程，表示理赔次数；｛Ｚｋ，ｋ≥１｝为独立同分布的非负随机变量序列，表示个别理赔额；

Ｕ（ｔ）表示到时刻 ｔ为止的盈余［１４］。近年来，许多研究人员对其进行了推广。主要体现在以下几个方面：一

是理赔次数过程的推广，用更一般的点过程如（负）二项过程、更新过程、Ｃｏｘ过程、复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程
等来描述理赔次数［５７］；二是保单到达过程的推广，假设保费收入不再是线性增长的，而是随机到达的［８９］；

另外还有险种的推广以及干扰、利率等随机因素的考虑［１０１２］。文献［７］将理赔次数过程推广为复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ
Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ过程，有着实际的应用背景。泊松分布的一个重要性质是方差等于均值。然而，在保险实践中，理
赔次数并不完全遵循泊松分布规律，方差往往大于均值，这种现象称为散度偏大，其产生的主要原因是由于

保险公司采取了回避风险制度（如免陪制度、无赔款折扣制度等），使得风险事件不一定是赔付事件，这样理

赔次数往往小于事故发生次数。比如，在汽车保险中，保险公司规定损失在５００元以下的不进行赔付。文献
［８］研究了双复合泊松风险模型。基于这两种模型，作者均给出了调节系数Ｒ，并得到了由调节系数表达的
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破产概率公式：Ψ（ｕ）＝
ｅ－Ｒｕ

Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞］
，其形式与经典风险模型的破产概率公式是相同的。考虑到保单

到达的随机性，本文将文献［７］中的模型推广到更为一般的情形。首先建立了双复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ风险
模型，即保单到达与理赔到达均为复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程的风险模型，证明了基于此模型的调节系数是
不存在的，因此，不能用传统的方法得到破产概率表达式及其上界。进一步地，考虑到保险经营中的随机因

素，将模型推广为带干扰的情形，使其更符合保险实际。针对新模型，得到了破产概率表达式及其上界。

１ 预备知识［７］

定义 １ 设λ＞０，０≤ρ＜１。称母函数 Ｇ（ｔ）＝ｅｘｐ
λ（ｔ－１）
１－ρ

[ ]ｔ 所对应的分布为复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ分

布，记为 ＰＧ（λ，ρ）。
定义 ２ 设λ＞０，０≤ρ＜１。称｛Ｎ（ｔ）；ｔ≥０｝为参数为λ，ρ的复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程，如果满足：
（１）Ｎ（０）＝０；
（２）｛Ｎ（ｔ），ｔ≥０｝具有独立平稳增量；

（３）对 ｔ＞０有 Ｎ（ｔ）～ＰＧ（λｔ，ρ），而且 Ｅ［Ｎ（ｔ）］＝
λｔ
１－ρ

，Ｖａｒ［Ｎ（ｔ）］＝λｔ（１＋ρ）
（１－ρ）

２。

定义 ３ 设 Ｙ（ｔ）＝∑
Ｎ（ｔ）

ｉ＝１
Ｘｉ，其中｛Ｎ（ｔ）；ｔ≥０｝为复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程；Ｘｉ（≥０）之间独立同分布，且

与｛Ｎ（ｔ）；ｔ≥０｝独立。称｛Ｙ（ｔ）；ｔ≥０｝为复合复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程。

性质 １ Ｎ（ｔ）、Ｙ（ｔ）的矩母函数分别为 ＭＮ（ｔ）（ｒ）＝ｅｘｐλ
ｔ（ｅｒ－１）
１－ρｅ

[ ]ｒ ，ＭＹ（ｔ）（ｒ）＝ｅｘｐ
λｔ［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρＭＸ（ｒ

{ }）
。

２ 模型建立

建立如下风险模型：

Ｕ（ｔ）＝ｕ＋∑
Ｍ（ｔ）

ｉ＝１
Ｙｉ－∑

Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘｊ＝ｕ＋Ｓ（ｔ）， （１）

Ｕ（ｔ）＝ｕ＋∑
Ｍ（ｔ）

ｉ＝１
Ｙｉ－∑

Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘｊ＋σＷ（ｔ）＝ｕ＋Ｓ（ｔ）。 （２）

其中 ｕ为初始资本；Ｍ（ｔ）为到时刻 ｔ为止的保单个数；Ｙｉ（ｉ＝１，２，…，Ｍ（ｔ））为第 ｉ张保单的保费；Ｎ（ｔ）为
到时刻 ｔ为止的理赔次数；Ｘｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ（ｔ））为第 ｊ次的理赔额；Ｗ（ｔ）为干扰项，σ为扰动系数；Ｕ（ｔ）表
示到时刻 ｔ为止的盈余。

假设 Ｘｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ（ｔ））独立同分布，Ｙｉ（ｉ＝１，２，…，Ｍ（ｔ））独立同分布，且均为非负的随机变量序
列；Ｍ（ｔ）、Ｎ（ｔ）、Ｘｊ、Ｙｉ、Ｗ（ｔ）相互独立，且 Ｍ（ｔ）～ＰＧ（λ１ｔ，ρ１）、Ｎ（ｔ）～ＰＧ（λ２ｔ，ρ２），Ｗ（ｔ）为一维标准维纳
过程，则称模型（１）为双复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ风险模型，即保单到达与理赔到达均为复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ
过程的风险模型。模型（２）为带干扰的双复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ风险模型。

定义 Ｔ＝ｉｎｆ｛ｔ：ｔ≥０且 Ｕ（ｔ）＜０｝为破产时刻，Ψ（ｕ）＝Ｐ（Ｔ＜∞）为破产概率。
为了确保保险公司的稳定经营，要求期望保费收入大于期望理赔，即Ｅ［Ｓ（ｔ）］＞０，而

Ｅ［Ｓ（ｔ）］＝Ｅ ∑
Ｍ（ｔ）

ｉ＝１
Ｙｉ－∑

Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘ[ ]ｊ ＝Ｅ［Ｍ（ｔ）］Ｅ［Ｙ］－Ｅ［Ｎ（ｔ）］Ｅ［Ｘ］＝λ１

ｔ
１－ρ１

Ｅ（Ｙ）－λ２
ｔ

１－ρ２
Ｅ（Ｘ）或

Ｅ［Ｓ（ｔ）］＝Ｅ ∑
Ｍ（ｔ）

ｉ＝１
Ｙｉ－∑

Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘｊ＋σＷ（ｔ[ ]） ＝λ１ｔ１－ρ１

Ｅ（Ｙ）－λ２
ｔ

１－ρ２
Ｅ（Ｘ）。 （３）

其中，Ｘ、Ｙ分别表示与Ｘｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ（ｔ））、Ｙｉ（ｉ＝１，２，…，Ｍ（ｔ））同分布的随机变量。
为使 Ｅ［Ｓ（ｔ）］＞０，作如下假设：

假设 １ λ１
１－ρ１

Ｅ（Ｙ）－ λ２１－ρ２
Ｅ（Ｘ）＞０。 （４）
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３ 主要结果

３１ 模型（１）的结果
本节证明了模型（１）的调节系数是不存在的，故不能用传统的方法得到破产概率表达式及其上界。
引理 １ 对于模型（１），存在函数 ｇ（ｒ）使得

Ｅ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］＝ｅｔｇ（ｒ）。 （５）

证明 Ｅ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］＝Ｅ (ｅｘｐ －ｒ∑Ｍ（ｔ）
ｉ＝１
Ｙｉ＋ｒ∑

Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘ)[ ]ｊ ＝Ｅ (ｅｘｐ －ｒ∑Ｍ（ｔ）

ｉ＝１
Ｙ)[ ]ｉ Ｅ (ｅｘｐｒ∑Ｎ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘ)[ ]ｊ ＝

ｅｘｐλ１
ｔ［ＭＹ（－ｒ）－１］
１－ρ１ＭＹ（－ｒ）

＋λ２
ｔ［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρ２ＭＸ（ｒ

{ }）
，

其中 ＭＸ（ｒ）、ＭＹ（ｒ）表示 Ｘｊ、Ｙｉ的矩母函数。令 ｇ（ｒ）＝
λ１［ＭＹ（－ｒ）－１］
１－ρ１ＭＹ（－ｒ）

＋λ２
［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρ２ＭＸ（ｒ）

即得。

定义 ４ 方程 ｇ（ｒ）＝０在 ｒ＞０内的正解 Ｒ称为（１）的调节系数。
定理 １ 模型（１）不存在调节系数。

证明 ｇ（ｒ）＝λ１
［ＭＹ（－ｒ）－１］
１－ρ１ＭＹ（－ｒ）

＋λ２
［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρ２ＭＸ（ｒ）

，易得 ｇ（０）＝０，ｇ（＋∞）＝－λ１－
λ２

ρ２
＜０。

ｇ′（ｒ）＝－λ１Ｍ′Ｙ
（－ｒ）（１－ρ１）

［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］
２ ＋λ２

Ｍ′Ｘ（ｒ）（１－ρ２）
［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］

２ 。 （６）

由假设１，ｇ′（０）＝－λ１Ｅ
（Ｙ）

１－ρ１
＋λ２
Ｅ（Ｘ）
１－ρ２

＜０，ｇ′（＋∞）＞０；

ｇ″（ｒ）＝λ１Ｍ″Ｙ
（－ｒ）（１－ρ１）［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］

２＋２λ１ρ１（１－ρ１）Ｍ′
２
Ｙ（－ｒ）［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］

［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］
４ ＋

λ２Ｍ″Ｘ（ｒ）（１－ρ２）［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］
２＋２λ２ρ２（１－ρ２）Ｍ′

２
Ｘ（ｒ）［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］

［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］
４ ＞０，ｒ＞０。 （７）

所以 ｇ′（ｒ）是（０，＋∞）上的增函数，又 ｇ′（０）＜０，ｇ′（＋∞）＞０，故 ｇ（ｒ）先减后增，而 ｇ（０）＝０，ｇ（＋∞）＜０，
所以 ｇ（ｒ）＝０在 ｒ＞０内无解，即模型不存在调节系数。
３２ 模型（２）的结果

引理 ２ 对于模型（２），存在函数 ｇ（ｒ）使得
Ｅ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］＝ｅｔｇ（ｒ）。 （８）

证明 类似引理１的证明，令 ｇ（ｒ）＝λ１
［ＭＹ（－ｒ）－１］
１－ρ１ＭＹ（－ｒ）

＋λ２
［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρ２ＭＸ（ｒ）

＋１２ｒ
２
σ
２即得。

定义 ５ 方程 ｇ（ｒ）＝０在 ｒ＞０内的正解 Ｒ称为（２）的调节系数。
定理 ２ 模型（２）存在惟一的调节系数。

证明 ｇ（ｒ）＝λ１
［ＭＹ（－ｒ）－１］
１－ρ１ＭＹ（－ｒ）

＋λ２
［ＭＸ（ｒ）－１］
１－ρ２ＭＸ（ｒ）

＋１２ｒ
２
σ
２，易得 ｇ（０）＝０，ｇ（＋∞）＝＋∞。

ｇ′（ｒ）＝－λ１Ｍ′Ｙ
（－ｒ）（１－ρ１）

［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］
２ ＋λ２

Ｍ′Ｘ（ｒ）（１－ρ２）
［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］

２ ＋ｒσ２。 （９）

由假设１，ｇ′（０）＝－λ１Ｅ
（Ｙ）

１－ρ１
＋λ２
Ｅ（Ｘ）
１－ρ２

＜０，ｇ′（＋∞）＞０。

ｇ″（ｒ）＝λ１Ｍ″Ｙ
（－ｒ）（１－ρ１）［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］

２＋２λ１ρ１（１－ρ１）Ｍ′
２
Ｙ（－ｒ）［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］

［１－ρ１ＭＹ（－ｒ）］
４ ＋

λ２Ｍ″Ｘ（ｒ）（１－ρ２）［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］
２＋２λ２ρ２（１－ρ２）Ｍ′

２
Ｘ（ｒ）［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］

［１－ρ２ＭＸ（ｒ）］
４ ＋σ２＞０，ｒ＞０。

（１０）
所以 ｇ′（ｒ）是（０，＋∞）上的增函数，又 ｇ′（０）＜０，ｇ′（＋∞）＞０，故 ｇ（ｒ）先减后增，而 ｇ（０）＝０，ｇ（＋∞）＞０，
所以 ｇ（ｒ）＝０在 ｒ＞０内有惟一解，即模型（２）存在惟一的调节系数。
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定理 ３ 模型（２）的破产概率Ψ（ｕ）＝
ｅ－Ｒｕ

Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞］
，且Ψ（ｕ）≤ｅ－Ｒｕ。 （１１）

其中，Ｒ为调节系数，Ｔ为破产时刻。
证明 由定理２，模型（２）有惟一的调节系数 Ｒ，即 ｇ（Ｒ）＝０，所以，Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）］＝ｅ－Ｒｕ。

而 Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）］＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ≤ｔ］Ｐ（Ｔ≤ｔ）＋Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］Ｐ（Ｔ＞ｔ）。 （１２）
下证当 ｔ→∞时，Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］→０。

令β
２ｔ＝Ｖａｒ［Ｕ（ｔ）］，考虑函数 ｈ（ｔ）＝Ｅ［Ｕ（ｔ）］－βｔ

２
３，由假设１当 ｔ充分大时ｈ（ｔ）＞０，且当 ｔ→∞时

ｈ（ｔ）→＋∞，因此，
Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ，０≤Ｕ（ｔ）≤ｈ（ｔ）］Ｐ［Ｔ＞ｔ，０≤Ｕ（ｔ）≤ｈ（ｔ）］＋Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ，

Ｕ（ｔ）＞ｈ（ｔ）］Ｐ［Ｔ＞ｔ，Ｕ（ｔ）＞ｈ（ｔ）］≤Ｐ［０≤Ｕ（ｔ）≤ｈ（ｔ）］＋ｅ－Ｒｈ（ｔ），

而 ０≤Ｐ［０≤Ｕ（ｔ）≤ｈ（ｔ）］≤Ｐ ｜Ｕ（ｔ）－Ｅ［Ｕ（ｔ）］｜≥βｔ{ }２３ ≤
Ｖａｒ［Ｕ（ｔ）］

β
２ｔ
４
３

＝ｔ－
１
３， （１３）

所以，０≤Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］≤ｔ－
１
３＋ｅ－Ｒｈ（ｔ），故由控制收敛定理得ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］＝０。对 ｅ－Ｒｕ＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜

Ｔ≤ｔ］Ｐ（Ｔ≤ｔ）＋Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＞ｔ］Ｐ（Ｔ＞ｔ）两端取极限 ｔ→∞，得 ｅ－Ｒｕ＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（ｔ）｜Ｔ＜∞］Ｐ（Ｔ＜∞），所以

Ψ（ｕ）＝Ｐ（Ｔ＜∞）＝
ｅ－Ｒｕ

Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔ）｜Ｔ＜∞］
。又由 Ｕ（Ｔ）＜０，从而有Ψ（ｕ）≤ｅ－Ｒｕ。
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