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０ 引言

设｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ≥１｝是独立同分布的随机变量序列，通过经典的ＨａｒｔｍａｎＷｉｎｔｎｅｒ重对数律
［１］知：如果

ＥＸ＝０，ＥＸ２＝１， （０１）
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Ｓｔｒａｓｓｅｎ证明了（０１）是（０２）成立的必要条件［２］。

对于独立同分布的随机变量阵列，上面的ＨａｒｔｍａｎＷｉｎｔｎｅｒ重对数律不再成立，但有着不同的极限结果。

设｛Ｘｎｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１｝是独立随机变量阵列，且 ＥＸｎｉ＝０，ＥＸ２ｎｉ＜∞，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１。令 Ｓｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｎｉ和

ｓ２ｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２ｎｉ。Ｈｕ在独立随机变量阵列同分布于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布 Ｐ（Ｘ１１＝±１）＝１／２的情况下证明了如下结

论［３］：

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

Ｓｎ
２ｓ２ｎｌｏｇｓ２槡 ｎ

＝１ａ．ｓ．，ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

Ｓｎ
２ｓ２ｎｌｏｇｓ２槡 ｎ

＝－１ ａ．ｓ．。 （０３）

Ｈｕ和Ｗｅｂｅｒ在更弱的条件下：只要｛Ｘｎｉ｝是独立同分布随机变量阵列，且 ＥＸｎｉ＝０，Ｅ｜Ｘ１１｜４＜∞得到了
（０３）的结论［４］。Ｑｉ在此基础上进一步把条件推广为：只要｛Ｘｎｉ｝是独立同分布随机变量阵列，且 ＥＸｎｉ＝０，

Ｅ｜Ｘ１１｜４（ｌｏｇ＋｜Ｘ１１｜）－２＜∞也有（０３）成立
［５］。这里要注意从（０３）的结论容易看出
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ｌｉｍｓｕｐ
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Ｓｎ
２ｓ２ｎｌｏｇｌｏｇｓ２槡 ｎ

＝∞，ａ．ｓ．，

所以从这里可以证实对于随机变量阵列ＨａｒｔｍａｎＷｉｎｔｎｅｒ重对数律不成立。
当随机变量阵列｛Ｘｎｉ｝独立但不一定同分布的情况下，Ｂａｘｔｅｒ，Ｒｏｓａｌｓｋｙ，ＲｏｓａｌｓｋｙａｎｄＴｅｉｃｈｅｒ，Ｓｕｎｇ，ａｎｄ

Ｔｅｉｃｈｅｒ得到了一些重对数律和单对数律结论［６１０］。Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，Ｓｕｎｇ证明了对于独立随机变量阵列 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
重对数律不成立，但是他在某些条件下得到了对于独立随机变量阵列 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ重对数律的一个类似结
论［９］：设｛Ｘｎｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１｝是独立随机变量阵列，ＥＸｎｉ＝０，ＥＸ２ｎｉ＜∞，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１。且满足

｜Ｘｎｉ｜≤ｋｎ
ｓ２ｎ
ｌｏｇ槡 ｎ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１，

其中｛ｋｎ｝是一个正的常数列，且 ｋｎ→０，ｎ→∞，那么

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

Ｓｎ
２ｓ２ｎｌｏｇ槡 ｎ

＝１，ａ．ｓ．。 （０４）

后来Ｓｕｎｇ又在 ＥＸｎｉ＝０，０＜ａ≤ＥＸ２ｎｉ，ｓｕｐｎ，ｉＥＸ４ｎｉ＜∞条件下得到了（０４）的结论
［１１］。

本文获得了式（０４）成立的一个更弱的充分条件，并把 Ｓｕｎｇ的结果［１１］推广到［ｎα］的情形。因此 Ｓｕｎｇ的
条件可以作为一个推论给出。这里及后文［·］都表示取整函数。

１ 主要结果

定理 １１ 设α＞０，｛Ｘｎｉ，１≤ｉ≤［ｎα］，ｎ≥１｝是独立随机变量阵列，ＥＸｎｉ＝０且满足
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其中 Ｓｎ＝∑
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［ｎα］

ｉ＝１
ＥＸ２ｎｉ。则
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＝－１，ａ．ｓ．。 （１２）

本文约定，ｌｏｇｘ＝ｍａｘ｛１，ｌｎｘ｝，Ｃ代表正常数，它在不同的地方可代表不同的值。

２ 定理的证明

定理证明的主要方法是用不变原理来估计收敛速率（见文献［１２１４］），这种方法已经是概率极限领域的
一个强有力的工具，参见文献［１５１６］，即为下面引理：

引理 ２１ 对任意 ｑ＞２，存在 Ｂ＝Ｂ（ｑ）＞０使对任意均值为零，ｑ阶距有限的独立随机变量序列｛ξｉ，

１≤ｉ≤ｎ｝，存在独立正态随机变量序列｛ηｉ，１≤ｉ≤ｎ｝，Ｅηｉ＝０，Ｅη
２
ｉ＝Ｅξ

２
ｉ，对所有 ｙ＞０，有

Ｐ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１ξｉ
－∑

ｋ
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定理１１的证明 只需证明

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

Ｓｎ
２ｓ２ｎｌｏｇ槡 ｎ

＝１，ａ．ｓ．。 （２１）

因为｛Ｓｎ，ｎ≥１｝是独立随机变量序列，由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理，要证（２１），只要证

∑
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Ｐ ∑

［ｎα］

ｉ＝１
Ｘｎｉ＞（１＋ε） ２ｓ２ｎｌｏｇ槡{ }ｎ ＜∞，ε＞０， （２２）

及 ∑
∞
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ｉ＝１
Ｘｎｉ＞（１－ε） ２ｓ２ｎｌｏｇ槡{ }ｎ ＝∞， ε＞０。 （２３）

由引理１１，存在独立的服从正态分布的随机变量序列 Ｚｎｉ，满足 ＥＺｎｉ＝０，ＥＺ２ｎｉ＝ＥＸ２ｎｉ，且对任意 ｑ＞２
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及所有 ｙ＞０，
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并对每个ε＞０，

∑
［ｎα］

ｉ＝１
Ｘｎｉ＞（１＋ε） ２ｓ２ｎｌｏｇ槡{ }ｎ ∑

［ｎα］

ｉ＝１
Ｘｎｉ－∑

［ｎα］

ｉ＝１
Ｚｎｉ＞ε２ ２ｓ２ｎｌｏｇ槡{ }ｎ∪ ∑

［ｎα］

ｉ＝１
Ｚｎｉ＞ １＋ε( )２ ２ｓ２ｎｌｏｇ槡{ }ｎ。

因此对任意ε＞０，
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现令 Ｎ是服从标准正态分布的随机变量，注意到 ＥＺ２ｎｉ＝ＥＸ２ｎｉ及Ｐ｛Ｎ＞ｘ｝～（２π）－１ｘ－１ｅ
－ｘ２
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从而式（２２）成立。
注意到对任意ε＞０，
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分别类似于 Ｉ１＜∞，Ｉ２＜∞的证明有
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因此式（２３）得证。从而式（２１）成立。
推论 ２１（文献［１１］的结论） 设｛Ｘｎｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１｝是独立随机变量阵列，如果 ＥＸｎｉ＝０，０＜ａ≤

ＥＸ２ｎｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ≥１，且ｓｕｐｎ，ｉＥＸ４ｎｉ＜∞，那么有式（０４）成立。
证明 在定理０１中取α＝１，ｐ＝４，易知存在一个 Ｍ＞０使得

∑
∞

ｎ＝１

∑
ｎ

ｉ＝１
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（ｓ２ｎｌｏｇｎ）２
≤∑

∞

ｎ＝１

ｎＭ
（ｎａｌｏｇｎ）２＜∞

。

所以有式（０４）成立。
推论 ２２ 如果｛Ｘｎｉ｝是独立同分布随机变量阵列，且 ＥＸｎｉ＝０，Ｅ｜Ｘ１１｜４＜∞。那么有式（０４）成立。
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