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一类新的含有垂直传染与脉冲免疫的
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摘要：建立一类具有饱和传染率的脉冲免疫接种ＳＩＲ模型，结合具有常数移民和垂直传染的情况对模型进行分析
研究，得到无病周期解，给出此周期解的全局稳定性分析，并获得系统一致持续生存的条件。
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０ 引言

传染病是威胁人类生命健康的大敌，人类与传染病的斗争从未间断过，对传染病的发病机理、传染规

律、防治策略的研究一直是人类面临的重要课题。早在１７６０年，Ｄ．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ就曾用数学研究过天花的传播，
但传染病模型的系统研究始于２０世纪，１９２７年Ｋｅｒｍａｃｋ与ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ引入“仓室”（ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔ）模型，利用动
力学的方法对传播规律和流行趋势进行了研究。近二十年来，传染病动力学的研究进展迅速，大量的数学

模型被用于分析各种传染病问题［１４］。

从传染病的传播机理来看，主要有接触传播、垂直传播、虫媒传播等不同的感染方式。我们把通过母亲

传染新生儿的传播方式称为垂直传染，垂直传染病模型已有较广泛的研究［５６］。文献［５］研究了具有标准传
染率的脉冲免疫及垂直传染模型，给出无病周期解的全局稳定性和基本再生数。

为了对传染病进行控制，常采用预防接种策略，预防接种有两种方式：连续接种和脉冲接种。在某个时

刻对易感者集中进行免疫接种的方式称为脉冲接种。脉冲接种模型由于其更接近实际正受到许多学者的

重视［５１０］，Ｄ’ＯｎｏｆｒｉｏＡｌｂｅｒｔｏ研究了脉冲预防接种ＳＥＩＲ模型［９］，孟新柱等研究了具有标准传染率的脉冲预防
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接种ＳＩＲ模型［７８］。

本文研究了一类具有垂直传染的脉冲免疫接种ＳＩＲ模型，将输入人口划分为易感者和移出者两部分，采
用饱和传染率，得到了无病周期解的全局渐近稳定性和系统一致持续生存的条件。

１ 基本假设与模型的建立

作如下假设：

（１）Ｓ（ｔ）、Ｉ（ｔ）、Ｒ（ｔ）分别表示 ｔ时刻易感者类、染病者类和移出者类的数量，Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋
Ｒ（ｔ）为 ｔ时刻种群的总数；
（２）外来人口的输入率为常数 Ａ，ａＡ及（１－ａ）Ａ分别表示单位时间内输入易感者和已获得免疫的移出

者的数量（０＜ａ≤１）；
（３）垂直传染的概率为１－ρ；
（４）只对易感者类进行脉冲免疫接种，接种成功的比例为 ｐ（０＜ｐ＜１），脉冲免疫接种周期为τ；

（５）采用饱和传染率βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
，α是饱和度。

根据上面的假设，考虑一个具有垂直传染的脉冲免疫接种ＳＩＲ模型如下：
ｄＳ
ｄｔ＝ａＡ＋ｂ［Ｓ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）］＋ｂρＩ（ｔ）－ｄＳ（ｔ）－

βＩ（ｔ）Ｓ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

，

ｄＩ
ｄｔ＝
βＩ（ｔ）Ｓ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

＋ｂ（１－ρ）Ｉ（ｔ）－（λ＋ｄ＋γ）Ｉ（ｔ），

ｄＲ
ｄｔ＝（１－ａ）Ａ＋γＩ（ｔ）－ｄＲ（ｔ











），

ｔ≠ｋτ，

ΔＳ＝－ｐＳ（ｔ），

ΔＩ＝０，

ΔＲ＝ｐＳ（ｔ
}

），

ｔ＝ｋτ















 ，

（１）

这里γ代表移出率系数，ｂ和ｄ分别代表出生率和自然死亡率系数，λ代表因病死亡率系数。

２ 无病周期解的存在性与稳定性

定理 １ 当 ｄ＞ｂ时，系统（１）存在无病周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））。
证明 在系统（１）中，令 Ｉ（ｔ）＝０，则

ｄＳ
ｄｔ＝ａＡ＋（ｂ－ｄ）Ｓ（ｔ）＋ｂＲ（ｔ），

ｄＲ
ｄｔ＝（１－ａ）Ａ－ｄＲ（ｔ

}
），

ｔ≠ｋτ，

ΔＳ＝－ｐＳ（ｔ），

ΔＲ＝ｐＳ（ｔ }），
ｔ＝ｋτ











 。

（２）

求解系统（２）的前两个方程，得

Ｓ（ｔ）＝Ｓ（ｋτ）ｅ－（ｄ－ｂ）（ｔ－ｋτ）－
Ａ
ｄ－ｂｅ

－（ｄ－ｂ）（ｔ－ｋτ）＋（１－ａ）Ａｄ ｅ－ｄ（ｔ－ｋτ）－

Ｒ（ｋτ）（ｅ－ｄ（ｔ－ｋτ）－ｅ－（ｄ－ｂ）（ｔ－ｋτ））＋
ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ，

Ｒ（ｔ）＝Ｒ（ｋτ）ｅ－ｄ（ｔ－ｋτ）＋
（１－ａ）Ａ
ｄ （１－ｅ－ｄ（ｔ－ｋτ）），

这里 ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ，利用
Ｓ（ｋτ）＝（１－ｐ）Ｓ（（ｋ＋１）τ－），

Ｒ（ｋτ）＝Ｒ（（ｋ＋１）τ－）＋ｐＳ（（ｋ＋１）τ－{
），
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得系统（２）的τ周期解为

Ｓ（ｔ）＝ ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ１－ ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－ｄτｅ
－ｄ（ｔ－ｋτ( )） ，

Ｒ（ｔ）＝ ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－ｄτｅ
－ｄ（ｔ－ｋτ）＋（１－ａ）Ａｄ ，

其中 ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。证毕。

定义 Ｒ１＝ β
［λ＋ｄ＋γ－ｂ（１－ρ）］τ

τ
α
－ １
αｄ（１＋αη）

ｌｎ （１＋αη）（ｅ
ｄτ－１）＋ｐ

［１＋αη（１－ｐ）］（１－ｅ
－ｄτ）＋ｐｅ－ｄ{ }τ ，其中，η ＝

ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ。
定理 ２ 当 ｄ＞ｂ且Ｒ１＜１时，系统（１）的无病周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））局部渐近稳定。
证明 作变换 ｘ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ），ｙ（ｔ）＝Ｉ（ｔ），ｚ（ｔ）＝Ｒ（ｔ）－Ｒ（ｔ），当 ｔ≠ｋτ时，系统（１）关于无病

周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））的线性化系统为
ｄｘ
ｄｔ
ｄｙ
ｄｔ
ｄｚ
ｄ















ｔ

＝

ｂ－ｄ ｂρ－ β
Ｓ（ｔ）

１＋αＳ（ｔ）
ｂ

０ βＳ
（ｔ）

１＋αＳ（ｔ）
＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－γ ０

０ γ －













ｄ

ｘ（ｔ）
ｙ（ｔ）
ｚ（ｔ









）
。 （３）

当 ｔ＝ｋτ时，脉冲条件变为

ｘ（ｔ＋）
ｙ（ｔ＋）
ｚ（ｔ＋









）
＝
１－ｐ ０ ０
０ １ ０
ｐ









０ １

ｘ（ｔ）
ｙ（ｔ）
ｚ（ｔ









）
。

令Φ（ｔ）为（３）的基解矩阵，则

ｄΦ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｂ－ｄ ｂρ－ β
Ｓ（ｔ）

１＋αＳ（ｔ）
ｂ

０ βＳ
（ｔ）

１＋αＳ（ｔ）
＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－γ ０

０ γ －













ｄ

Φ（ｔ），

且Φ（０）＝Ｅ，Ｅ为单位矩阵。容易解得，

Φ（ｔ）＝

ｅ－（ｄ－ｂ）ｔ φ１２（ｔ） φ１３（ｔ）

０ φ２２（ｔ） ０

０ φ３２（ｔ） ｅ－









ｄｔ

，

其中，
ｄφ２２（ｔ）
ｄｔ ＝ βＳ

（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－[ ]γφ２２（ｔ），即

φ２２（ｔ）＝ｅｘｐ∫
ｔ

０

βＳ
（ｕ）

１＋αＳ（ｕ）
＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－[ ]γ ｄｕ。

于是，系统（３）的单值矩阵

Ｍ ＝
１－ｐ ０ ０
０ １ ０
ｐ









０ １
Φ（τ）＝

（１－ｐ）ｅ－（ｄ－ｂ）τ （１－ｐ）φ１２（τ） （１－ｐ）φ１３（τ）

０ φ２２（τ） ０

ｐｅ－（ｄ－ｂ）τ ｐφ１２（τ）＋φ３２（τ） ｐφ１３（τ）＋ｅ
－ｄ









τ
。

对 Ｍ进行初等行变换，得

Ｍ ＝

（１－ｐ）ｅ－（ｄ－ｂ）τ （１－ｐ）φ１２（τ） （１－ｐ）φ１３（τ）

０ φ２２（τ） ０

０ ０ ｅ－ｄ









τ

。

当 ｄ＞ｂ时，其特征值为λ１ ＝（１－ｐ）ｅ－
（ｄ－ｂ）τ ＜１，λ２ ＝φ２２（τ），λ３ ＝ｅ

－ｄτ ＜１，由于
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Ｒ１ ＝＜１，
于是λ２ ＜１，由Ｆｌｏｑｕｅｔ定理，无病τ周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））局部渐近稳定。证毕。

引理 １ 当 ｄ＞ｂ时，系统（１）的所有正解最终一致有界。
证明 设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））为系统（１）的任一正解，则 Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）满足：

ｄＮ
ｄｔ＝Ａ－（ｄ－ｂ）Ｎ（ｔ）－λＩ（ｔ）≤ Ａ－（ｄ－ｂ）Ｎ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

Ｎ（ｔ＋）＝Ｎ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

。

由脉冲微分不等式，得

Ｎ（ｔ）≤ Ｎ（０）ｅ－∫
ｔ
０（ｄ－ｂ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
Ａｅ－∫

ｔ
ｓ（ｄ－ｂ）ｄτｄｓ＝Ｎ（０）ｅ－（ｄ－ｂ）ｔ＋ Ａ

ｄ－ｂ（１－ｅ
－（ｄ－ｂ）ｔ）→

Ａ
ｄ－ｂ（ｔ→ ∞）。

所以，存在一个常数 Ｍ ＞０，当 ｔ充分大时，Ｎ（ｔ）≤ Ｍ。从而，Ｓ（ｔ）≤ Ｍ，Ｉ（ｔ）≤ Ｍ，Ｒ（ｔ）≤ Ｍ。
故系统（１）的所有正解最终一致有界。证毕。
利用频闪映射，不难得到

引理 ２ 系统

ｄＸ
ｄｔ＝ａ－ｂＸ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

Ｘ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｘ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

，

（４）

存在惟一全局渐近稳定的正的τ周期解

Ｘ（ｔ）＝ ａｂ １－
ｐｅ－ｂ（ｔ－ｋτ）

１－（１－ｐ）ｅ－ｂ( )τ ， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ，

且有惟一正的不动点

Ｘ ＝ａ（１－ｐ）（１－ｅ
－ｂτ）

ｂ（１－（１－ｐ）ｅ－ｂτ）
。

定义

Ｒ２ ＝
βＡ

ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）（１－ｅ－ｄτ）

［λ＋ｄ＋γ－ｂ（１－ρ）］［１－（１－ｐ）ｅ
－ｄτ］
。

定理 ３ 当 ｄ＞ｂ且Ｒ２ ＜１时，系统（１）的无病周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））全局渐近稳定。
证明 由系统（１）及引理１，得

ｄＳ
ｄｔ≤ ａ＋ ｂ

ｄ－( )ｂＡ－ｄＳ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

。

（５）

根据引理２，系统
ｄｘ
ｄｔ＝ ａ＋ ｂ

ｄ－( )ｂＡ－ｄｘ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

ｘ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｘ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

，

存在正的τ周期解：

ｘ（ｔ）＝ ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ１－ ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－ｄτ
ｅ－ｄ（ｔ－ｋτ( )） ， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。

设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））为系统（１）的任一解，由脉冲比较定理，对于任意正数ε，存在正整数 Ｎ，当 ｋ＞Ｎ时，
有

Ｓ（ｔ）＜ｘ（ｔ）＋ε， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。 （６）

从而，Ｓ（ｔ）＜ ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ １－ｅ－ｄτ

１－（１－ｐ）ｅ－ｄτ ＋ε
。根据系统（１）的第二个方程，当 ｋ＞Ｎ时，有

ｄＩ
ｄｔ＜ β

ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）Ａ １－ｅ－ｄτ

１－（１－ｐ）ｅ－ｄτ ＋[ ]ε ＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－{ }γ Ｉ（ｔ），
ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。 （７）
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利用已知条件 Ｒ２ ＝
βＡ

ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）（１－ｅ－ｄτ）

［λ＋ｄ＋γ－ｂ（１－ρ）］［１－（１－ｐ）ｅ
－ｄτ］

＜１，故ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｉ（ｔ）＝０。

由式（７）及引理１可得，存在正常数 Ｋ，μ，使得

ｂρ＋γ＋ βＳ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

Ｉ（ｔ）≤ Ｋｅ－μｔ。

令 Ｖ（ｔ）＝｜Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ）｜＋｜Ｒ（ｔ）－Ｒ（ｔ）｜，则当 ｔ≠ ｋτ时，

Ｄ＋Ｖ≤ －（ｄ－ｂ）［｜Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ）｜＋｜Ｒ（ｔ）－Ｒ（ｔ）｜］＋ ｂρ＋γ＋ βＳ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

Ｉ（ｔ）≤

－（ｄ－ｂ）Ｖ（ｔ）＋Ｋｅ－μｔ。
脉冲条件为

Ｖ（ｔ＋）＝｜Ｓ（ｔ＋）－Ｓ（ｔ＋）｜＋｜Ｒ（ｔ＋）－Ｒ（ｔ＋）｜＝
（１－ｐ）｜Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ）｜＋｜Ｒ（ｔ）－Ｒ（ｔ）＋ｐ（Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ））｜≤ Ｖ（ｔ）（ｔ＝ｋτ）。

利用脉冲微分不等式，

Ｖ（ｔ）≤ Ｖ（０）ｅ－
（ｄ－ｂ）ｔ＋∫

ｔ

０
ｅ－（ｄ－ｂ）（ｔ－ｓ）Ｋｅ－μｓｄｓ＝Ｖ（０）ｅ－（ｄ－ｂ）ｔ＋ Ｋ

ｄ－ｂ－μ
（ｅ－μｔ－ｅ－（ｄ－ｂ）ｔ）→０（ｔ→ ∞）。

于是，Ｓ（ｔ）→ Ｓ（ｔ），Ｒ（ｔ）→ Ｒ（ｔ）（ｔ→ ∞）。故当 Ｒ２ ＜１时，系统（１）的无病τ周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））
全局吸引，又 Ｒ１ ＜Ｒ２ ＜１，根据定理２，（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））全局渐近稳定。证毕。

３ 疾病的永久持续存在性

第２节讨论了传染病被根除的条件，而系统的持久性意味着疾病能够传播或者形成流行病持续存在。下
面讨论系统（１）的持久性，即疾病的永久持续存在性。

定义

Ｒ３ ＝
β
ａＡ
ｄ－ｂ（１－ｐ）（１－ｅ

－（ｄ－ｂ）τ）

［λ＋ｄ＋γ－ｂ（１－ρ）］１＋α
Ａ
ｄ－( )ｂ［１－（１－ｐ）ｅ－（ｄ－ｂ）τ］

。

定理 ４ 当 ｄ＞ｂ且Ｒ３ ＞１时，系统（１）疾病持续。
证明 设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ））是系统（１）满足正初值条件的任意一个解，由引理１，存在一个常数 Ｍ ＞０，使

Ｓ（ｔ）≤ Ｍ，Ｉ（ｔ）≤ Ｍ。下面证明存在正数 ｍ１，ｍ２，当 ｔ充分大时，有 Ｓ（ｔ）≥ ｍ１，Ｉ（ｔ）≥ ｍ２。

由于 Ｉ（ｔ）≤
Ａ

ｄ－ｂ，由系统（１）的第一个方程，得

ｄＳ
ｄｔ≥ ａＡ－ ｄ－ｂ＋ Ａβ

ｄ－( )ｂＳ（ｔ）＝ａＡ－ＢＳ（ｔ），
其中，Ｂ＝ｄ－ｂ＋ Ａβ

ｄ－ｂ。由引理２，方程

ｄｙ
ｄｔ＝ａＡ－Ｂｙ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

ｙ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｙ（ｔ）， ｔ＝ｋ
{

τ

的正的τ周期解为

ｙ（ｔ）＝ａＡＢ １－ ｐｅ－Ｂ（ｔ－ｋτ）

１－（１－ｐ）ｅ－Ｂ( )τ ， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。

利用脉冲比较定理，对于任意正数ε，存在正整数 Ｎ，当 ｋ＞Ｎ时，有

Ｓ（ｔ）≥ ｙ（ｔ）＞ｙ（ｔ）－ε≥
ａＡ（１－ｐ）（１－ｅ－Ｂτ）
Ｂ［１－（１－ｐ）ｅ－Ｂτ］－ε ＝

ｍ１ ＞０， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。

这就证明了存在正常数 ｍ１，当 ｔ充分大时，有 Ｓ（ｔ）≥ ｍ１。
再证存在正数 ｍ２，当 ｔ充分大时，有 Ｉ（ｔ）≥ ｍ２。证明分下列两步进行。
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步骤 １ 由条件 Ｒ３ ＞１，选取正数 ｍ３及ε足够小，使σ ＝ βξ

１＋α
Ａ
ｄ－ｂ

＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－γ ＞０，

其中

ξ ＝
ａＡ

（ｄ－ｂ＋βｍ３）
（１－ｐ）（１－ｅ－（ｄ－ｂ＋βｍ３）τ）
［１－（１－ｐ）ｅ－（ｄ－ｂ＋βｍ３）τ］－ε

。

可以证明存在 ｔ１∈（０，＋∞），使 Ｉ（ｔ１）≥ ｍ３。否则，对任意 ｔ∈（０，＋∞），都有 Ｉ（ｔ）＜ｍ３，由系统（１）得
ｄＳ
ｄｔ≥ ａＡ－（ｄ－ｂ＋βｍ３）Ｓ（ｔ）＝ａＡ－ｑＳ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

，

（８）

其中，ｑ＝ｄ－ｂ＋βｍ３。作脉冲比较方程
ｄｚ
ｄｔ＝ａＡ－ｑｚ（ｔ）， ｔ≠ ｋτ，

ｚ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｚ（ｔ）， ｔ＝ｋτ
{

。

（９）

由引理２，该系统的全局渐近稳定的正的τ周期解为

ｚ（ｔ）＝ａＡｑ １－ ｐｅ－ｑ（ｔ－ｋτ）

１－（１－ｐ）ｅ－ｑ( )τ ， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ，

且有惟一正的不动点 ｚ ＝ａＡ（１－ｐ）（１－ｅ
－ｑτ）

ｑ（１－（１－ｐ）ｅ－ｑτ）
。由脉冲微分方程比较定理，对任意小的正数ε，存在正整数

Ｎ，当 ｋ＞Ｎ时，有

Ｓ（ｔ）≥ ｚ（ｔ）＞ｚ（ｔ）－ε≥
ａＡ

ｄ－ｂ＋βｍ３
１－ ｐ
１－（１－ｐ）ｅ－（ｄ－ｂ＋βｍ３）( )τ －ε＝ξ， ｋτ ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ。

由系统（１）的第二个方程，当 ｋ＞Ｎ时，有

ｄＩ
ｄｔ≥

β（ｚ
（ｔ）－ε）

１＋α
Ａ
ｄ－ｂ

＋ｂ（１－ρ）－λ－ｄ－







γ Ｉ（ｔ）≥σＩ（ｔ）。 （１０）

当 ｋ＞Ｎ时，将式（１０）在［ｋτ，（ｋ＋１）τ］上积分，得 Ｉ（（ｋ＋１）τ）≥ Ｉ（ｋτ）ｅστ。选取 Ｎ′≥ Ｎ，于是，当 ｋ→ ∞
时，Ｉ（（ｋ＋Ｎ′）τ）≥ Ｉ（Ｎ′τ）ｅｋστ→ ∞，矛盾。

步骤 ２ 如果对于任意的 ｔ≥ ｔ１有 Ｉ（ｔ）≥ ｍ３，则结论成立。否则，存在 ｔ＞ｔ１，使得 Ｉ（ｔ）＜ｍ３，假设
ｔ ＝ｉｎｆ

ｔ≥ｔ１
｛ｔ｜Ｉ（ｔ）＜ｍ３｝，则存在正整数 ｎ１，使得 ｔ ∈（ｎ１τ，（ｎ１＋１）τ］，且当 ｔ１≤ ｔ＜ｔ 时，有 Ｉ（ｔ）≥

ｍ３。若 ｔ不是脉冲点，Ｉ（ｔ）在 ｔ点连续，则有 Ｉ（ｔ）＝ｍ３；若 ｔ是脉冲点，即 ｔ ＝ｎ０τ，令 ｔ ＝ｔ －ε０，

ε０充分小，有 Ｉ（ｔ）≥ ｍ３。现在假设 ｔ 不是脉冲点，否则用 ｔ 同样进行讨论。对任意ε ＞０，选取 ｎ２，
ｎ３∈ Ｚ＋，使得

ｎ２τ ＞
１
ｑｌｎ
Ｍ＋ｚ
ε

，ｅ－（λ＋ｄ＋γ）（ｎ２＋１）τｅｎ３στ ＞１。

可以证明，在区间［（ｎ１＋１）τ，（ｎ１＋１＋ｎ２＋ｎ３）τ］上必存在 ｔ２，使 Ｉ（ｔ２）≥ ｍ３。否则，若对任意 ｔ∈［（ｎ１＋
１）τ，（ｎ１＋１＋ｎ２＋ｎ３）τ］，都有 Ｉ（ｔ）＜ｍ３。考虑系统（９），其中 ｔ∈（ｋτ，（ｋ＋１）τ］，ｎ１＋１≤ ｋ≤ ｎ１＋１＋
ｎ２＋ｎ３，且 ｚ（（ｎ１＋１）τ＋）＝Ｓ（（ｎ１＋１）τ＋）。由于

｜ｚ（ｔ）－ｚ（ｔ）｜＝ ｚ（（ｎ１＋１）τ）－
ａＡ（１－ｐ）（１－ｅ－ｑτ）
ｑ（１－（１－ｐ）ｅ－ｑτ( )） ｅ－ｑ（ｔ－（ｎ１＋１）τ） ≤（Ｍ＋ｚ）ｅ－ｑ（ｔ－（ｎ１＋１）τ）。

因此，当（ｎ１＋１＋ｎ２）τ≤ ｔ≤（ｎ１＋１＋ｎ２＋ｎ３）τ时，有 ｜ｚ（ｔ）－ｚ（ｔ）｜＜ε，此时（１０）式成立，类似于步
骤１，有

Ｉ（（ｎ１＋１＋ｎ２＋ｎ３）τ）≥ Ｉ（（ｎ１＋１＋ｎ２）τ）ｅｎ３στ。
由系统（１），

ｄＩ
ｄｔ≥－（λ＋ｄ＋γ）Ｉ（ｔ）。 （１１）

将上式在区间［ｔ，（ｎ１＋１＋ｎ２）τ］上积分，得
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Ｉ（（ｎ１＋１＋ｎ２）τ）≥ Ｉ（ｔ）ｅ－
（λ＋ｄ＋γ）（（ｎ１＋１＋ｎ２）τ－ｔ

）
≥ ｍ３ｅ－

（λ＋ｄ＋γ）（ｎ２＋１）τ。

从而 Ｉ（（ｎ１＋１＋ｎ２＋ｎ３）τ）≥ ｍ３ｅ－
（λ＋ｄ＋γ）（ｎ２＋１）τｅｎ３στ ＞ｍ３，矛盾。

令珋ｔ＝ ｉｎｆ
ｔ≥ｔ
｛ｔ｜Ｉ（ｔ）≥ ｍ３｝，则 Ｉ（珋ｔ）≥ ｍ３，对于 ｔ∈［ｔ，珋ｔ），由式（１１），得

Ｉ（ｔ）≥ Ｉ（ｔ）ｅ－
（λ＋ｄ＋γ）（ｔ－ｔ）≥ ｍ３ｅ－

（λ＋ｄ＋γ）（ｎ２＋１＋ｎ３）τ ＝ｍ２。
当 ｔ＞珋ｔ时，由于 Ｉ（珋ｔ）≥ ｍ３，重复上述步骤即可。

综上所述，证明了存在正数 ｍ２，当 ｔ充分大时，有 Ｉ（ｔ）≥ ｍ２。证毕。

４ 讨论

对于外来人口，假定病人不能输入，因而只能是易感者或移出者输入，外来人口的常数输入保证了该地

区的人口不致于灭绝。

记ω ＝
βＡ

ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）

λ＋ｄ＋γ－ｂ（１－ρ）
，则当 ｐ＞（ω－１）（ｅｄτ －１）或τ ＜

１
ｄｌｎ１＋

ｐ
ω －( )１时，Ｒ２ ＜１，疾病灭

绝。因此，为了阻止传染病流行，要对人口的出生率进行有效控制，使得 ｂ＜ｄ，同时适当选取脉冲免疫接种
周期τ以及脉冲接种率ｐ，使 Ｒ２ ＜１。若脉冲免疫接种周期τ较大或脉冲接种率ｐ太小，使得 Ｒ３ ＞１，疾病将
持续存在。

Ｒ２和 Ｒ３与垂直传染的概率１－ρ成正比，当１－ρ ＜ρ
 时，Ｒ２ ＜１，这里

ρ
 ＝ １ｂλ＋ｄ＋γ－

βＡ
ａ
ｄ＋

ｂ
ｄ（ｄ－ｂ( )）（１－ｅ－ｄτ）
１－（１－ｐ）ｅ－ｄ







τ

，

如果垂直传染的概率小于阀值ρ
，传染病将最终灭绝，理论上说明父母应该仔细注意自己的健康，进行优生

优育，尽量避免其后代在出生时被垂直传染。
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